
UNIVERZITET U TUZLI
PRIRODNO-MATEMATIµCKI FAKULTET
ODSJEK MATEMATIKA

Prof. dr. Mehmed Nurkanovíc

MATEMATIµCKA ANALIZA 2
Skripta - u izradi



2



Predgovor



4



Poglavlje 1

Uvod

1.1 Asimptotske oznake o i O. Ekvivalentne funkcije

De�nicija 1.1.1 Neka je f : Df ! R (realna funkcija) i a 2 R [ f�1;+1g
taµcka gomilanja skupa Df . Za funkciju f kaµzemo je beskonaµcno mala veliµcina
(in�nitezimala) kad x! a ako vrijedi

lim
x!a

f (x) = 0:

Primjer 1.1.1 Primjeri beskonaµcno malih veliµcina:
i) 1x kad x! �1,
ii) xn (n 2 N) kad x! 0,
iii) ex � 1 kad x! 0,
iv) ax (a > 1) kad x! �1, ax (0 < a < 1) kad x! +1,
v) lnx kad x! 1. |

De�nicija 1.1.2 Za funkciju f : Df ! R kaµzemo da je beskonaµcno velika
veliµcina kad x ! a, gdje je a 2 R [ f�1;+1g taµcka gomilanja skupa Df , ako
vrijedi

lim
x!a

jf (x)j = +1:

Primjer 1.1.2 Primjeri beskonaµcno velikih veliµcina:
i) 1x kad x! 0,
ii) xn (n 2 N) kad x! +1,
iii) 1

x�2 kad x! 2,
iv) ax (a > 1) kad x! +1, ax (0 < a < 1) kad x! �1,
v) lnx kad x # 0. |
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6 POGLAVLJE 1. UVOD

De�nicija 1.1.3 Za funkciju f : Df ! R kaµzemo da je beskonaµcno mala
veliµcina u odnosu na funkciju g : Dg ! R kad x ! a, gdje je a 2 R [
f�1;+1g taµcka gomilanja skupa Df \Dg, ako vrijedi

lim
x!a

f (x)

g (x)
= 0;

odnosno ako postoji okolina O0 (a) taµcke a i in�nitezimala � (x) kad x! a, takva
da vrijedi

f (x) = g (x)� (x)

za sve x 2 O0 (a), �to simboliµcki zapisujemo u obliku

f = o (g) (x! a)

i µcitamo �f je malo o od g kad x! a�.

Primjer 1.1.3 i) x2 = o (x) (x! 0),
ii) lnx = o (x) (x! 1) ;
iii) x sinx = o (x) (x! 0). |

Napomena 1.1.1 Primijetimo da u De�niciji 1.1.3 funkcije f i g ne moraju biti
in�nitezimale. Medutim, ako to one jesu, onda kaµzemo da je funkcija f in�nitezi-
mala ili beskonaµcno mala veliµcina vi�eg reda u odnosu na in�nitezimalu g kad
x ! a. S druge strane, ako je funkcija f beskonaµcno velika veliµcina kad x ! a i
pri tome je f = o (g) (x! a), onda kaµzemo da je funkcija g beskonaµcno velika
veliµcina vi�eg reda u odnosu na funkciju f kad x! a.

Napomena 1.1.2 Ako je f : Df ! R in�nitezimala kad x! a, onda vrijedi

lim
x!a

f (x) = lim
x!a

f (x)

1
= 0;

�to prema De�niciji 1.1.3 znaµci da u ovom sluµcaju moµzemo upotrijebiti oznaku

f = o (1) (x! a) .

Tako je, na primjer, 1x = o (1) (x! �1) i sinx = o (1) (x! 0).

Teorem 1.1.1 Neka je f : Df ! R (realna funkcija) i a 2 R [ f�1;+1g
taµcka gomilanja skupa Df . Tada funkcija f ima konaµcnu graniµcnu vrijednost b u
taµcki a (tj. postoji lim

x!a
f (x) = b) ako i samo ako postoji okolina O0 (a) taµcke a i

in�nitezimala � (x) kad x! a tako da je

f (x) = b+ � (x) ;

za sve x 2 O0 (a).
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Dokaz. i) Pretpostavimo da postoji lim
x!a

f (x) = b. Tada je

lim
x!a

f (x)� b = 0;

tj.
lim
x!a

(f (x)� b)| {z }
=�(x)

= 0;

pa imamo lim
x!a

� (x) = 0. Dakle, � (x) je in�nitezimala kad x! a i vrijedi � (x) =

f (x)� b, odnosno f (x) = b+ � (x), za sve x 2 O0 (a).
ii) Neka je � (x) in�nitezimala kad x ! a i vrijedi f (x) = b + � (x), za sve

x 2 O0 (a). Tada je

lim
x!a

f (x) = lim
x!a

(b+ � (x)) = b+ lim
x!a

� (x) = b+ 0 = b:

De�nicija 1.1.4 Za funkciju g : Dg ! R kaµzemo da je dominirajúca funkcija
nad funkcijom f : Df ! R kad x ! a, gdje je a 2 R [ f�1;+1g taµcka
gomilanja skupa Df \ Dg, ako postoji okolina O0 (a) taµcke a tako da je koliµcnik
f(x)
g(x) ograniµcen u okolini O

0 (a), odnosno ako postoji funkcija � koja je ograniµcena
u okolini O0 (a) takva da je f (x) = g (x)� (x) za sve x 2 O0 (a). Simboliµcki to
oznaµcavamo s

f = O (g) (x! a)

i µcitamo: �f je veliko O od g kad x! a�.
Ako za realne funkcije f i g vrijedi f = O (g) i g = O (f) (x! a), kaµzemo da su
funkcije f i g istog reda kad x! a.

Uoµcimo da, ako postoji konstanta K > 0 takva da je f(x)g(x) � K za sve x 2 O0 (a)
ili ako postoji konaµcna graniµcna vrijednost lim

x!a
f(x)
g(x) = b, onda je f = O (g) (x! a)

u oba sluµcaja, ali ako je u pitanju drugi sluµcaj, tada su funkcije f i g istog reda
kad x ! a. Tako su funkcije f (x) = 1 � cosx i g (x) = x2 istog reda kad x ! 0,
jer vrijedi

lim
x!0

f (x)

g (x)
= lim
x!0

1� cosx
x2

= lim
x!0

1� cosx
x2

� 1 + cosx
1 + cosx

= lim
x!0

1� cos2 x
x2 (1 + cosx)

= lim
x!0

sin2 x

x2
� lim
x!0

1

1 + cosx
= 1 � 1

2
=
1

2
:

Takoder, jednostavno se vidi da je x sinx = O (x) (x! �1).
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De�nicija 1.1.5 Za realne funkcije f : Df ! R i g : Dg ! R kaµzemo da su
ekvivalentne funkcije (ili da se funkcija f asimptotski pona�a kao funkcija
g) kad x ! a, gdje je a 2 R [ f�1;+1g taµcka gomilanja skupa Df \ Dg, ako
vrijedi

lim
x!a

f (x)

g (x)
= 1

i simboliµcki zapisujemo f � g (x! a) (µcita se: �f je ekvivalentna sa g kad x !
a�).

Primjer 1.1.4 i) sinx � x (x! 0),
ii) ex � 1 � x (x! 0),
iii) ln(1 + x) � x (x! 0). |

Navedimo sada neke vaµzne osobine ekvivalentnih funkcija.

1. Relacija � je relacija ekvivalencije.

a) Re�eksivnost: f � f (x! a) jer je lim
x!a

f(x)
f(x) = 1

b) Simetriµcnost:

f � g (x! a) =) lim
x!a

f (x)

g (x)
= 1 =) lim

x!a
g (x)

f (x)
= lim
x!a

1
f(x)
g(x)

=
1

lim
x!a

f(x)
g(x)

=
1

1
= 1

c) Tranzitivnost: pretpostavimo da je f � g (x! a) i g � h (x! a), �to
znaµci da vrijedi

lim
x!a

f (x)

g (x)
= 1 i lim

x!a
g (x)

h (x)
= 1;

pa imamo

lim
x!a

f (x)

h (x)
= lim
x!a

f(x)
g(x)

h(x)
g(x)

=
lim
x!a

f(x)
g(x)

1

lim
x!a

g(x)
h(x)

=
1
1
1

= 1 =) f � h (x! a)

2. lim
x!a

f (x) = b =) f � b (x! a)

Zaista,

lim
x!a

f (x) = b =)
lim
x!a

f (x)

b
= 1 =)

lim
x!a

f (x)

lim
x!a

b
= 1 =) lim

x!a
f (x)

b
= 1;

�to prema De�niciji 1.1.5 znaµci da je f � b (x! a).
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3.
�
f � g (x! a) ^ lim

x!a
g (x) = b

�
=) lim

x!a
f (x) = b

Koristéci osobinu 2. imamo�
f � g (x! a) ^ lim

x!a
g (x) = b

�
=) (f � g (x! a) ^ g � b (x! a)) ;

odakle, zbog tranzitivnosti relacije �, slijedi f � b (x! a), odnosno opet
zbog osobine 2. je lim

x!a
f (x) = b.

4. (f � �; g � �; h � 
; k � � (x! a)) =) f � g
h � k �

� � �

 � �

Zaista,

lim
x!a

f (x) � g (x)
h (x) � k (x) = lim

x!a

f(x)
�(x) �

g(x)
�(x)

h(x)

(x) �

k(x)
�(x)

� � (x) � � (x)

 (x) � � (x)

=
lim
x!a

f(x)
�(x) � limx!a

g(x)
�(x)

lim
x!a

h(x)

(x) � limx!a

k(x)
�(x)

� lim
x!a

� (x) � � (x)

 (x) � � (x)

=
1 � 1
1 � 1 limx!a

� (x) � � (x)

 (x) � � (x) = lim

x!a
� (x) � � (x)

 (x) � � (x) :

5. f � g (x! a) ako i samo ako postoji okolina O (a) i funkcija 
 tako da je
lim
x!a


 (x) = 1 i f (x) = g (x) 
 (x) za sve x 2 O0 (a).

6. f � g (x! a) ako i samo ako postoji in�nitezimala � (x) (x! a) tako da
vrijedi

f (x)

g (x)
= 1 + � (x) (x! a) ;

odnosno
f (x) = g (x) + g (x)� (x) (x! a) ;

ili drugaµcije zapisano

f � g (x! a) ako i samo ako f = g + o (g) (x! a) :

Dokazi osobina 5. i 6. se izvode sliµcno dokazu Teorema 1.1.1.

Primjer 1.1.5 Koristéci osobinu 4. moµzemo jednostavno izraµcunati sljedécu graniµcnu
vrijednost

lim
x!0

sin6 x ln (1 + x)

(ex � 1)17 cos10 x
:
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Naime, kako je sinx � x (x! 0), ln (1 + x) � x (x! 0), ex � 1 � x (x! 0) i
cosx � 1 (x! 0), prema osobini 4. imamo

lim
x!0

sin6 x ln (1 + x)

(ex � 1)17 cos10 x
= lim
x!0

x6 � x
x17 � 1 = +1:

Primjer 1.1.6 a. sinx � x (x! 0)
6:
=)postoji in�nitezimala � (x) (x! 0) takva

da
sinx = x+ x� (x)| {z }

=o(x) (x!0)

(x! 0) ;

dakle,
sinx = x+ o (x) (x! 0) : (1.1)

b. ex � 1 � x (x! 0)
6:
=)postoji in�nitezimala � (x) (x! 0) takva da

ex = 1 + x+ x� (x)| {z }
=o(x) (x!0)

(x! 0) ;

odnosno
ex = 1 + x+ o (x) (x! 0) : (1.2)

c. ax � 1 � x ln a (x! 0), pa analogno s b. imamo

ax = 1 + x ln a+ o (x) (x! 0) : (1.3)

d. ln (1 + x) � x (x! 0), odakle slijedi

ln (1 + x) = x+ o (x) (x! 0) : (1.4)

e. Kako je, za � 2 Rn f0g,

lim
x!0

(1 + x)� � 1
x

= lim
x!0

e� ln(1+x) � 1
x

(1:2)
= lim

x!0

� ln (1 + x)

x
= �;

imamo da postoji in�nitezimala � (x) (x! 0) takva da

(1 + x)� � 1
x

= �+ � (x) (x! 0) ;

odnosno
(1 + x)� = 1 + �x+ o (x) (x! 0) :
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f. Budúci da je lim
x!0

1�cosx
x2

= 1
2 , vrijedi 1� cosx �

1
2x
2 (x! 0), odakle slijedi da

postoji in�nitezimala � (x) (x! 0) takva da

1� cosx = 1

2
x2 + x2� (x) (x! 0) ;

to jest

cosx = 1� 1
2
x2 + o

�
x2
�
(x! 0) : (1.5)

|

U prethodnom primjeru smo imali priliku vidjeti da neki sabirak ima oznaku
o (x) ili o

�
x2
�
kad x ! a. �ta nam to znaµci? Naime, znamo da je f = o (g)

(x! a) oznaka za jednu funkciju f koja je beskonaµcno mala u odnosu na funkciju
g kad x! a. S druge strane, oznaka o (f) (x! a) nije oznaka za jednu funkciju,
nego za cijelu klasu funkcija koje su beskonaµcno male u odnosu na funkciju f kad
x! a. To nam je vaµzno kako zbog narednog teorema, tako i zbog kasnije primjene
Landauovih oznaka, posebno u izraµcunavanju graniµcnih vrijednosti funkcija.

Teorem 1.1.2 Vrijede sljedéce tvrdnje:
1. f � g (x! a) =) o (f) = o (g) (x! a) ;
2. f � o (g) = o (fg) (x! a) ;
3. o (f)� o (f) = o (f) (x! a) ;
4. o (o (f)) = o (f) (x! a) ;
5. f = o (g) (x! a) =) f = O (g) (x! a) ;
6. O (f) +O (f) = O (f) (x! a) :

Dokaz. 1. f � g (x! a) implicira da postoji funkcija 
 takva da 
 (x) ! 1
(x! a) i f = g
 (x! a). Uvedimo oznaku o (f) = h (x! a). To znaµci da
postoji in�nitezimala � (x) (x! a) takva da je h = f� (x! a), pa je h = g (
�)
(x! a), pri µcemu je 
� in�nitezimala (x! a). Odavde je h = o (g) (x! a), to
jest klasa funkcija beskonaµcno malih u odnosu na funkciju f kad x! a je podskup
klase o (g). Analogno, iz oznake o (g) = h (x! a), dobit ćemo da je h = o (f)
(x! a), �to znaµci i da je klasa funkcija beskonaµcno malih u odnosu na funkciju g
kad x ! a podskup klase o (f). Time smo dobili da ustvari vrijedi o (f) = o (g)
(x! a).

2. Iz o (g) = h (x! a) slijedi da postoji in�nitezimala � (x) (x! a) takva da
je h = g� (x! a), pa je f � o (g) = fh = (fg)� = o (fg) (x! a) :

3. Neka je o (f) = h i o (f) = k (x! a). Tada postoje in�nitezimale � (x)
i � (x) (x! a) takve da je h = f� i k = f� (x! a) te imamo o (f) + o (f) =
h + k = f (�+ �) (x! a). No, kako je � (x) + � (x) in�nitezimala kad x ! a,
imamo da je h+ k = o (f) (x! a).
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4. Neka je h = o (f) (x! a), odnosno h = f�, gdje je � (x) in�nitezimala kad
x ! a. Ako uvedemo oznaku o (o (f)) = g, odnosno o (h) = g, to će znaµciti da
postoji in�nitezimala � (x) (x! a) takva da je g = h� (x! a). Dakle, vrijedi
g = h� = f�� (x! a), pri µcemu je �� in�nitezimala (x! a), pa je g = o (f)
(x! a).

5. f = o (g) (x! a) =) lim
x!0

f(x)
g(x) = 0, a to znaµci da za proizvoljno odabrani

broj " > 0 postoji � = � (") > 0 tako da vrijedi

�
8x 2 O0� (a)

� ����f (x)g (x)

���� < ";

odakle slijedi da je f = O (g) (x! a) prema de�niciji simbola O.

6. Jednostavno se dokazuje (vjeµzba!).

Primjer 1.1.7 Odrediti graniµcnu vrijednost lim
x!0

eax � ebx
sin ax� sin bx:

Rje�enje. Koristéci (1.2) i (1.1) te osobinu 3. Teorema 1.1.2, imamo

lim
x!0

eax � ebx
sin ax� sin bx = lim

x!0

(1 + ax+ o (x))� (1 + bx+ o (x))
(ax+ o (x))� (bx+ o (x))

= lim
x!0

(a� b)x+ o (x)
(a� b)x+ o (x) = lim

x!0

(a� b) + o(x)
x

(a� b) + o(x)
x

= lim
x!0

(a� b) + o (1)
(a� b) + o (1) = 1 (a; b 2 R; a 6= b) : |

Primjer 1.1.8 Odrediti graniµcnu vrijednost lim
x!0

ln cos ax

ln cos bx
.

Rje�enje. a) Koristéci ekvivalentnost funkcija:

lim
x!0

ln cos ax

ln cos bx
=

�
1� cos ax � 1

2a
2x2 (x! 0)

1� cos bx � 1
2b
2x2 (x! 0)

�
= lim
x!0

ln
�
1� 1

2a
2x2
�

ln
�
1� 1

2b
2x2
�

=

�
ln
�
1� 1

2a
2x2
�
� �1

2a
2x2 (x! 0)

ln
�
1� 1

2a
2x2
�
� �1

2b
2x2 (x! 0)

�
= lim
x!0

�1
2a
2x2

�1
2b
2x2

=
a2

b2
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b) Koristéci Landauovu oznaku �o�:

lim
x!0

ln cos ax

ln cos bx
= lim
x!0

ln (1 + (cos ax� 1))
ln (1 + (cos bx� 1))

(1:4)
= lim

x!0

cos ax� 1 + o (cos ax� 1)
cos bx� 1 + o (cos bx� 1)

= lim
x!0

cos ax� 1 + o
�
2 sin2 ax2

�
cos bx� 1 + o

�
2 sin2 bx2

�
=

2664
o
�
2 sin2 ax2

�
= h =) h (x) = 2 sin2 ax2 � � (x) ; limx!0� (x) = 0

=) h (x) = x2� (x) ; lim
x!0

� (x) = lim
x!0

1
2a
2 � sin

2 ax
2

a2x2

4

� � (x) = 0

=) h = o
�
x2
�
(x! 0)

3775
= lim
x!0

cos ax� 1 + o
�
x2
�

cos bx� 1 + o (x2)
(1:5)
= lim

x!0

�1
2a
2x2 + o

�
x2
�
+ o

�
x2
�

�1
2b
2x2 + o (x2) + o (x2)

= lim
x!0

�1
2a
2x2 + o

�
x2
�

�1
2b
2x2 + o (x2)

= lim
x!0

�1
2a
2 +

o(x2)
x2

�1
2b
2 + o(x2)

x2

= lim
x!0

�1
2a
2 + o (1)

�1
2b
2 + o (1)

=
a2

b2
:

Navedimo drugi naµcin dokaza da je o
�
2 sin2 ax2

�
= o

�
x2
�
(x! 0). Naime, koristit

ćemo Zadatak 1.1 a) i Teorem 1.1.2. Tako je

o
�
2 sin2

ax

2

�
Zad. 1:1 a)

= o
�
sin2

ax

2

�
:

No, s druge strane vrijedi

sin2
ax

2
� a2x2

4
(x! 0)

Th.1:1:2 1.
=) o

�
sin2

ax

2

�
= o

�
a2x2

4

�
Zad. 1:1 a)

= o
�
x2
�
(x! 0)

Primjer 1.1.9 Sljedéci primjer je zanimljiv

lim
x!0

tanx� sinx
x3

=

�
tanx � x =) tanx = x+ o (x) (x! 0)
sinx � x =) sinx = x+ o (x) (x! 0)

�
= lim
x!0

x+ o (x)� (x+ o (x))
x3

= lim
x!0

o (x)

x3
= lim
x!0

o(x)
x

x2
=

�
0

0

�
,

jer dobijamo neodredeni izraz, tj. ne moµzemo izraµcunati graniµcnu vrijednost. Ovo nam
je primjer gdje je neuspje�no primijenjena upotreba Landauove oznake o u graniµcnom
procesu. Dakle, ovaj metod treba koristiti samo kad nam standardni metodi ne pomaµzu
(a gornju graniµcnu vrijednost lahko je náci na standardni naµcin). |
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� � �

Zadaci za samostalan rad

1. Dokazati:

a) o (cf) = o (f) (x! a), gdje je c konstanta,

b)
o (f)

g
= o

�
f

g

�
(x! a), g (x) 6= 0,

c)
O (f)

g
= O

�
f

g

�
(x! a), g (x) 6= 0,

d) o (f + o (f)) = o (f) (x! a),

e) o (f) +O (f) = O (f) (x! a).

2. Dokazati:

a) 2x+ lnx+ sinx = O (x) (x! +1);
b) x+ 2x+1 = O (2x) (x! +1);
c) x2x+1 + x10 + 7 = O (3x) (x! +1);
d) x sinx+

p
x = O (x) (x! +1);

e)
1

x
+
1

x3
+
1

x5
= O

�
1

x

�
(x! +1);

f)
p
x2 +

p
x3 +

p
x5 = O (x) (x! +1).

3. Dokazati:

a) x2 + sinx2 = o (x) (x! 0);

b) (1 + x)n = 1 + nx+ o (x) (x! 0), n 2 N;
c) ln (lnx) = o (lnx) (x! +1).

4. Pretpostavimo da je

f (x) = o (g (x)) , g (x)! +1 (x! +1) :

Dokazati da je tada

ef(x) = o
�
eg(x)

�
(x! +1) :
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5. Dokazati:

a) (1 + x)n � 1 � nx, x! 0, n 2 N;

b)
p
x2 + x+ 1� x � 1

2
(x! +1)

6. Odrediti:

a) lim
x!0

p
1 + x sinx� 1
ex2 � 1

, b) lim
x!0

sin (�xa)

sin (�xb)
; a; b 2 R:

c) lim
x!0

ax
2 � bx2

(ax � bx)2
(a > 0; b > 0).
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Poglavlje 2

Neprekidnost funkcija

2.1 Pojam neprekidnosti funkcije

Pojam neprekidnosti funkcije moµze se interpretirati razliµcitim pristupima, ali koji
su medusobno ekvivalentni. Najjednostavniji pristup je sljedécom de�nicijom.

De�nicija 2.1.1 Za funkciju f : Df ! R kaµzemo da je neprekidna u taµcki
a 2 Df ako postoji konaµcna graniµcna vrijednost funkcije f u taµcki a, tj. lim

x!a
f (x)

i ako je ona jednaka vrijednosti funkcije u taµcki a, tj. ako je lim
x!a

f (x) = f (a).

Kaµzemo da je funkcija f prekidna u taµcki a 2 Df ako ona nije neprekidna u
taµcki a 2 Df .

Napomena 2.1.1 Iz prethodne de�nicije neposredno slijedi

lim
x!a

f (x) = f (a) = f
�
lim
x!a

x
�
; (2.1)

�to znaµci da u sluµcaju neprekidne funkcije limes i funkcija mogu zamijeniti mjesta.

Primjer 2.1.1 Funkcija f : R! R data analitiµcki sa

f (x) =

�
x sin 1x ; x 6= 0
0; x = 0

je neprekidna u svim taµckama iz R. To je oµcigledno za sve taµcke a 6= 0, a kako je
lim
x!0

f (x) = lim
x!0

x sin 1x = 0 i f (0) = 0, ona je neprekidna i u taµcki a = 0. |

Primjer 2.1.2 Funkcija f : R! R data analitiµcki sa

f (x) =

�
sin 1x ; x 6= 0
c; x = 0

17
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za proizvoljan broj c 2 R, nije neprekidna u taµcki x = 0, jer ne postoji lim
x!0

f (x), dok

je oµcigledno neprekidna u svim ostalim taµckama iz R. |

Neka je sada a 2 Df i za proizvoljno x 2 Df neka je x = a+�x. Tada se izraz
�x = x� a naziva prirastom argumenta x u taµcki a, a izraz

�f = f (x)� f (a) = f (a+�x)� f (a)

nazivamo prirastom funkcije f u taµcki a. Primijetimo da iz (2.1) slijedi

lim
x!a

[f (x)� f (a)] = 0;

a zbog µcinjenice da x! a() �x! 0, imamo

lim
�x!0

[f (a+�x)� f (a)] = 0;

to jest lim
�x!0

�f = 0. Na taj naµcin smo do�li do jo� jedne de�nicije neprekidnosti

funkcije u taµcki a 2 Df (De�nicija 2.1.2 ) koja je oµcito ekvivalentna s De�nicijom
2.1.1.

De�nicija 2.1.2 Za funkciju f : Df ! R kaµzemo da je neprekidna u taµcki
a 2 Df ako beskonaµcno malom prirastu argumenta x u taµcki a odgovara beskonaµcno
mali prirast funkcije f u taµcki a.

Primjer 2.1.3 Pokaµzimo da je funkcija f : R! R, x 7! xn, n 2 N (tj. f (x) = xn)
neprekidna u svakoj taµcki a 2 R. Naime, kako je

lim
�x!0

�f = lim
�x!0

[f (a+�x)� f (a)] = lim
�x!0

[(a+�x)n � an]

= lim
�x!0

"
nX
k=0

�
n

k

�
ak�xn�k � an

#
= lim
�x!0

n�1X
k=0

�
n

k

�
ak�xn�k = 0;

neprekidnost date funkcije u proizvoljnoj taµcki a 2 R slijedi iz De�nicije 2.1.2. |

Navedimo sada de�niciju neprekidnosti funkcije koja je analogna Cauchyevoj
de�niciji graniµcne vrijednosti funkcije, ali sa svojim speci�µcnostima.

De�nicija 2.1.3 Za funkciju f : Df ! R kaµzemo da je neprekidna u taµcki
a 2 Df ako i samo ako vrijedi

(8" > 0) (9� = � ("; a) > 0) (8x 2 Df ) (jx� aj < � ) jf (x)� f (a)j < ") : (2.2)
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Napomena 2.1.2 Uoµcimo da je prethodna de�nicija sliµcna Cauchyevoj de�niciji
graniµcne vrijednosti funkcije u taµcki a 2 Df u sluµcaju kad su a; b 2 R. No, uoµcljive
su i bitne razlike izmedu tih de�nicija:

1) U De�niciji 2.1.3 taµcka a ne mora biti taµcka gomilanja skupa Df . Ona µcak
moµze biti i izolirana taµcka i tada je u toj taµcki funkcija neprekidna jer, stavljajúci
x = a u (2.2) De�nicija 2.1.3 će biti zadovoljena.

2) U De�niciji 2.1.3 je a 6= �1, jer je a 2 Df .
3) U de�niciji graniµcne vrijednosti je x 2 O0� (a) = (a� �; a) [ (a:a+ �) (tj.

x 6= a), dok je u De�niciji 2.1.3 x 2 O� (a) = (a� �; a+ �), tj. moµze biti i x = a.

Primjer 2.1.4 a) Funkcija f : R! R, x 7! x (tj. f (x) = x) je neprekidna u svakoj

taµcki a 2 R. Zaista, ako za proizvoljno odabrano " > 0 uzmemo da je � = � (") =
"

2
takav da je jx� aj < � =

"

2
, imat ćemo

jf (x)� f (a)j = jx� aj < � =
"

2
< ":

|
b) Funkcija f : R ! R, x 7! x2 (tj. f (x) = x2) je neprekidna u svakoj taµcki

a 2 R. Naime, za proizvoljno odabrano " > 0 vrijedit će

jf (x)� f (a)j =
��x2 � a2�� = ���(x� a)2 + 2ax� 2a2���

=
���(x� a)2 + 2a (x� a)���

� jx� aj2 + 2 jaj jx� aj+ jaj2 � jaj2

= (jx� aj+ jaj)2 � jaj2 < "

samo ako je

jx� aj <
q
jaj2 + "� jaj :

Sada je dovoljno uzeti da je � =
q
jaj2 + "� jaj.

Uoµcimo vaµznu µcinjenicu da ovdje broj � ne zavisi samo od " véc i od
izbora taµcke a (kako je to i navedeno u (2.2)). |

Naravno, sliµcno Heineovoj de�niciji graniµcne vrijednosti funkcije, moµze se dati
i sljedéca de�nicija neprekidnosti.

De�nicija 2.1.4 Za funkciju f : Df ! R kaµzemo da je neprekidna u taµcki
a 2 Df ako i samo ako vrijedi

(8 fxng1n=1 ; xn 2 Df ; n 2 N)
�
lim
n!1

xn = a =) lim
n!1

f (xn) = f (a)
�
: (2.3)
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Primjer 2.1.5 Promatrajmo Dirichletovu funkciju � : R ! f0; 1g datu analitiµcki u
obliku

� (x) =

�
1; x 2 Q
0; x =2 Q :

Neka je a 2 R proizvoljno, a niz fxng1n=1 niz racionalnih brojeva i niz fx0ng
1
n=1 niz

iracionalnih brojeva koji oba konvergiraju ka a. Kako je lim
x!a

� (xn) = lim
x!a

1 = 1, a

lim
x!a

� (x0n) = lim
x!a

0 = 0, prema De�niciji 2.1.4 funkcija � je prekidna u taµcki a 2 R.
Zbog proizvoljnosti izbora taµcke a 2 R slijedi da je Dirichletova funkcija prekidna u
svakoj taµcki a 2 R. |

Primjer 2.1.6 Ispitajmo neprekidnost funkcije f : R! [0; 1] datu analitiµcki kao

f (x) =

�
sin 1x ; x 6= 0
0; x = 0

;

koristéci De�niciju 2.1.4.
Funkcija f je oµcito neprekidna u svim taµckama a 6= 0. Uzmimo sljedéce nizove:

fxng1n=1 ; xn = 1
�n ; n 2 N i fx

0
ng
1
n=1 ; x

0
n =

2
�(1+4n) ; n 2 N, za koje vrijedi limn!1

xn = 0

i lim
n!1

x0n = 0. Tada je

lim
n!1

f (xn) = lim
n!1

sin
1

xn
= lim
n!1

sin�n = lim
n!1

0 = 0 = f (0) ;

lim
n!1

f
�
x0n
�
= lim
n!1

sin
1

x0n
= lim
n!1

sin
�

2
(1 + 4n) = lim

n!1
sin
��
2
+ 2�n

�
= lim
n!1

1 = 1 6= f (0) ;

pa prema De�niciji 2.1.4 funkcija f je prekidna u taµcki 0. |

Napomena 2.1.3 Neprekidnost funkcije se moµze i geometrijski prepoznati iz grafa
te funkcije. Naime, funkcija f je neprekidna u nekoj taµcki a 2 Df ako se dio grafa
u okolini taµcke a, tj. prelazéci s jedne na drugu stranu taµcke (a; f (a)) grafa, moµze
nacrtati u jednom potezu - ne diµzúci olovku s papira.

Moµzemo, medutim, promatrati neprekidnost funkcije f samo s jedne strane
taµcke a 2 Df , tj. s lijeve ili s desne strane taµcke a 2 Df .

De�nicija 2.1.5 Za funkciju f : Df ! R kaµzemo da je neprekidna u taµcki
a 2 Df s lijeve strane ukoliko postoji konaµcna lijeva graniµcna vrijednost funkcije
f u taµcki a i ako je ona jednaka vrijednosti funkcije u taµcki a, tj. ako je

lim
x"a

f (x) = f (a) .

Analogno se de�nira i neprekidnost funkcije f u taµcki a 2 Df s desne strane.
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De�nicija 2.1.6 Za funkciju f : Df ! R réci ćemo da je neprekidna na skupu
A � Df ako je ona neprekidna u svakoj taµcki skupa A. Simboliµcki ćemo to oznaµca-
vati s f 2 C (A).

Tako će nam f 2 C ((a; b)) oznaµcavati da je funkcija f neprekidna u svim
taµckama otvorenog intervala (a; b). S druge strane, f 2 C ([a; b)) oznaµcava da je
f 2 C ((a; b)) i da je jo�f neprekidna u taµcki a s desne strane.

Objasniti �ta znaµci: f 2 C ((a; b]) i f 2 C ([a; b]).

2.2 Osobine neprekidnih funkcija

Navest ćemo nekoliko najvaµznijih osobina neprekidnih funkcija. Neke od tvrdnji
nécemo dokazivati budúci da su dokazi sliµcni dokazima odgovarajúcih tvrdnji za
graniµcnu vrijednost funkcije.

Teorem 2.2.1 a) Pretpostavimo da su funkcije f : Df ! R i g : Dg ! R
neprekidne funkcije u taµcki a 2 Df \Dg. Tada su u taµcki a neprekidne i sljedéce
funkcije:

1) �f (� 2 R),
2) f � g,
3) fg,

4)
f

g
, uz uvjet da je g (a) 6= 0.

b) Svaka racionalna funkcija dobijena od neprekidnih funkcija u taµcki a (iz
njihovog zajedniµckog domena) je takoder neprekidna u taµcki a pod uvjetom da a
pripada de�nicionom podruµcju te racionalne funkcije.

Dokaz. Izvest ćemo dokaz za slu�aj a) 1). Ostali sluµcajevi se dokazuju analogno.
Prema pretpostavci teorema funkcija f je neprekidna u taµcki a i prema De�niciji

2.1.1 postoji graniµcna vrijednost lim
x!a

f (x) i vrijedi lim
x!a

f (x) = f (a). Zbog toga je

(za � 2 R)

lim
x!a

(�f) (x) = lim
x!a

�f (x) = � lim
x!a

f (x) = �f (a) = (�f) (a) ;

to jest i funkcija �f je neprekidna u taµcki a.

Teorem 2.2.2 (Neprekidnost sloµzene funkcije)Pretpostavimo da je funkcija
f : Df ! R neprekidna u taµcki a 2 Df i da je funkcija g : Dg ! R neprekidna u
taµcki f (a) 2 Dg. Tada je funkcija h = g � f neprekidna u taµcki a.
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Dokaz. Iz µcinjenice da je f neprekidna u taµcki a 2 Df , prema De�niciji 2.1.4
slijedi da vrijedi (2.3). Uvedimo sada oznake: yn = f (xn), n 2 N i y0 = f (a) =
lim
n!1

f (xn). Prema istoj de�niciji, zbog neprekidnosti funkcije g u taµcki y0 = f (a),

imamo

lim
n!1

yn = y0 =) lim
n!1

g (yn) = g (y0) = g (f (a)) = (g � f) (a) = h (a) : (2.4)

Zbog toga, iz µcinjenice da je lim
n!1

xn = a, imamo

lim
n!1

h (xn) = lim
n!1

(g � f) (xn) = lim
n!1

g (f (xn)) = lim
n!1

g (yn)
(2:4)
= g (y0) = h (a) ;

a �to, prema De�niciji 2.1.4 znaµci da je funkcija h = g � f neprekidna u taµcki a.

Teorem 2.2.3 Ako je funkcija f : Df ! R neprekidna u taµcki a 2 Df , tada je u
taµcki a neprekidna i funkcija jf j. Obrnuto oṕcenito ne vrijedi.

Dokaz. Prema De�niciji 2.1.3 imamo

(8" > 0) (9� = � ("; a) > 0) (8x 2 Df ) (jx� aj < � ) jf (x)� f (a)j < ") :

Iskoristimo poznatu µcinjenicu:

jj�j � j�jj � j�� �j (�; � 2 R) ;

pa imamo

(8" > 0) (9� = � ("; a) > 0) (8x 2 Df ) (jx� aj < � ) jjf (x)j � jf (a)jj � jf (x)� f (a)j < ") ;

tj. jf j je neprekidna u taµcki a.
Da obrnuta tvrdnja općenito ne vrijedi pokazuje nam sljedéci kontraprimjer.

Uzmemo li f : R! R, datu na sljedéci naµcin

f (x) =

�
x2 + 1; x � 0

�
�
x2 + 1

�
; x < 0

i funkciju jf j, jf (x)j = x2 + 1, vidimo da je jf j neprekidna u taµcki a = 0, dok
funkcija f nije prekidna u toj taµcki.

Teorem 2.2.4 Neka je I � R otvoreni interval, c 2 I i funkcija f : I ! R
neprekidna u taµcki c. Ako je f (c) 6= 0, onda funkcija lokalno oko taµcke c (to jest
u nekoj okolini O� (c) taµcke c) µcuva predznak. Preciznije, vrijedi

f (c)

�
<
>

�
0 =) f (x)

�
<
>

�
0 za sve x 2 O� (c) .
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Dokaz. U sluµcaju kad je f (c) < 0, zbog neprekidnosti funkcije u taµcki c, dovoljno
je uzeti " = �1

2f (c) za koje postoji � ("; x) > 0 takav da za svako x 2 I vrijedi

jx� cj < � =) jf (x)� f (c)j < " = �1
2
f (c)

=) 1

2
f (c) < f (x)� f (c) < �1

2
f (c) =) f (x) <

1

2
f (c) < 0:

S druge strane, u sluµcaju kad je f (c) > 0 dovoljno je uzeti " = 1
2f (c) i postupiti

analogno kao u prethodnom sluµcaju.

2.3 Prekidne funkcije. Vrste prekida

De�nicija 2.3.1 Za funkciju f : Df ! R kaµzemo da je prekidna u taµcki a 2 Df
ako ona u toj taµcki nije neprekidna.

Uvest ćemo odredenu klasi�kaciju vrsta i tipova prekida.
A) Prekidi prve vrste

A1) Prekid prve vrste prvog tipa

Funkcija f : Df ! R ima u taµcki a 2 Df prekid prve vrste prvog tipa ako postoji
konaµcna graniµcna vrijednost lim

x!a
f (x) i pri tome je lim

x!a
f (x) 6= f (a), odnosno ako

postoje konaµcna lijeva (L = lim
x"a

f (x)) i konaµcna desna (D = lim
x#a

f (x)) graniµcna

vrijednost funkcije f u taµcki a tako da je L = D 6= f (a). Na primjer, funkcija
f : R! R+ data sa

f (x) =

�
ex; x 6= 0
2; x = 0

ima u taµcki a = 0 prekid prve vrste prvog tipa jer je

L = lim
x"0
f (x) = lim

x#0
f (x) = D = 1; f (0) = 2:

Napomena 2.3.1 a) Uoµcimo da se funkcija f : Df ! R, koja u taµcki a 2 Df
ima prekid prve vrste prvog tipa moµze prede�nirati u funkciju g koja je neprekidna
u taµcki a 2 Df na sljedéci naµcin

g (x) =

(
f (x) ; x 6= a
lim
x!a

f (x) ; x = a :
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b) S druge strane, funkciju koja nije de�nirana u taµcki a, a jeste u nekoj njenoj
okolini i pri tome postoji lim

x!a
f (x), moµzemo dode�nirati do neprekidne funkcije g u

taµcki a. Na primjer, funkcije: f1 (x) =
sinx

x
, f2 (x) =

ex � 1
x

i f3 (x) = x sin 1x su

de�nirane u svim taµckama, osim u taµcki 0 i moµzemo ih dode�nirati do neprekidnih
funkcija u taµcki 0, kako slijedi

g1 (x) =

( sinx

x
; x 6= 0

1; x = 0
; g2 (x) =

( ex � 1
x

; x 6= 0
1; x = 0

;

g3 (x) =

�
x sin 1x ; x 6= 0
0; x = 0

jer je

lim
x!0

sinx

x
= 1; lim

x!0

ex � 1
x

= 1; lim
x!0

x sin
1

x
= 0.

A2) Prekid prve vrste drugog tipa

Funkcija f : Df ! R ima u taµcki a 2 Df prekid prve vrste drugog tipa ako
postoje konaµcna lijeva (L = lim

x"a
f (x)) i konaµcna desna (D = lim

x#a
f (x)) graniµcna

vrijednost funkcije f u taµcki a tako da je L 6= D.
Takva je, na primjer, funkcija

f (x) =

�
x; x � 0

x+ 1; x > 0
:

B) Prekidi druge vrste
B1) Prekid druge vrste prvog tipa - tzv. �taµcka beskonaµcnosti�

Funkcija f : Df ! R ima u taµcki a 2 Df prekid druge vrste prvog tipa ako ne
postoji konaµcna lijeva (L = lim

x"a
f (x)) ili konaµcna desna (D = lim

x#a
f (x)) graniµcna

vrijednost funkcije f u taµcki a.
Takva je, na primjer, funkcija

f (x) =

�
x
x�3 ; x 6= 3
1; x = 3

;

jer je

L = lim
x"3
f (x) = lim

x"3

x

x� 3 =
���� s : x = 3� "; " > 0"! 0

���� = lim"!03� "�" = �1;
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i

D = lim
x#3
f (x) = lim

x#3

x

x� 3

���� s : x = 3� "; " > 0"! 0

���� = lim"!03� "" = +1:

B2) Prekid druge vrste drugog tipa - tzv. �taµcka oscilacije�

Funkcija f : Df ! R ima u taµcki a 2 Df prekid druge vrste drugog tipa ako
ona oscilira kad x! a.

Takva je, na primjer, funkcija

f (x) =

�
sin 1x ; x 6= 0
c; x = 0

;

gdje je c 2 R proizvoljan �ksan broj.

Napomena 2.3.2 Moµze se, naravno, govoriti o prekidu funkcije u nekoj taµcki iz
njenog domena, kao i o vrstama prekida samo s jedne strane u toj taµcki. Ukoliko
je rijeµc o prekidima s lijeve strane u toj taµcki, onda iz gore navedenih situacija
izostavimo sluµcaj D (desnu graniµcnu vrijednost u promatranoj taµcki). Analogno
postupamo i u sluµcaju prekida s desne strane u nekoj taµcki domena funkcije.

2.4 Uniformna neprekidnost

Ako pretpostavimo da je funkcija f : Df ! R neprekidna na skupu D � Df , to
znaµci da je ona u proizvoljnoj taµcki x0 2 D neprekidna, odnosno da vrijedi

(8x0 2 D) (8" > 0) (9� = � (") > 0) (8x 2 D) (jx� x0j < � ) jf (x)� f (x0)j < ") :
(2.5)

To ustvari znaµci da broj � ne zavisi samo od " nego i od izbora taµcke x0, tj.
� = � ("; x0). Nas će sada posebno zanimati situacija kada formula (2.5) ostane da
vrijedi ali tako da broj � zavisi iskljuµcivo od " (dakle, ne i od izbora taµcke x0 2 D).
Drugim rijeµcima, kad svaki x0 2 D za proizvoljno " > 0 ima isto � = � (") > 0
tako da vrijedi (2.5).

De�nicija 2.4.1 Za funkciju f : Df ! R kaµzemo da je uniformno (ravnomjerno)
neprekidna na skupu D � Df ako se za proizvoljno " > 0 moµze odrediti broj
� = � (") > 0, koji zavisi iskljuµcivo od " (dakle, ne i od izbora taµcke x0 2 D) tako
da za proizvoljne x1; x2 2 D vrijedi

jx1 � x2j < � ) jf (x1)� f (x2)j < ";
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tj.

(8" > 0) (9� = � (") > 0) (8x1; x2 2 D) (jx1 � x2j < � ) jf (x1)� f (x2)j < ") :
(2.6)

Uoµcimo da uniformna neprekidnost funkcije na nekom skupuD implicira neprekid-
nost te funkcije na D, ali obrnuto ne vrijedi. Pokazuje nam to sljedéci primjer.

Primjer 2.4.1 Funkcija f : (0;+1)! R, x 7�! 1
x je neprekidna funkcija na cijelom

domenu. Medutim, pokazat ćemo sada da ona nije uniformno neprekidna na (0;+1).
Oslonimo se iskljuµcivo na De�niciju 2.4.1. Neka je " > 0 proizvoljno odabrano i neka
je x0 2 (0;+1) takoder proizvoljno odabran. Neka je �1 > 0 takav da je

1

x0
+ " =

1

x0 � �1
;

odnosno �1 =
"x20

1 + "x0
. Uzmemo li proizvoljno x 2 (x0 � �1; x0), imat ćemo

jx� x0j < �1 ) jf (x)� f (x0)j =
����1x � 1

x0

���� < ":

Za isto " odaberimo broj �2 > 0 takav da je

1

x0
� " = 1

x0 + �2
;

odnosno �2 =
"x20

1� "x0
. Uzmimo proizvoljno x 2 (x0; x0 + �2), pa vrijedi

jx� x0j < �2 ) jf (x)� f (x0)j =
����1x � 1

x0

���� < ":

Neka je � = min f�1; �2g =
"x20

1 + "x0
. Tada

jx� x0j < �2 ) jf (x)� f (x0)j < ":

Medutim, broj � ovdje ne zavisi samo od ", nego i od izbora taµcke x0 2 (0;+1), pa
funkcija f nije uniformno neprekidna na (0;+1). |

Primjer 2.4.2 Ispitajmo uniformnu neprekidnost funkcije f : R! R; x 7! 1
1+x2

na
R.
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Za proizvoljno odabrane x1; x2 2 R imamo da vrijedi

jf (x1)� f (x2)j =
���� 1

1 + x21
� 1

1 + x22

���� = j(x2 � x1) (x2 + x1)j�
1 + x21

� �
1 + x22

�
= jx1 � x2j

����� x1�
1 + x21

� �
1 + x22

� + x2�
1 + x21

� �
1 + x22

������
� jx1 � x2j

 
jx1j�

1 + x21
� �
1 + x22

� + jx2j�
1 + x21

� �
1 + x22

�!

� jx1 � x2j
�
jx1j
1 + x21

+
jx2j
1 + x22

�
� jx1 � x2j

�
1

2
+
1

2

�
= jx1 � x2j :

Primijetimo da smo koristili sljedécu ekvivalenciju

jxj
1 + x2

� 1

2
() (jxj � 1)2 � 0:

Za proizvoljno odabrano " > 0 odaberimo � =
"

2
, pa imamo

jx1 � x2j < � ) jf (x1)� f (x2)j < jx1 � x2j < � =
"

2
< ":

Kako broj � zavisi samo od ", ali ne i od izbora taµcke x 2 R, prema De�niciji 2.4.1
funkcija f je uniformno neprekidna na R. |

Primjer 2.4.3 Promatrajmo funkciju f : R! [�1; 1] ; x 7! cosx i provjerimo da li
je ona uniformno neprekidna na R.

Za proizvoljno odabrane x1; x2 2 R imamo

jf (x1)� f (x2)j = jcosx1 � cosx2j =
�����2 sin x1 � x22

sin
x1 + x2
2

����
= 2

����sin x1 � x22

����| {z }
� jx1�x2j

2

����sin x1 + x22

����| {z }
�1

� 2 jx1 � x2j
2

= jx1 � x2j :

Uzimajúci za proizvoljno odabrano " > 0 da je � =
"

2
, imamo

jx1 � x2j < � ) jf (x1)� f (x2)j < jx1 � x2j < � =
"

2
< ":

S obzirom da broj � zavisi iskljuµcivo od ", ali ne i od izbora taµcke x 2 R, funkcija f je
uniformno neprekidna na R. |
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2.5 Osobine funkcija de�niranih i neprekidnih
na zatvorenom intervalu

Teorem 2.5.1 (Cantor) Pretpostavimo da je funkcija f de�nirana i neprekidna
na [a; b]. Tada je f uniformno neprekidna na [a; b].

Dokaz. Podsjetimo se de�nicije uniformne neprekidnosti funkcije f : Df ! R na
skupu D � Df :

(8" > 0) (9� = � (") > 0)
�
8x0; x00 2 D

� ���x0 � x00�� < � )
��f �x0�� f �x00��� < "

�
:

(2.7)
Pretpostavimo suprotno tvrdnji teorema, tj. pretpostavimo da funkcija f nije
uniformno neprekidna na [a; b], tj. da vrijedi negacija logiµcke formule (2.7) za
sluµcaj D = [a; b]:

(9" > 0) (8� = � (") > 0)
�
9x0�; x00� 2 [a; b]

� ���x0� � x00� �� < � ^
��f �x0��� f �x00���� � ":

�
(2.8)

Za ovako odabrano " > 0 formirajmo niz f�ng1n=1 sa �n = 1
n (n 2 N) za koji će

virjediti (2.8), tj.

(8n 2 N)
�
8�n =

1

n

�
(9an; bn 2 [a; b])

0B@jan � bnj < 1

n
^ jf (an)� f (bn)j � "| {z }

(�)

1CA ;

(2.9)
uz pretpostavku b� a < 1, �to néce naru�iti općenitost dokaza.

Na ovaj naµcin dobili smo dva beskonaµcna niza, fang1n=1 i fbng
1
n=1, u potpunosti

sadrµzana u [a; b], �to znaµci da su i ograniµceni. Prema Bolzano-Weierstrasseovom
(B-W) teoremu iz niza fang1n=1 se moµze izdvojiti podniz fankg

1
k=1 koji konvergira

ka nekom broju � 2 [a; b], a iz niza fbng1n=1 se moµze izdvojiti podniz fbnkg
1
k=1 koji

konvergira ka nekom broju � 2 [a; b], tj. vrijedi

lim
k!1

ank = �; lim
k!1

bnk = �: (2.10)

Dokaµzimo sada da je � = �. Uoµcimo prvo da vrijedi nejednakost

0 � jbnk � �j � jbnk � ank j+ jank � �j : (2.11)

Prema (2.10) vrijedi
lim
k!1

jank � �j = 0;
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a iz (2.9) slijedi

0 � lim
k!1

jbnk � ank j � lim
k!1

1

nk
= 0) lim

k!1
jbnk � ank j = 0:

Prema �Sendviµc teoremu�, iz (2.11) slijedi lim
k!1

jbnk � �j = 0, odnosno

� = lim
k!1

bnk = �:

Zbog neprekidnosti funkcije f na [a; b] (i µcinjenice da limes i funkcija f mogu
zamijeniti mjesta), dobijamo

lim
k!1

f (ank) = f

�
lim
k!1

ank

�
= f (�) ;

lim
k!1

f (bnk) = f

�
lim
k!1

bnk

�
= f (�) = f (�) :

Oduzimanjem posljednje dvije jednakosti. imamo

lim
k!1

f (ank)� lim
k!1

f (bnk) = 0;

odnosno
lim
k!1

[f (ank)� f (bnk)] = 0: (2.12)

Iz (2.12) slijedi da za razmatrano " > 0 postoji dovoljno velik prirodni broj k takav
da vrijedi

jf (an)� f (bn)j < ";

�to je u kontradikciji s (�) u (2.9). Dakle, ova kontradikcija nam govori da nije
dobra pretpostavka da funkcija f nije uniformno neprekidna na [a; b], nego da je
taµcna tvrdnja teorema da je f uniformno neprekidna na [a; b].

Teorem 2.5.2 (Weierstrass) Pretpostavimo da je funkcija f de�nirana i neprekidna
na [a; b]. Tada je f ograniµcena na [a; b].

(Simboliµcki: f 2 C [a; b]) f 2 B ([a; b]).)

Dokaz. Dokaµzimo prvo ograniµcenost funkcije f odozgo. U tu svrhu pretpostavimo
suprotno, tj. da funkcija f nije ograniµcena odozgo. To znaµci da vrijedi

(8n 2 N) (9an 2 [a; b]) f (an) � n: (2.13)

Na ovaj naµcin dobili smo niz fang1n=1 koji je u potpunosti sadrµzan u intervalu [a; b],
tj. ograniµcen je, pa prema B-W teoremu postoji barem jedna taµcka gomilanja �
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tog niza. Drugim rijeµcima, iz niza fang1n=1 moµze se izdvojiti podniz fankg
1
k=1 koji

konvergira ka �, tj. lim
k!1

ank = �. Uoµcimo da je � 2 [a; b] jer iz a � ank � b slijedi

a � lim
k!1

ank = � � b. No, kako je prema (2.13)

f (ank) � nk (k 2 N) ;

to je

lim
k!1

f (ank) � lim
k!1

nk = +1:

Zbog neprekidnosti funkcije f na [a; b] vrijedi

f (�) = f

�
lim
k!1

ank

�
= lim
k!1

f (ank) = +1: (2.14)

Budúci da je � 2 [a; b] i f de�nirana i neprekidna na [a; b], to funkcija f u svakoj
taµcki iz [a; b] uzima konaµcnu vrijednost, pa i u taµcki �, �to je kontradikcija sa
(2.14). Time smo dokazali da je funkcija f ograniµcena odozgo na [a; b].

Naravno, moµze se analogno dokazati da je funkcija f ograniµcena i odozdo na
intervalu [a; b], ali moµze i na sljedéci naµcin. Formirajmo funkciju ' kao

' (x) = �f (x) za sve x 2 [a; b] :

Oµcigledno je i funkcija ' de�nirana i neprekidna na zatvorenom intevalu [a; b], pa
je prema véc dokazanom ona i ograniµcena odozgo na [a; b]. To znaµci da postoji
neka konstanta K > 0 takva da je

' (x) � K za sve x 2 [a; b] ;

odnosno

�f (x) � K za sve x 2 [a; b] ;

tj.

f (x) � �K za sve x 2 [a; b] ;

�to znaµci da je funkcija f ograniµcena odozdo na [a; b].

Teorem 2.5.3 Ako je funkcija f de�nirana i neprekidna na [a; b], tada ona uzima
svoju maksimalnu vrijednost u barem jednoj taµcki iz [a; b] i uzima svoju minimalnu
vrijednost u barem jednoj taµcki iz [a; b].
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Dokaz. Izvedimo dokaz prvo za sluµcaj maksimalne vrijednosti.
Prema Teoremu 2.5.2 funkcija f je ograniµcena na [a; b], �to znaµci da postoji

M = sup ff (x) j x 2 [a; b]g :

Dokaµzimo da je M maksimum funkcije na [a; b]. U tu svrhu, pretpostavimo
suprotno, tj. da je f (x) < M za sve x 2 [a; b], odnsono da je M � f (x) > 0

za sve x 2 [a; b]. Zbog toga je funkcija ' (x) = 1

M � f (x) de�nirana i neprekidna

na [a; b], pa je prema Teoremu 2.5.2 i ograniµcena na [a; b], tj. postoji broj C > 0
dovoljno velik takav da je

' (x) =
1

M � f (x) < C za svaki x 2 [a; b] . (2.15)

Po de�niciji supremuma, za " = 1
C postoji neko xC 2 [a; b] tako da vrijediM �" <

f (xC), tj. M � f (xC) < " = 1
C , odnosno

1

M � f (xC)
> C: (2.16)

Relacija (2.15) vrijedi za sve x 2 [a; b], pa i za xC 2 [a; b], tj.

1

M � f (xC)
< C;

a to je u kontradikciji sa (2.16). Ova kontradikcija nas dovodi do zakljuµcka da
funkcija f dostiµze maksimalnu vrijednost M u nekoj taµcki iz [a; b].

Analogno se moµze pokazati da funkcija f dostiµze svoju minimalnu vrijednost
u nekoj taµcki iz intervala [a; b]. Medutim, moµze i na sljedéci naµcin. Formirajmo
funkciju

� (x) = �f (x) (x 2 [a; b]) :

Po�to je i funkcija � de�nirana i neprekidna funkcija na [a; b], prema véc dokazanom
ona dostiµze svoju maksimalnu vrijednostM u nekoj taµcki intervala [a; b], tj. vrijedi

� (x) �M za sve x 2 [a; b] ;

odnosno
�f (x) �M za sve x 2 [a; b] :

Iz tog slijedi
f (x) � �M za sve x 2 [a; b] :
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Teorem 2.5.4 Pretpostavimo da je funkcija f de�nirana i neprekidna na [a; b] i
da na krajevima intervala [a; b] uzima vrijednosti suprotnih znaka. Tada postoji
barem jedna taµcka c 2 (a; b) koja je nula funkcije f , tj. da vrijedi f (c) = 0.

(Simboliµcki:(f 2 C ([a; b]) ^ f (a) f (b) < 0)) ((9c 2 (a; b)) f (c) = 0).)

Dokaz. Mogúca su dva sluµcaja: 1) f (a) < 0 i f (b) > 0 i 2) f (a) > 0 i f (b) < 0.
Razmatrajmo prvo sluµcaj 1). Formirajmo niz zatvorenih intervala Jn = [an; bn]
(n 2 f0; 1; 2; :::g) na sljedéci naµcin. Neka je J0 = [a0; b0] = [a; b] i neka je taµcka
� sredina intervala J0, tj. � = a0+b0

2 . Ako je f (�) = 0, dokaz je zavr�en: c = �.
Ako to nije sluµcaj, onda za interval J1 = [a1; b1] uzmimo onaj od intervala [a0; �]
ili [�; b0] u kojem se de�ava sluµcaj 1), tj. gdje je funkcija negativna u lijevom
kraju i pozitivna u desnom kraju tog intervala. Zatim ponovimo isti metod i za
interval J1 kao i na interval J0, tj. polovéci ga. Ukoliko je vrijednost funkcije
u taµcki polovljena jednak nuli, dokaz je zavr�en. Ukoliko to nije sluµcaj, od dvije
polovine intervala J1 dobijamo novi interval J2 = [a2; b2] za koji vrijedi f (a2) < 0
i f (b2) > 0. Nastavljajúci ovaj postupak u nedogled, dobit ćemo ili direktno taµcku
c kao sredinu nekog intervala ili ćemo dobiti beskonaµcni niz zatvorenih intervala
Jn = [an; bn] (n 2 f0; 1; 2; :::g) takvih da je

Jn � Jn+1 i dn+1 =
bn � an
2

=
b� a
2n

(n 2 f0; 1; 2; :::g);

gdje je dn duµzina intervala Jn (n 2 f0; 1; 2; :::g) i oµcito dn ! 0 (n ! 1). Na
ovaj naµcin smo dobili tzv. gnijezdo zatvorenih intervala pa moµzemo primijeniti
teorem o gnijezdu prema kojem postoji taµcno jedna taµcka c sadrµzana u svim tim

intervalima, tj. c 2
1T
n=0

Jn. Oµcito je niz fang1n=0 monotono rastúci, dok je niz

fbng1n=0 monotono opadajúci. Oba su sadrµzana u intervalu [a; b], tj. ograniµcena
su, pa su i konvergentni i oµcito je da vrijedi

lim
n!1

an = lim
n!1

bn = c: (2.17)

Prema konstrukciji niza Jn imamo da je

f (an) < 0 i f (bn) > 0 (n 2 f0; 1; 2; :::g): (2.18)

Budúci da je f neprekidna funkcija na [a; b], to vrijedi

f (c)
(2:17)
= f

�
lim
n!1

an

�
f neprekidna

= lim
n!1

f (an)
(2:18)

� 0; (2.19)

f (c)
(2:17)
= f

�
lim
n!1

bn

�
f neprekidna

= lim
n!1

f (bn)
(2:18)

� 0: (2.20)
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Iz (2.19) i (2.20) slijedi da je f (c) = 0, �to je i trebalo dokazati.
Sluµcaj 2) se dokazuje analogno, ali moµze i na sljedéci naµcin. Formirajmo

funkciju
' (x) = �f (x) (x 2 [a; b]) ;

pri µcemu funkcija f zadovoljava sluµcaj 2). Tada je ' (a) = �f (a) < 0 i ' (b) =
�f (b) > 0. Kako je funkcija ' neprekidna na [a; b], prema véc dokazanom dijelu
teorema slijedi da postoji c 2 (a; b) takvo da je ' (c) = 0, �to znaµci da je i f (c) = 0.

Napomena 2.5.1 Primijetimo da prethodni teorem ne govori o broju taµcaka c 2
(a; b) u kojima moµze biti f (c) = 0. Oµcigledno je samo da ih mora biti neparan
broj.

Napomena 2.5.2 Metod polovljenja intervala koji smo koristili u prethodnom
sluµcaju je veoma koristan i znaµcajan metod, te se µcesto koristi u matematici.
Posebno se koristi u numeriµckoj matematici pri lokalizaciji rje�enja neke jed-
nadµzbe. Na primjer, ako treba lokalizirati rje�enje jednadµzbe x3 � x � 1 = 0,
dovoljno je primijeniti metod polovljenja intervala i prethodni teorem na funkciju
f (x) = x3 � x � 1, koja je oµcito neprekidna na intervalu [0; 2] i za koju je
f (0) = �1 < 0 i f (2) = 5 > 0. To znaµci da barem jedno rje�enje date jed-
nadµzbe leµzi u intervalu (0; 2). µZelimo li preciznije odrediti poloµzaj tog rje�enja,
raspolovimo interval J0 = [0; 2] i promatrajmo intervale [0; 1] i [1; 2]. Kako je
f (1) = �1 < 0, to moµzemo uzeti za J1 = [1; 2]. tj. zakljuµciti da se rje�enje date
jednadµzbe nalazi u tom intervalu. Polovéci interval J1, zbog f (1:5) = 0:875 dobi-
jamo da se traµzeno rje�enje sigurno nalazi u intervalu J2 = [1; 1:5]. Jo� precizniji
rezultat je da se rje�enje nalazi u intervalu J3 = [1:25; 1:5] jer je f (1:25) < 0.
Ovaj postupak moµzemo nastaviti sve dok ne dodemo intervala µcija nam preciznost
odgovara.

Sljedéci teorem je poznat kao Cauchy-Bolzanov teorem o meduvrijednosti.

Teorem 2.5.5 (Cauchy-Bolzano) Pretpostavimo da je funkcija f de�nirana i ne-
prekidna na [a; b], te da je m = min

x2[a;b]
f (x) i M = max

x2[a;b]
f (x). Osim toga, neka

su c; d 2 [a; b] takvi da je f (c) = m i f (d) = M . Tada za proizvoljnu taµcku
� 2 (m;M) postoji barem jedna taµcka � 2 [a; b] koja se nalazi izmedu c i d (tj.
� 2 (min fc; dg ;max fc; dg)) tako da vrijedi f (�) = �.

Dokaz. Formirajmo funkciju ' na sljedéci naµcin: ' (x) = f (x)��. Odavde vidimo
da je funkcija ' neprekidna funkcija na [a; b] kao razlika neprekidne funkcije f i
konstante � koja je takoder neprekidna funkcija na [a; b](v. Teorem 2.2.1). Samim
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tim je ' neprekidna funkcija i na zatvorenom intervalu µcije su krajnje taµcke c i d, tj.
na intervalu [min fc; dg ;max fc; dg] i na krajevima tog intervala uzima vrijednosti
suprotnog znaka, jer je

' (c) = f (c)� � = m� � < 0 i ' (d) = f (d)� � =M � � > 0:

Prema Teoremu 2.5.4 postoji barem jedna taµcka � izmedu c i d tako da je ' (�) =
f (�)� � = 0, odakle je f (�) = �.

Posljedica 2.5.1 Pretpostavimo da je funkcija f de�nirana i neprekidna na [a; b]
i da je f (a) 6= f (b). Tada za proizvoljno odabranu taµcku � izmedu f (a) i f (b),
tj. � 2 (min ff (a) ; f (b)g ;max ff (a) ; f (b)g), postoji barem jedna taµcka � 2 (a; b)
tako da je f (�) = �.

Dokaz. Bez ograniµcenja općenitosti pretpostavimo da je f (a) < f (b), Tada je za
m = min

x2[a;b]
f (x) i M = max

x2[a;b]
f (x):

m � f (a) < f (b) �M:

Prema Teoremu 2.5.5 funkcija f uzima bilo koju vrijednost � izmedu m i M u
barem jednoj taµcki � 2 (a; b), a tim prije će to biti zadovoljeno ako je � izmedu
f (a) i f (b).

2.5.1 Monotonost i neprekidnost

U ovoj sekciji koristit ćemo oznaku

W = [min ff (a) ; f (b)g ;max ff (a) ; f (b)g] ;

gdje je f funkcija de�nirana na [a; b].

Teorem 2.5.6 Pretpostavimo da je funkcija f de�nirana, neprekidna i strogo
monotona na [a; b]. Tada za proizvoljnu vrijednost � 2 W postoji taµcno jedna
taµcka � 2 [a; b] takva da je f (�) = �.

Dokaz. Dokaz ćemo izvesti u sluµcaju kada je f strogo monotono rastúca funkcija
na [a; b] (analogno se dokazuje sluµcaj kad je f strogo monotono opadajúca funkcija
na [a; b]). Tada je f (a) < f (b). Neka je dato neko � 2 [f (a) ; f (b)]. Pretpostavimo
suprotno tvrdnji teorema, tj. pretpostavimo da postoje �1; �2 2 [a; b] i �1 6= �2
takvi da vrijedi f (�1) = f (�2) = �. Koristéci µcinjenicu da je f strogo monotono
rastúca funkcija na [a; b], mogúca su dva sluµcaja:

i) �1 < �2 =) f (�1) < f (�2) ;

ii) �1 > �2 =) f (�1) > f (�2) ;
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to jest, za �1 6= �2 mora biti f (�1) 6= f (�2), �to je u kontradikciji s pretpostavkom
f (�1) = f (�2) = �. Dakle, vrijedi tvrdnja teorema.

Vrijedi i obrat prethodnog teorema u sljedécem smislu.

Teorem 2.5.7 Pretpostavimo da je f de�nirana i strogo monotona na [a; b], i
neka za proizvoljnu vrijednost � 2 W postoji taµcno jedna taµcka � 2 [a; b] takva da
je f (�) = �. Tada je f neprekidna na [a; b].

Dokaz. Razmatrajmo sluµcaj kada je f strogo monotono rastúca funkcija na [a; b]
(analogno se dokazuje u sluµcaju kad je strogo monotono opadajúca na [a; b] ).
Pretpostavimo suprotno tvrdnji teorema, to jest da f nije neprekidna na [a; b].
Preciznije, pretpostavimo da u nekoj taµcki c 2 [a; b] vrijedi

L = lim
x"c
f (x) 6= lim

x#c
f (x) = D:

Zbog µcinjenice da je f strogo monotono rastúca na [a; b], slijedi da je L � f (c),
pa pretpostavimo da je L < f (c) (sluµcaj L = f (c) ostavljamo za vjeµzbu). Neka je
� takvo da je L < � < f (c). Tada oµcito vrijedi

x0 < c =) f
�
x0
�
< L < �;

x00 > c =) f
�
x00
�
> f (c) > �;

to jest vrijednost � funkcija f ne moµze uzeti ni u jednoj taµcki iz [a; b], �to je u
kontradikciji s pretpostavkom teorema. Iz ove kontradikcije slijedi da je funkcija
f neprekidna na [a; b].

Teorem 2.5.8 Pretpostavimo da je funkcija f de�nirana, neprekidna i strogo
monotona na [a; b]. Tada je f bijekcija sa [a; b] na W, a funkcija f�1 :W ! [a; b]
je neprekidna na W i takoder strogo monotona i iste prirode monotonosti kao i
funkcija f .

Dokaz. Dokaz ćemo izvesti za sluµcaj kad je f strogo monotono rastúca funkcija
na [a; b] (analogno se dokazuje u sluµcaju kad je f strogo monotono opadajúca na
[a; b]). Tada je f (a) < f (b). Da je f surjekcija sa [a; b] na [f (a) ; f (b)] slijedi
direktno iz Teorema 2.5.6. Da je f injekcija sa [a; b] na [f (a) ; f (b)] slijedi iz
dokaza Teorema 2.5.6. Dakle, f je bijekcija sa [f (a) ; f (b)] na [a; b], pa postoji
njoj inverzna funkcija f�1 : [f (a) ; f (b)]! [a; b].
Neka su y1; y2 2 [f (a) ; f (b)] proizvoljno odabrani takvi da je y1 < y2. Kako je f
bijekcija, to postoje x1; x2 2 [a:b] takvi da je

f (x1) = y1 i f (x2) = y2;
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odnosno x1 = f�1 (y1) i x2 = f�1 (y2). Zbog toga imamo

y1 < y2 =) f (x1) < f (x2)
f str. mon. raste

=) x1 < x2 =) f�1 (y1) < f�1 (y2) ;

�to znaµci da je funkcija f�1 strogo monotono rastúca kao i funkcija f . Da vrijedi
f�1 2 C ([f (a) ; f (b)]) slijedi iz Teorema 2.5.7 jer funkcija f�1 zadovoljava pret-
postavke tog teorema (naime, véc je dokazano da je f�1 strogo monotono rastúca
i jo�je i bijekcija).

� � �

Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti za koje vrijednosti realnih parametara a i b su neprekidne na R
sljedéce funkcije:

a) f (x) =
�

ax+ b; x < 1;
x2 + x+ 1; x � 1;

b) f (x) =

8<:
ax+ b; x < �1;
x2 + 1; �1 � x � 1;
�ax+ 2b; x > 1;

c) f (x) =
�
x+ a sinx; x 2 [2n�; (2n+ 1)�] ; n 2 Z;

bx; x 2 ((2n� 1)�; 2n�) ; n 2 Z;

2. Nacrtati gra�k i ispitati neprekidnost svake od sljedécih funkcija:

a) f (x) = lim
n!1

enx � 1
enx + 1

; x 2 R;

b) f (x) = lim
n!1

n

q
1 + xn + (x� 1)2n, x � 0.

3. Date su sljedéce funkcije neprekidne na (0; 1):

a) f (x) = ex; b) f (x) =
1

x
; c) f (x) = sin

1

x
;

d) f (x) = x sin
1

x
; e) f (x) = e�

1
x .

Koje od navedenih funkcija su i uniformno neprekidne na (0; 1)?
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4. Date su sljedéce funkcije neprekidne na [0;+1):
a) f (x) = x2; b) f (x) =

p
x; c) f (x) = x sinx;

d) f (x) = sin2 x; e) f (x) = sin
�
x2
�
; f) f (x) = ex;

g) f (x) = e�x; h) f (x) = sin (sinx); i) f (x) = sin (
p
x)

Koje od navedenih funkcija su i uniformno neprekidne na [0;+1), a koje na
[0; r] za r > 0?

5. Funkcije f i g su uniformno neprekidne na

(i) segmentu [a; b],

(ii) poluosi [a;+1).
Da li su i funkcije:

a) cf , c 2 R; b) f + g; c) fg; d) x 7! f (x) sinx

uniformno neprekidne na (i) [a; b]? (ii) [a;+1)?

6. Dokazati da je funkcija f uniformno neprekidna na skupu A ako i samo ako za
sve nizove fxn 2 A;n 2 Ng i fyn 2 A;n 2 Ng takve da xn�yn ! 0 (n!1)
vrijedi relacija f (xn)� f (yn)! 0 (n!1).

7. Neka je f : [0; 1] ! [0; 1] i f 2 C ([0; 1]). Dokazati da postoji barem jedna
taµcka x 2 [0; 1] takva da je f (x) = x.

8. Neka su f; g 2 C ([a; b]), pri µcemu je f (a) < g (a) i f (b) > g (b). Dokazati da
postoji barem jedno x 2 (a; b) takvo da je f (x) = g (x).

9. Dokazati da jednadµzba
(1� x) cosx = sinx

ima rje�enje koje leµzi izmedu 0 i 1.

10. Neka je f 2 C ([0; 2]) i f (0) = 2. Dokazati da postoje x; y 2 [0; 2] tako da
vrijedi

y � x = 1; f (x) = f (y) (teorem o sjekanti).

Dati geometrijsku interpretaciju.

11. Neka je f 2 C ([0; 2]). Dokazati da postoje x; y 2 [0; 2] tako da vrijedi

y � x = 1; f (y)� f (x) = 1

2
(f (2)� f (0)) :

Dati geometrijsku interpretaciju.
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12. Navesti primjer funkcija f : R! R i g : R! R takve da funkcija h de�nirana
s h (x) := f (x) + g (x), x 2 R bude neprekidna, a da f i g nisu neprekidne.
Mogu li se náci f i g koji su u svim taµckama prekidne, ali da je h neprekidna
u svim taµckama?

13. Neka su f : R! R i g : R! R neprekidne funkcije na R. Pretpostavimo da
je f (r) = g (r) za sve racionalne brojeve r. Pokazati da je f (x) = g (x) za
sve x 2 R.

14. Neka je g : R ! R neprekidna funkcija na R takva da je g (0) = 0 i neka je
f : R! R funkcija za koju vrijedi jf (x)� f (y)j � g (x� y) za sve x; y 2 R.
Pokazati da je f neprekidna funkcija na R.

15. Pretpostavimo da je A � R i da su f : A! R i g : A! R neprekidne funkcije
na A. De�nirajmo h : A ! R sa h (x) := max ff (x) ; g (x)g i k : A ! R sa
k (x) := min ff (x) ; g (x)g. Dokazati da su funkcije h i k neprekidne na A.



Poglavlje 3

Diferencijabilnost

3.1 Pojam diferencijabilnosti

De�nicija 3.1.1 Neka je funkcija f de�nirana na nekom intervalu I � R, x0 2 I,
h = �x tako da je x0 +�x 2 I. Ako postoji konaµcna graniµcna vrijednost

lim
�x!0

�f

�x
= lim
�x!0

f (x0 +�x)� f (x0)
�x

; (3.1)

odnosno

lim
h!0

�f

h
= lim
h!0

f (x0 + h)� f (x0)
h

; (3.2)

tada kaµzemo da je funkcija f diferencijabilna u taµcki x0, a graniµcnu vrijednost
(3.1) (odnosno(3.2)) nazivamo izvodom ili derivacijom funkcije f u taµcki x0.

Izvod funkcije f u taµcki x0 oznaµcavat ćemo s f 0 (x0) ili
df

dx
(x0).

Ako je funkcija f diferencijabilna u svakoj taµcki intervala (a; b), tada kaµzemo
da je funkcija f diferencijabilna na intervalu (a; b) i oznaµcavamo to simboliµcki
s f 2 D ((a; b)) (drugim rijeµcima, oznaka D ((a; b)) predstavlja klasu funkcija difer-
encijabilnih na intervalu (a; b)).

Primjer 3.1.1 Ispitati diferencijabilnost funkcije y =
p
5x u taµcki x0 = 1 i eventu-

alno izraµcunati y0 (1).

39
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Rje�enje. Prvo nadimo graniµcnu vrijednost oblika (3.2):

lim
h!0

�f

h
= lim
h!0

f (1 + h)� f (1)
h

= lim
h!0

p
5 (1 + h)�

p
5

h

= lim
h!0

p
5 (1 + h)�

p
5

h
�
p
5 (1 + h) +

p
5p

5 (1 + h) +
p
5

= lim
h!0

5 (1 + h)� 5
h
�p

5 (1 + h) +
p
5
� = lim

h!0

5p
5 (1 + h) +

p
5

=
5

2
p
5
=

p
5

2
:

Po�to ta graniµcna vrijednost postoji i konaµcna je, zakljuµcujemo da je funkcija y
diferencijabilna u taµcki x0 = 1 i da je y0 (1) =

p
5
2 . |

Primjer 3.1.2 Ispitati diferencijabilnost funkcije f : R! R, x 7! 3
p
x2, u proizvoljnoj

taµcki x 2 R.

Rje�enje. Kako je

lim
h!0

�f

h
= lim
h!0

f (x+ h)� f (x)
h

= lim
h!0

3

q
(x+ h)2 � 3

p
x2

h

= lim
h!0

3

q
(x+ h)2 � 3

p
x2

h
�

3

q
(x+ h)4 + 3

q
(x+ h)2

3
p
x2 +

3
p
x4

3

q
(x+ h)4 + 3

q
(x+ h)2

3
p
x2 +

3
p
x4

= lim
h!0

�
3

q
(x+ h)2

�3
�
�

3
p
x2
�3

h

�
3

q
(x+ h)4 + 3

q
(x+ h)2

3
p
x2 +

3
p
x4
�

= lim
h!0

h (2x+ h)

h

�
3

q
(x+ h)4 + 3

q
(x+ h)2

3
p
x2 +

3
p
x4
� = 2x

3
3
p
x4
=

2

3 3
p
x
;

zakljuµcujemo da ta graniµcna vrijednost postoji i konaµcna je u svim taµckama x 2 Rn f0g
i da je u tim taµckama izvod funkcije f 0 (x) = 2

3 3
p
x
. S druge strane je

lim
h"0

�f

h
= lim

h"0

f (h)� f (0)
h

= lim
h"0

3
p
h2 � 0
h

= lim
h"0

1
3
p
h
= �1;

i

lim
h#0

�f

h
= lim

h#0

1
3
p
h
= +1;
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�to znaµci da ne postoji graniµcna vrijednost lim
h!0

�f
h , pa funkcija f u taµcki x0 = 0 nije

diferencijabilna. |

3.2 Diferencijabilnost elementarnih funkcija

U ovoj sekciji ispitivat ćemo diferencijabilnost elementarnih funkcija na njihovim
domenima.

1. Za funkciju f : R ! R, x 7! c (c je konstanta) imamo da je graniµcna
vrijednost oblika (3.2)

lim
h!0

�f

h
= lim
h!0

f (x+ h)� f (x)
h

= lim
h!0

c� c
h

= lim
h!0

0 = 0;

koja je konaµcna, pa je funkcija f diferencijabilna u svakoj taµcki x 2 R i u svakoj
toj taµcki vrijedi

f 0 (x) = (c)0 = 0:

2. Prema De�niciji 3.1.1 za funkciju f : R! R, x 7! xn (n 2 N) imamo da je

lim
h!0

�f

h
= lim
h!0

f (x+ h)� f (x)
h

= lim
h!0

(x+ h)n � xn
h

= lim
h!0

nX
k=0

�
n

k

�
xkhn�k � xn

h
= lim
h!0

n�1X
k=0

�
n

k

�
xkhn�k

h

= lim
h!0

n�1X
k=0

�
n

k

�
xkhn�k�1 =

�
n

n� 1

�
xn�1 = nxn�1;

�to je konaµcna vrijednost za sve x 2 R. To znaµci da je funkcija f diferencijabilna
u svakoj taµcki x 2 R i da u tim taµckama vrijedi

f 0 (x) = (xn)0 = nxn�1:

Napomena 3.2.1 Kasnije ćemo pokazati da isti zakljuµcak vrijedi kad prirodni broj
n zamijenimo proizvoljnim realnim brojem r.

3. Za funkciju f : [0;+1)! [0;+1), x 7!
p
x imamo

lim
h!0

�f

h
= lim

h!0

f (x+ h)� f (x)
h

= lim
h!0

p
x+ h�

p
x

h

= lim
h!0

p
x+ h�

p
x

h
�
p
x+ h+

p
xp

x+ h+
p
x

= lim
h!0

x+ h� x
h
�p
x+ h+

p
x
� = 1

2
p
x
;
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a ta graniµcna vrijednost postoji i konaµcna je za sve x > 0. Dakle, funkcija f je
diferencijabilna na (0;+1) i vrijedi

f 0 (x) =
�p
x
�0
=

1

2
p
x
; x > 0:

4. Koristéci De�niciju 3.1.1, za funkciju f : R ! R, x 7! ax (0 < a 6= 1)
dobijamo

lim
h!0

�f

h
= lim
h!0

f (x+ h)� f (x)
h

= lim
h!0

ax+h � ax
h

= ax lim
h!0

ah � 1
h

= ax ln a;

�to je konaµcna vrijednost za bilo koje x 2 R te je funkcija f diferencijabilna u
svakoj taµcki x 2 R i u tim taµckama vrijedi

f 0 (x) = (ax)0 = ax ln a:

Uzimajúci specijalno a = e, dobije se da je i funkcija f : R! R, x 7! ex diferenci-
jabilna u svakoj taµcki x 2 R i u svim tim taµckama vrijedi

f 0 (x) = (ex)0 = ex:

5. Za funkciju f : (0;+1)! R, x 7! loga x (0 < a 6= 1) imamo

lim
h!0

�f

h
= lim
h!0

f (x+ h)� f (x)
h

= lim
h!0

loga (x+ h)� loga x
h

= lim
h!0

1

h
loga

�
x+ h

x

�
= lim
h!0

loga

�
1 +

h

x

� 1
h

loga nepr. fja
= loga lim

h!0

"�
1 +

h

x

� x
h

#h
x
� 1
h

= loga e
1
x =

1

x
loga e ( =

1

x ln a
).

Kako je to konaµcna graniµcna vrijednost u svim taµckama domena funkcije f , tj.
svim x 2 (0;+1), to je f diferencijabilna u svim tim taµckama i vrijedi

f 0 (x) = (loga x)
0 =

1

x
loga e ( =

1

x ln a
).

Specijalno, za a = e, imamo da je funkcija f : (0;+1)! R, x 7! lnx diferencija-
bilna u svim taµckama x 2 (0;+1) i da je u tim taµckama

f 0 (x) = (lnx)0 =
1

x
:
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6. Za funkciju f : R! [�1; 1], x 7! sinx imamo

lim
h!0

�f

h
= lim
h!0

f (x+ h)� f (x)
h

= lim
h!0

sin (x+ h)� sinx
h

= lim
h!0

2 sin h2 cos
2x+h
2

h
= lim
h!0

sin h2
h
2

� lim
h!0

cos
2x+ h

2

cos nepr. fja
= 1 � cos

�
lim
h!0

2x+ h

2

�
= cosx;

�to je konaµcna graniµcna vrijednost za sve x 2 R, pa je funkcija f diferencijabilna
u svim taµckama x 2 R i vrijedi

f 0 (x) = (sinx)0 = cosx:

Analogno se pokazuje da je funkcija f : R! [�1; 1], x 7! cosx diferencijabilna
u svim taµckama x 2 R i vrijedi

f 0 (x) = (cosx)0 = � sinx:

7. Ispitajmo jo�i diferencijabilnost funkcije f :
�
��
2 ;
�
2

�
! R, x 7! tanx. Kako je

(zbog neprekidnosti funkcije cos) graniµcna vrijednost

lim
h!0

�f

h
= lim
h!0

f (x+ h)� f (x)
h

= lim
h!0

tan (x+ h)� tanx
h

= lim
h!0

sin(x+h)
cos(x+h) �

sinx
cosx

h
=
sin (x+ h) cosx� sinx cos (x+ h)

h cos (x+ h) cosx

= lim
h!0

sinh

h
� 1

cosx lim
h!0

cos (x+ h)
=

1

cos2 x

konaµcna, to je funkija f diferencijabilna u svakoj taµcki x 2
�
��
2 ;
�
2

�
i za sve takve

x vrijedi

f 0 (x) = (tanx)0 =
1

cos2 x
:

Analogno se pokazuje da je i funkcija f : (0; �)! R, x 7! cotx diferencijabilna
u svakoj taµcki x 2 (0; �) i vrijedi

f 0 (x) = (cotx)0 = � 1

sin2 x
:
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3.3 Formula o razlaganju

Pojam diferencijabilnosti funkcije moµze se uvesti na razliµcite naµcine. Pored naµcina
kojeg smo mi naveli na poµcetku ovog poglavlja (De�nicija 3.1.1), diferencijabilnost
funkcije je mogúce de�nirati i kao µcinjenicu da ona zadovoljava tzv. formulu o
razlaganju, ali se pokazuje da je to ekvivalentno s na�om de�nicijom. Naime vrijedi
sljedéci teorem.

Teorem 3.3.1 Pretpostavimo da je funkcija f de�nirana na intervalu I � Df .
Tada je funkcija f diferencijabilna u taµcki x 2 I ako i samo ako vrijedi

�f = L�x+�x� (�x) (� (�x)! 0 kad �x! 0) ; (3.3)

odnosno,
�f = L�x+ o (�x) (�x! 0) ; (3.4)

gdje je L 2 R, a �x i �f su prirast argumenta, odnosno prirast funkcije u taµcki
x, respektivno.

Napomenimo da se formula (3.3), odnosno (3.4), naziva formulom o razlaganju
funkcije f u taµcki x.
Dokaz. i) Pretpostavimo da je funkcija diferencijabilna u ta�ki x 2 I � Df , �to
prema De�niciji 3.1.1 znaµci postoji konaµcna graniµcna vrijednost f 0 (x) = lim

�x!0
�f
�x =

L (L 2 R). Odavde vrijedi

lim
�x!0

�f

�x
� L = 0;

odnosno

lim
�x!0

�
�f

�x
� L

�
= 0

i ako uvedemo smjenu �f
�x � L = � (�x), jasno je da vrijedi � (�x) ! 0 kad

�x! 0 i, osim toga,
�f = L�x+�x� (4x) ;

tj vrijedi formula o razlaganju (3.3).
ii) Pretpostavimo sada da vrijedi formula o razlaganju (3.3). Tada iz te formule

slijedi da je
�f

�x
= L+ � (�x) (� (�x)! 0 kad �x! 0) ;

pa je

lim
�x!0

�f

�x
= L+ lim

�x!0
� (�x) = L;
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to jest postoji konaµcna graniµcna vrijednost lim
�x!0

�f
�x i vrijedi f

0 (x) = L, �to znaµci

da je funkcija f diferencijabilna u taµcki x.
Sljedéci teorem govori o vezi izmedu diferencijabilnosti i neprekidnosti funkcije,

a jednostavno se dokaszuje priomjenom formule o razlaganju.

Teorem 3.3.2 Ako je funkcija f : Df ! R, diferencijabilna u taµcki x0 2 I � Df
(I je interval), tada je ona i neprekidna u taµcki x0. Obrnuto, oṕcenito ne vrijedi.

Dokaz. 1. naµcin - primjenom formule o razlaganju
Iz pretpostavke o diferencijabiolnosti funkcije f u taµcki x0 slijedi da ona zadovoljava
formulu o razlaganju (3.3). Zbog toga je

lim
�x!0

�f = lim
�x!0

(L�x+�x� (�x)) = 0;

pa prema De�niciji 2.1.2 funkcija f je neprekidna u taµcki x0.
2. naµcin - primjenom De�nicije 3.1.1

Iz pretpostavke o diferencijabiolnosti funkcije f u taµcki x0 iz De�nicije 3.1.1 slijedi
da je

f 0 (x0) = lim
x!x0

f (x)� f (x0)
x� x0

: (3.5)

Zbog toga je

lim
x!x0

[f (x)� f (x0)] = lim
x!x0

f (x)� f (x0)
x� x0

(x� x0)

= lim
x!x0

f (x)� f (x0)
x� x0

� lim
x!x0

(x� x0)

(3:5)
= f 0 (x0) � 0
= 0;

to jest lim
x!x0

f (x) = f (x0), a to prema De�niciji 2.1.1 slijedi da je f neprekidna u

taµcki x0.
Da obrnuto ne vrijedi pokazuje sljedéci kontraprimjer.
Funkcija f : R! R, x 7! jxj je nprekidna u taµcki x0 = 0, jer je

L = lim
x"0
f (x) = lim

x"0
jxj = lim

x"0
(�x) = 0;

D = lim
x#0
f (x) = lim

x#0
jxj = lim

x#0
x = 0;
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odnosno L = D = lim
x!0

f (x) = 0 = f (0). S druge strane je

L0 = lim
h"0

f (0 + h)� f (0)
h

= lim
h"0

jhj � 0
h

h<0
= lim

h"0

�h
h
= lim

h"0
(�1) = �1;

D0 = lim
h#0

f (0 + h)� f (0)
h

= lim
h#0

jhj � 0
h

h>0
= lim

h"0

h

h
= lim

h"0
1 = 1;

pa ne postoji konaµcna graniµcna vrijednost lim
h!0

f(0+h)�f(0)
h , to jest funkcija f nije

diferencijabilna u x0 = 0.
Navest ćemo i sljedéce sluµcajeve neprekidnih funkcija koje nisu diferencijabilne

(zbog vaµznosti tih funkcija u narednom izlaganju).

Primjer 3.3.1 a) U Primjeru 3.1.2 vidjeli smo da funkcija f : R ! R, x 7! 3
p
x2 u

taµcki x0 = 0 nije diferencijabilna. Medutim, ona je u toj taµcki neprekidna funkcija jer
vrijedi lim

x!0
3
p
x2 = 0 = f (0).

b) Funkcija f : R! R, x 7! 3
p
x je neprekidna u aµcki x0 = 0 jer vrijedi lim

x!0
3
p
x =

0 = f (0). S druge strane je

lim
h!0

f (h)� f (0)
h

= lim
h!0

3
p
h� 0
h

= lim
h!0

1
3
p
h2
= +1;

�to znaµci da graniµcna vrijednost, iako postoji, nije konaµcna, pa funkcija f nije diferen-
cijabilna u taµcki x0 = 0. |

3.4 Pravila za izvode

Pravila za izraµcunavanje izvoda diferencijabilnih funkcija iskazana su sljedécim
teoremom.

Teorem 3.4.1 Pretpostavimo da su funkcije f : Df ! R i g : Dg ! R diferencija-
bilne u nekoj taµcki x0 2 I � Df \Dg (I je interval). Tada su u x0 diferencijabilne
i sljedéce funkcije: cf (c 2 R neka konstanta), f � g, fg i fg , ali posljednja uz
pretpostavku da je g (x) 6= 0 za sve x 2 I. Pri tome vrijedi:

i) (cf)0 = cf 0,
ii) (f � g)0 = f 0 � g0,
iii) (fg)0 = f 0g + fg0,

iv)
�
f

g

�0
=
f 0g � fg0

g2
.
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Dokaz. Zbog kompleksnosti izvest ćemo dokaze samo za iii) i iv).
iii) Neka je ' = fg. Tada je

lim
�x!0

�'

�x
= lim
�x!0

' (x0 +�x)� ' (x0)
�x

= lim
�x!0

(fg) (x0 +�x)� (fg) (x0)
�x

= lim
�x!0

f (x0 +�x) g (x0 +�x)� f (x0) g (x0)
�x

= lim
�x!0

f (x0 +�x) g (x0 +�x)� f (x0) g (x0 +�x)
�x

+ lim
�x!0

f (x0) g (x0 +�x)� f (x0) g (x0)
�x

= lim
�x!0

f (x0 +�x)� f (x0)
�x

lim
�x!0

g (x0 +�x)

+ f (x0) lim
�x!0

g (x0 +�x)� g (x0)
�x

:

Zbog diferencijabilnosti funkcija f i g u taµcki x0 vrijedi

lim
�x!0

f (x0 +�x)� f (x0)
�x

= f 0 (x0) ; lim
�x!0

g (x0 +�x)� g (x0)
�x

= g0 (x0) :

Osim toga, funkcija g je, prema Teoremu 3.3.2, i neprekidna u taµcki x0, pa vrijedi

lim
�x!0

g (x0 +�x) = g

�
lim
�x!0

(x0 +�x)

�
= g (x0) :

Uzimajúci to u obzir, dobije se

lim
�x!0

�'

�x
= f 0 (x0) g (x0) + f (x0) g

0 (x0) =
�
f 0g
�
(x0) +

�
fg0
�
(x0)

=
�
f 0g + fg0

�
(x0) ;

to jest postoji ta graniµcna vrijednost i konaµcna je, �to znaµci da je funkcija ' = fg
diferencijabilna u taµcki x0 i vrijedi

'0 (x0) = (fg)
0 (x0) =

�
f 0g + fg0

�
(x0) ;

odnosno (fg)0 = f 0g + fg0.
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iv) Neka je ' = f
g . Tada vrijedi (koristéci osobine diferencijabilnosti funkcija

f i g u taµcki x0 kao u sluµcaju iii))

lim
�x!0

�'

�x
= lim
�x!0

' (x0 +�x)� ' (x0)
�x

= lim
�x!0

�
f
g

�
(x0 +�x)�

�
f
g

�
(x0)

�x

= lim
�x!0

f(x0+�x)
g(x0+�x)

� f(x0)
g(x0)

�x
= lim
�x!0

f (x0 +�x) g (x0)� f (x0) g (x0 +�x)
�xg (x0) g (x0 +�x)

= lim
�x!0

f (x0 +�x) g (x0)� f (x0) g (x0)
�xg (x0) g (x0 +�x)

� lim
�x!0

f (x0) g (x0 +�x)� f (x0) g (x0)
�xg (x0) g (x0 +�x)

= lim
�x!0

f (x0 +�x)� f (x0)
�x

g (x0)

g (x0) lim
�x!0

g (x0 +�x)

� f (x0)

g (x0) lim
�x!0

g (x0 +�x)
lim
�x!0

g (x0 +�x)� g (x0)
�x

=
f 0 (x0) g (x0)

[g (x0)]
2 � f (x0) g

0 (x0)

[g (x0)]
2 =

f 0g � fg0

[g]2
(x0) :

To znaµci da postoji ta graniµcna vrijednost i konaµcna je, pa je funkcija ' =
�
f

g

�
diferencijabilna u taµcki x0 i vrijedi

'0 (x0) =

�
f

g

�0
(x0) =

�
f 0g � fg0

g2

�
(x0) ;

odnosno
�
f

g

�0
=
f 0g � fg0

g2
.

Primijetimo da pravilo iii) u prethodnom teoremu implicira pravilo i). Naime,
zbog µcinjenice da je konstantna funkcija diferencijabilna u svakoj taµcki i da je njen
izvod u svim tim taµckama jednak 0, to jest c0 = 0, imamo

(cf)0 = c0f + cf 0 = cf 0:

Takoder, sada moµzemo odrediti izvod funkcije f : R ! R, x 7! xn za n 2 Z�,
to jest kad je n negativan cio broj. Uvedimo smjenu n = �k, k 2 N i budúci da
smo ranije pokazali da je

�
xk
�0
= kxk�1, imat ćemo, prema pravilu iv) prethodnog

teorema,

(xn)0 =
�
x�k

�0
=

�
1

xk

�0
(iv)
=
10xk � 1 � kxk�1

x2k
=

�k
xk+1

= �kx�k�1 = nxn�1:
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Preostaje jo�da se dokaµze da isti rezultat vrijedi i za bilo koji realan broj n.
Primjenom pravila iv) jednostavnije se mogu odrediti izvodi funkcija tan i cot.

Naime,

(tanx)0 =

�
sinx

cosx

�0
=
(sinx)0 cosx� sinx (cosx)0

cos2 x

=
sin2 x+ cos2 x

cos2 x
=

1

cos2 x

i analogno za funkciju cot.

3.5 Izvod sloµzene funkcije (lanµcano pravilo)

Komplikovanije funkcije se µcesto dobijaju kompozicijom, koje se diferenciraju ko-
ristéci tzv. lanµcano pravilo. Pravilo nam takoder govori kako se derivacija mijenja
ako promijenimo varijable.

Teorem 3.5.1 (Lanµcano pravilo) Neka su I1 i I2 intervali. Pretpostavimo da
je funkcija f : I1 ! I2 diferencijabilna u taµcki x0 2 I1, a funkcija g : I2 ! R difer-
encijabilna u taµcki u0 = f (x0). Tada je sloµzena funkcija h = g � f diferencijabilna
u taµcki x0 i vrijedi

h0 (x0) = (g � f)0 (x0) = (g (f (x0)))0 = g0 (f (x0)) � f 0 (x0) : (3.6)

Dokaz. Neka je E = E (h) funkcija de�nirana sa

E (h) =

8<:
0; za h = 0

g (u0 + h)� g (u0)
k

� g0 (u0) ; za h 6= 0:

Prema de�niciji izvoda imamo

lim
h!0

E (h) = lim
h!0

g (u0 + h)� g (u0)
h

� g0 (u0) = g0 (u0)� g0 (u0) = 0 = E (0) ;

�to znaµci da je funkcija E (h) neprekidna u h = 0. Takoder, uoµcimo da za sve h
(h = 0 ili ne) vrijedi

g (u0 + h)� g (u0) =
�
g0 (u0) + E (h)

�
h: (3.7)

Sada stavimo da je h = f (x0 +�x)� f (x0), pa je u0 + h = f (x0 +�x) i

g (f (x0 +�x))� g (f (x0))
(3:7)
=
�
g0 (f (x0)) + E (h)

�
[f (x0 +�x)� f (x0)] :
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Budúci da je funkcija f diferencijabilna u x0, vrijedi

lim
�x!0

f (x0 +�x)� f (x0)
�x

= f 0 (x0) : (3.8)

Istovremeno funkcija f je i neprekidna u x0 (jer je diferencijabilna u x0), tako da
je

lim
�x!0

h = lim
�x!0

[f (x0 +�x)� f (x0)] = lim
�x!0

f (x0 +�x)� f (x0) = 0: (3.9)

Dalje imamo

d

dx
g (f (x0)) = lim

�x!0

g (f (x0 +�x))� g (f (x0))
�x

= lim
�x!0

�
g0 (f (x0)) + E (h)

� f (x0 +�x)� f (x0)
�x

;

odnosno, zbog neprekidnosti funkcije E u taµcki 0, kao i zbog (3.8) i (3.9), imamo

d

dx
g (f (x0)) =

�
g0 (f (x0)) + E

�
lim
�x!0

h

��
lim
�x!0

f (x0 +�x)� f (x0)
�x

=
�
g0 (f (x0)) + 0

�
f 0 (x0) = g0 (f (x0)) f

0 (x0) :

Primjer 3.5.1 Odredimo izvod funkcije y =
p
1 + x2. Ovdje je y = g (u), gdje

je u = f (x), pa je y = g (f (x)). Specijalno, u ovom primjeru je g (u) =
p
u i

f (x) = 1 + x2. Budúci da su odgovarajúci izvodi od g i f :

g0 (u) =
1

2
p
u

i f 0 (x) = 2x;

lanµcano pravilo nam daje rezultat

y0 =
dy

dx
=

d

dx
g (f (x)) = g0 (f (x)) f 0 (x)

=
1

2
p
f (x)

� f 0 (x) = 1

2
p
1 + x2

� (2x) = xp
1 + x2

: |

Primjer 3.5.2 Ispitajmo diferencijabilnost sljedéce funkcije

f (x) =

�
x2 sin 1x ; x 6= 0;
0; x = 0:
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Za x 6= 0 prema (3.6) je f 0 (x) = 2x sin 1x � cos
1
x , a u taµcki x = 0 je

f 0 (0) = lim
�x!0

f (0 + �x)� f (0)
�x

= lim
�x!0

�x2 sin 1
�x

�x
= lim
�x!0

�x sin
1

�x
= 0:

Prema tome, imamo da je

f 0 (x) =

�
2x sin 1x � cos

1
x ; x 6= 0;

0; x = 0;

�to znaµci da je funkcija f diferencijabilna u svim taµckama x 2 R (pa je i neprekidna).
No, uoµcimo da je funkcija f 0 u taµcki 0 prekidna (0 je oscilirajúca taµcka). |

Primjer 3.5.3 Ranije smo pokazali da je funkcija f (x) = xn, n 2 Z diferencijabilna
u svakoj taµcki x 2 R i da vrijedi f 0 (x) = nxn�1. Medutim, koristéci lanµcano pravilo
u mogúcnosti smo da odredimo izvod funkcije f (x) = xs, s 2 R. Naime, koristéci
jednakost xs = es lnx, imamo

(xs)0 =
�
es lnx

�0
= es lnx � (s lnx)0 = es lnx � s

x
= xs � s

x
= sxs�1:

Specijalno, za f (x) = 1
x dobijamo

f 0 (x) =

�
1

x

�0
=
�
x�1

�0
= (�1)x�2 = � 1

x2
;

a za f (x) =
p
x je

f 0 (x) =
�p
x
�0
=
�
x
1
2

�0
=
1

2
x�

1
2 =

1

2
p
x
: |

Primjer 3.5.4 Ranije smo vidjeli da je (lnx)0 = 1
x za x > 0. U sluµcaju kad je x < 0,

koristéci lanµcano pravilo imamo da je

(ln (�x))0 = 1

�x � (�1) =
1

x
za x < 0:

Zakljuµcujemo da je funkciju ln jxj, de�nirana za sve x 6= 0 i diferencijabilna u svim
taµckama svog domena, pri µcemu je

(ln jxj)0 = 1

x
; x 6= 0: |
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Primjer 3.5.5 i) Izvode hiperbolnih funkcija izraµcunavamo koristéci pravila za izvode
i lanµcano pravilo:

(shx)0 =

�
ex � e�x

2

�0
=
ex � e�x � (�x)0

=
ex + e�x

2
= chx;

(chx)0 =

�
ex + e�x

2

�0
=
ex � e�x

2
= shx;

(thx)0 =

�
shx

chx

�0
=
(shx)0 chx� shx (chx)0

ch2x
=
ch2x� sh2x

ch2x
=

1

ch2x
;

(cthx)0 =

�
chx

shx

�0
=
(chx)0 shx� chx (shx)0

sh2x
=
sh2x� ch2x

sh2x
= � 1

sh2x
: |

ii) Odredimo izvode inverznih hiperbolnih funkcija. Prije toga dóci ćemo do anali-
tiµckih oblika tih funkcija.

Koristéci osobine funkcija ex i e�x, zakljuµcujemo da je funkcija sh : R ! R
monotono strogo rastúca i neprekidna, pa prema Teoremu 2.5.8 ona ima inverznu
funkciju arsh : R ! R koja je, takoder, monotono strogo rastúca i neprekidna. Iz
y = shx = ex�e�x

2 dobijemo kvadratnu jednadµzbu po ex:

e2x � 2yex � 1 = 0;

odakle je ex = y+
p
1 + y2 (jer zbog ex > 0 ne uzimamo u obzir ex = y�

p
1 + y2),

odnosno x = ln
�
y +

p
1 + y2

�
. Dakle, dobili smo da je

arshy = ln
�
y +

p
1 + y2

�
:

Prema lanµcanom pravilu imamo

(arshy)0 =
1

y +
p
1 + y2

 
1 +

yp
1 + y2

!
=

1p
1 + y2

; y 2 R:

Funkcija ch : R! [1;+1), kao parna funkcija je strogo monotona i neprekidna na
svakom od intervala (�1; 0) i [0;+1), tako da njene restrikcije na tim intervalima,
ch� : (�1; 0) ! [1;+1) i ch+ : [0;+1) ! [1;+1) jesu bijektivne funkcije, pa
postoje njima inverzne funkcije arch� : [1;+1) ! (�1; 0) i arch+ : [1;+1) !
[0;+1). Prva od njih je monotono strogo opadajúca, a druga je monotono strogo
rastúca i obje su neprekidne funkcije. Na sliµcan naµcin kao i u sluµcaju funkcije arsh,
dobijemo

arch�y = ln
�
y �

p
y2 � 1

�
; y 2 [1;+1) ;

arch+y = ln
�
y +

p
y2 � 1

�
; y 2 [1;+1) ;
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�to moµzemo, po dogovoru, smatrati da je

archy = ln
�
y �

p
y2 � 1

�
; y 2 [1;+1) :

Koristéci lanµcano pravilo, imamo

(archy)0 =
1

y �
p
y2 � 1

 
1� yp

y2 � 1

!
= � 1p

y2 � 1
; y 2 [1;+1) :

Funkcija th : R! (�1; 1) je strogo monotono rastúca (�to se moµze ustanoviti iz:
y = thx = shx

chx =
ex�e�x
ex+e�x =

e2x�1
e2x+1

), pa ima inverznu funkciju arth : (�1; 1) ! R
oblika x = arthy = 1

2 ln
1+y
1�y . Ona je diferencijabilna na intervalu (�1; 1) i vrijedi

(arthy)0 =
1

2
� 1� y
1 + y

� 1� y + 1 + y
(1� y)2

=
1

1� y2 ; jyj < 1:

I najzad, funkcija cth : Rn f0g ! (�1; 1)[(1;+1) je strogo monotono opadajúca
(�to se vidi iz: y = cthx = chx

shx =
ex+e�x

ex�e�x =
e2x+1
e2x�1 , x 6= 0) te ima inverznu funkciju

arcth : (�1; 1) [ (1;+1) ! Rn f0g, µciji je analitiµcki oblik x = arcthy = 1
2 ln

y+1
y�1 .

Ona je diferencijabilna na (�1; 1) [ (1;+1) i vrijedi

(arcthy)0 =
1

1� y2 , jyj > 1: |

Napomena 3.5.1 a) Primijetimo da se lanµcano pravilo (3.6) moµze zapisati i na
sljedéci naµcin

d (g � f)
dx

(x0) =
d (g (f))

dx
(x0) =

dg

df
(f (x0)) �

df

dx
(x0)

ili skráceno
d (g (f))

dx
=
dg

df
� df
dx
:

b) Jednostavno se indukcijom pokazuje da vrijedi i oṕcenito

d (fn � fn�1 � ::: � f1)
dx

=
dfn
dfn�1

� dfn�1
dfn�2

� � � df1
dx
;

uz odgovarajúce pretpostavke o diferencijabilnosti funkcija f1; f2; :::; fn.
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3.6 Izvod inverzne funkcije

Jo�uvijek nismo razmatrali diferencijabilnost inverznih trigonometrijskih funkcija.
Da bismo to mogli uraditi neophodan nam je sljedéci teorem.

Teorem 3.6.1 Neka je funkcija f : I1 ! I2 neprekidna i strogo monotona na I1 i
neka je ' : I2 ! I1 njena inverzna funkcija, pri µcemu su I1; I2 � R neki intervali.
Pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna u taµcki x0 i da je f 0 (x0) 6= 0.
Tada je funkcija ' diferencijabilna u taµcki y0 = f (x0) i vrijedi

'0 (y0) =
1

f 0 (x0)
;

odnosno
'0 (f (x0)) =

1

f 0 (' (y0))
.

Dokaz. Neka je y = f (x), x 2 I1. Tada je x = ' (y) i x0 = ' (y0). Zbog toga je

' (y)� ' (y0)
y � y0

=
x� x0

f (x)� f (x0)
=

1
f(x)�f(x0)
x�x0

:

Kako je

lim
x!x0

[y � y0] = lim
x!x0

[f (x)� f (x0)] = 0;

lim
y!y0

[x� x0] = lim
y!y0

[' (y)� ' (y0)] = 0;

zbog neprekidnosti fukcije f u taµcki x0 (po pretpostavci) i neprekidnosti funkcije
' u taµcki y0 (kao inverzne funkcije strogo monotone funkcije f), zakljuµcujemo da
x! x0 ako i samo ako y ! y0, pa dalje imamo

lim
y!y0

' (y)� ' (y0)
y � y0

= lim
x!x0

1
f(x)�f(x0)
x�x0

=
1

f 0 (x0)
:

Dakle, funkcija ' je diferencijabilna u taµcki y0 = f (x0) i vrijedi '0 (y0) = 1
f 0(x0)

:

Primjer 3.6.1 Za inverzne trigonometrijske funkcije arcsin, arccos, arctan i arccot
ispitat ćemo njihovu diferencijabilnost i odrediti izvode koristéci Teorem 3.6.1.

Funkcija sin :
�
��
2 ;
�
2

�
! [�1; 1] je strogo monotono rastúca i neprekidna pa ima

inverznu funkciju arcsin : [�1; 1]!
�
��
2 ;
�
2

�
. Pri tome za funkciju y = sinx vrijedi da

je (sinx)0 = cosx 6= 0 za x 2
�
��
2 ;
�
2

�
i tada je jyj < 1, �to znaµci da su zadovoljene

prepostavke Teorema 3.6.1, pa imamo

(arcsin y)0 =
1

(sinx)0
=

1

cosx
=

1p
1� sin2 x

=
1p
1� y2

; jyj < 1:
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Primijetimo da je znak (+) ispred korijena izabran zato �to je cosx > 0 za x 2�
��
2 ;
�
2

�
.

Sliµcno se zakljuµcuje da su funkcije cos : [0; �]! [�1; 1] i arccos : [�1; 1]! [0; �]
uzajamno inverzne funkcije, pri µcemu je (cosx)0 = � sinx 6= 0 za x 6= 0 i x 6= �. Za
x 2 (0; �) imamo da za vrijednosti funkcije y = cosx vrijedi jyj < 1. Prema Teoremu
3.6.1 imamo

(arccos y)0 =
1

(cosx)0
= � 1

sinx
= � 1p

1� cos2 x
= � 1p

1� y2
; jyj < 1:

I ovdje je znak ispred korijena izabran imajúci na umu da je sinx > 0 za x 2 (0; �).
Funkcije tan :

�
��
2 ;
�
2

�
! R i arctan : R !

�
��
2 ;
�
2

�
su uzajamno inverzne

funkcije i zadovoljavaju uvjete Teorema 3.6.1, tako da na analogan naµcin prethodnim
sluµcajevima imamo

(arctan y)0 =
1

(tanx)0
=

1
1

cos2 x

=
cos2 x

cos2 x+ sin2 x
=

1

1 + tan2 x
=

1

1 + y2
; y 2 R:

Kako su funkcije cot : (0; �) ! R i arccot : R ! (0; �) uzajamno inverzne i
takoder zadovoljavaju pretpostavke Teorema 3.6.1, dobijamo da za sve y 2 R vrijedi

(arccot y)0 =
1

(cotx)0
=

1

� 1
sin2 x

= � sin2 x

cos2 x+ sin2 x
= � 1

1 + cot2 x
= � 1

1 + y2
:

|

Iako smo véc odredili izvode inverznih hiperbolnih funkcija koristéci lanµcano
pravilo, do istih rezultata je mogúce doći kori�tenjem Teorema 3.6.1, kako je
pokazano u narednom primjeru.

Primjer 3.6.2 Za area funkcije, za koje smo véc izraµcunali izvode koristéci lanµcano
pravilo, sada do istih rezultata moµzemo dóci koristéci Teorem 3.6.1. Naime,

(arshx)0 =
1

(shy)0
=

1

chy
=

1p
1 + sh2y

=
1p
1 + x2

; x 2 R;

(archx)0 =
1

(chy)0
=

1

shy
= � 1p

ch2y � 1
= � 1p

x2 � 1
; x 2 [1;+1) ;

(arthx)0 =
1

(thy)0
= ch2y =

ch2y

ch2y � sh2y =
1

1� th2y =
1

1� x2 ; jxj < 1;

(arcthx)0 =
1

(cthy)0
= �sh2y = � sh2y

ch2y � sh2y = �
1

cth2y � 1 =
1

1� x2 ; jxj > 1:

|
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3.7 Geometrijski i �zikalni smisao izvoda

Pretpostavimo da se vrijednost neovisne varijable sa x0 promijeni za �x. Na grafu
krive y = f (x) oznaµcimo taµcke P (x0; f (x0)) i R (x0 +�x; f (x0 +�x)) (Slika I1).
Neka je � ugao koji sjekanta PR gradi s pozitivnim smjerom ose Ox. U pravouglom
trouglu PQR je ]QPR = � (kao uglovi s paralelnim kracima). Ako pustimo da
taµcka R klizi duµz grafa krive y = f (x) prema taµcki P , uoµcavamo da će sjekanta
PR teµziti da zauzme poloµzaj tangente t krive y = f (x) u taµcki P . Pri tome se �x
sve vi�e smanjuje, tj. �x! 0. Ako sa � oznaµcimo ugao koji tangenta t zaklapa s
pozitivnim smjerom ose Ox, onda je jasno da vrijedi

�x! 0) �! �;

odnosno
�x! 0) tg�! tg �: (3.10)

Slika I1

Iz 4PQR slijedi

tg� =
RQ

PQ
=
�y

�x
=
f (x0 +�x)� f (x0)

�x
: (3.11)
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Iz (3.10) i (3.11) dobijamo

tg � = lim
�x!0

tg� = lim
�x!0

�y

�x
= y0 (x0) :

Dakle, izvod funkcije y = f (x) u taµcki x0 jednak je tangensu ugla � koji tangenta
t na krivu y = f (x) u taµcki P (x0; f (x0)) zaklapa s pozitivnim smjerom ose Ox, tj.
jednak je koe�cijentu pravca tangente t, odnosno nagibu tangente t, krive y = f (x)
u taµcki P (x0; f (x0)).

Uoµcimo i sljedécu µcinjenicu: kad je y0 (x0) > 0, tj. kad je nagib tangente t
pozitivan, tada je graf funkcije rastúca kriva (odnosno, funkcija je rastúca); kad je
y0 (x0) < 0, tj. kad je nagib tangente t negativan, graf funkcije je opadajúca kriva
(odnosno, funkcija je opadajúca). U sluµcaju kad je y0 (x0) = 0, tada je tangenta t
paralelna sa osom Ox.

Napomena 3.7.1 Jednadµzbu tangente u taµcki P (x0; f (x0)) gra�ka funkcije f
moµzemo odrediti preko formule za jednadµzbu prave kroz jednu taµcku, koristéci véc
uoµcenu µcinjenicu da je nagib te tangente upravo f 0 (x0). Tako imamo

t : y � f (x0) = f 0 (x0) (x� x0) ;

dok je jednadµzba normale krive u taµcki P oblika

n : y � f (x0) = �
1

f 0 (x0)
(x� x0) :

3.8 Lijevi i desni izvod. Beskonaµcni izvodi

3.9 Logaritamski izvod i izvod funkcije zadane para-
metarski

3.10 Diferencijal funkcije

3.11 Izvodi i diferencijali vi�eg reda
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3.12 Osnovni teoremi diferencijalnog raµcuna

3.13 L�Hospitalova pravila

3.14 Taylorova formula

3.15 Lokalni ekstremi

3.16 Konveksnost (konkavnost)

3.17 Asimptote funkcije

� � �

Zadaci za samostalan rad

1. Ispitati diferencijabilnost funkcije f : R ! R, x 7! sin (2x+ �) u taµcki
x0 =

3�
2 i eventualno izraµcunati f

0 �3�
2

�
koristéci samo De�niciju 3.1.1.

2. Ispitati diferencijabilnost funkcije f : R ! R, x 7! e3x u taµcki x0 = �2 i
eventualno izraµcunati f 0 (�2) koristéci samo De�niciju 3.1.1.

3. Funkcija f je diferencijabilna u taµcki a. Odrediti sljedéce graniµcne vrijed-
nosti:

a) lim
n!1

n

�
f

�
a+

1

n

�
� f (a)

�
; b) lim

n!1
n

�
f (a)� f

�
a� 1

2n

��
;

c) lim
n!1

n

�
f

�
a+

1

n

�
� f

�
a� 1

n

��
.

4. Ako je funkcija f diferencijabilna u taµcki a, odrediti sljedéce graniµcne vrijed-
nosti:

a) lim
n!1

f (xn)� f (a)
xn � a

za svaki niz fxng1n=1 takav da je xn 6= a, n 2 f1; 2; :::g
i xn ! a (n!1);
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b) lim
x!0

f (x) ex � f (0)
f (x) cosx� f (0) , ako je a = 0 i f

0 (0) 6= 0;

c) lim
x!a

anf (x)� xnf (a)
x� a , n 2 N.

5. Neka je � > 0 za familiju funkcija

f� (x) =

�
jxj� sin 1x ; x 6= 0;

0; x = 0:

Dokazati da je za � > 1 funkcija f� diferencijabilna u taµcki 0 i da je f 0� (0) =
0, a da za � � 1 funkcija f� nije diferencijabilna u taµcki 0. Dati geometrijsku
interpretaciju.

6. Pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna u taµcki a i da je broj k �ksan.
Odrediti

lim
n!1

n

�
f

�
a+

1

n

�
+ f

�
a+

2

n

�
+ :::+ f

�
a+

k

n

�
� kf (a)

�
:

7. Neka je funkcija f diferenciojabilna u taµcki a. Odrediti

lim
n!1

n

�
f

�
a+

1

n2

�
+ f

�
a+

2

n2

�
+ :::+ f

�
a+

n

n2

�
� nf (a)

�
:

8. Neka su brojevi a > 0; m; k 2 N �ksirani. Izraµcunati sljedéce graniµcne
vrijednosti:

a) lim
n!1

�
(n+ 1)m + (n+ 2)m + :::+ (n+ k)m

nm�1
� kn

�
;

b) lim
n!1

�
a+ 1

n

�n �
a+ 2

n

�n � � � �a+ k
n

�n
ank

;

c) lim
n!1

�
1 +

a

n2

��
1 +

2a

n2

�
� � �
�
1 +

na

n2

�
.

9. Ako su funkcije f i g diferencijabilne u taµcki a, izraµcunati graniµcnu vrijednost

lim
x!a

f (x) g (a)� f (a) g (x)
x� a :

10. Pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna u taµcki a, pri µcemu je f (a) >
0. Odrediti sljedéce limese:

a) lim
n!1

0BB@f
�
a+

1

n

�
f (a)

1CCA
1
n

; b) lim
x!a

�
f (x)

f (a)

� 1
ln x�ln a

, a > 0.
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11. Izraµcunati sljedéce limese:

a) lim
n!1

�
cos 1n

�n
; b) lim

n!1

�
tan �(n+1)4n

�n
; c) lim

n!1

�
sin �(n+1)2n

�n
.

12. Ispitati diferencijabilnost sljedécih funkcija na R:

a) x 7! jsinxj sinx; b) x 7! (x� bxc) sin2 (�x); c) x 7! jsinj
3
2 .

13. Odrediti brojeve a, b i c tako da funkcija

f (x) =

8<:
4x; x � 0;

ax2 + bx+ c; 0 < x < 1;
3� 2x; x � 1:

14. Neka je

a1 (x) =
p
x; ax (x) =

p
x+ a1 (x); :::; an+1 (x) =

p
x+ an (x); :::

za x > 0. Dokazati da za svako x > 0 postoji graniµcna vrijednost

lim
n!1

an (x) := ' (x) :

Odrediti '0 (x) za sve x > 0.



Poglavlje 4

Integrabilnost

4.1 Kriteriji konvergencije nesvojstvenog integrala

Za ispitivanje konvergencije (divergencije) nesvojstvenog integrala koriste se razni
krite-riji, koji su u principu analogni odgovarajúcim kriterijuma za konvergenciju
numeriµckih redova. Ovdje ćemo navesti neke od tih (najvaµznijih) kriterija. Pri
tome ćemo smatrati, ukoliko drugaµcije ne kaµzemo, da je singularitet integrala u
gornjoj granici b.

Teorem 4.1.1 Da bi nesvojstveni integral
bR
a
f (x) dx konvergirao, potrebno je i

dovoljno da za svako " > 0 postoji broj �0 2 (a; b), tako da za svaki par brojeva
�0; �00 2 (�0; b) vrijedi �������

�00Z
�0

f (x) dx

������� < ":

Dokaz. Da bi integral
bR
a
f (x) dx konvergirao potrebno je i dovoljno da postoji

konaµcna graniµcna vrijednost lim
x"b
� (x), gdje je � (x) =

xR
a
f (t) dt (a � x < b). Prema

Cauchyevom uvjetu, to vrijedi ako i samo ako

(8" < 0) (9�0 : a < �0 < b)
�
8�0; �00

� �
�0 < �0 < �00 < b)

��� ��00�� � ��0��� < "
�
:

Zakljuµcak slijedi iz µcinjenice

�
�
�00
�
� �

�
�0
�
=

�00Z
�0

f (x) dx:

61
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Sljedéca tvrdnja nam daje dovoljan uvjet za konvergenciju nesvojstvenog inte-
grala.

Teorem 4.1.2 Pretpostavimo da je jf (x)j � g (x), x 2 [a; b) i da integral
bR
a
g (x) dx

konvergira. Tada konvergira i integral
bR
a
f (x) dx.

Dokaz. Po�to integral
bR
a
g (x) dx konvergira, tada prema Teoremu 4.1.1, za za

svako " > 0 postoji broj �0 2 (a; b), tako da za svaki par brojeva �0; �00 2 (�0; b)

vrijedi

������
00R

�0
g (x) dx

����� = �00R
�0
g (x) dx < ". Iz pretpostavke teorema slijedi

�������
�00Z
�0

f (x) dx

������� �
�00Z
�0

jf (x)j dx �
�00Z
�0

g (x) dx < ":

Primjer 4.1.1 Neka je jf (x)j � 1
x� , � > 1, za x 2 [a;+1), a > 0. Budúci da

integral
+1R
a

1
x�dx konvergira (pokazati!), tada, prema Teoremu 4.1.2, konvergira i

integral
+1R
a
f (x) dx. |

Kao i u sluµcaju numeriµckih redova, i ovdje je vaµzan pojam apsolutne konver-
gencije nesvojstvenog integrala.

De�nicija 4.1.1 Za nesvojstveni integral
bR
a
f (x) dx kaµzemo da apsolutno konver-

gira ako konvergira integral
bR
a
jf (x)j dx.

Iz Teorema 4.1.2 neposredno slijedi sljedéca tvrdnja.

Posljedica 4.1.1 Ako nesvojstveni integral
bR
a
f (x) dx apsolutno konvergira, tada

on konvergira i u obiµcnom smilu.
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Obrnuta tvrdnja, medutim, općenito ne vrijedi, to jest iz konvergencije nesvo-
jstvenog integrala ne slijedi obavezno i apsolutna konvergencija tog integrala, �to
se moµze vidjeti iz sljedéceg primjera.

Primjer 4.1.2 Pokazati da integral
+1R
�
2

sinx

x
dx konvergira, ali ne i apsolutno.

Rje�enje. Primjenom parcijalne integracije na dati nesvojstveni integral, dobi-
jamo

+1Z
�
2

sinx

x
dx =

h
�cosx

x

i+1
�
2

�
+1Z
�
2

cosx

x2
dx = �

+1Z
�
2

cosx

x2
dx:

No, integral
+1R
�
2

cosx

x2
dx konvergira, �to slijedi iz nejednakosti

���cosx
x2

��� � 1

x2
i µcin-

jenice da integral
+1R
�
2

1

x2
dx konvergira (pokazati!), primjenom Teorema 4.1.2.

S druge strane, za � >
�

2
, vrijedi

�Z
�
2

����sinxx
���� dx �

+1Z
�
2

sin2 x

x
dx =

1

2

+1Z
�
2

1

x
dx� 1

2

+1Z
�
2

cos 2x

x
dx:

Integral
�R
�
2

1
xdx je neograniµcen, pa iako je integral

�R
�
2

cos 2x
x dx ograniµcen (konvergen-

cija integrala
+1R
�
2

cos 2x
x dx dokazuje se sliµcno konvergenciji integrala

+1R
�
2

sinx

x
dx),

slijedi da integral
+1R
�
2

����sinxx
���� dx divergira. |

Uoµcimo da se pitanje apsolutne konvergencije svodi na pitanje konvergencije
nesvojstvenih integrala nenegativnih funkcija. U tom smislu su i sljedécih nekoliko
kriterija konvergencije nesvojstvenog integrala takvih funkcija.

Teorem 4.1.3 Da bi nesvojstveni integral
bR
a
f (x) dx, f (x) � 0 za x 2 [a; b) kon-

vergirao, potrebno je i dovoljno da postoji broj K, takav da vrijedi
�Z
a

f (x) dx � K, a � � < b:
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Dokaz. Oµcito je, zbog f (x) � 0 za x 2 [a; b), funkcija � (�) =
�R
a
f (x) dx je

rastúca. Zbog toga postoji konaµcna graniµcna vrijednost lim
�"b
� (�), odnosno nesvo-

jstveni integral
bR
a
f (x) dx konvergira, ako i samo ako je funkcija � ograniµcena.

Teorem 4.1.4 Pretpostavimo da je 0 � f (x) � g (x) za x 2 [a; b) i neka su

bZ
a

f (x) dx; (4.1)

bZ
a

g (x) dx (4.2)

nesvojstveni integrali sa singularitetom b. Tada iz konvergencije integrala (4.2)
slijedi konvergencija integrala (4.1), a iz divergencije integrala (4.1) slijedi diver-
gencija integrala (4.2).

Dokaz. Uvedimo oznake: � (�) =
�R
a
f (x) dx,  (�) =

�R
a
g (x) dx, a � � < b. Ako

integral (4.2) konvergira, tada prema Teoremu 4.1.3 postoji broj K takav da je
� (�) �  (�) � K, pa prema istom teoremu i integral (4.1) konvergira.

Druga tvrdnja teorema je kontrapozicija prve.

Primjer 4.1.3 Prethodni teorem se moµze primijeniti da se dokaµze da nesvojstveni

integral
+1R
0

e�x
2
dx konvergira. Naime, uoµcimo da je e�x

2 � e�x za 1 � x < +1,

a integral
+1R
0

e�xdx konvergira (pokazati!).

Teorem 4.1.5 Pretpostavimo da su (4.1) i (4.2) nesvojstveni integrali, pri µcemu

je g (x) > 0 za x 2 [a; b). Ako postoji lim
x"b

f (x)

g (x)
= C, 0 � C � +1, onda iz

konvergencije integrala (4.2), za C < +1, slijedi konvergencija integrala (4.1),
a iz divergencije integrala (4.2), za C > 0, slijedi divergencija integrala (4.1).
Specijalno, ako je 0 < C < +1, onda integrali (4.1) i (4.2) konvergiraju, odnosno
divergiraju, istovremeno.
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Dokaz. i) Pretpostavimo da integral (4.2) konvergira i da je 0 � C < +1.

Prema de�niciji graniµcne vrijednosti, iz lim
x"b

f (x)

g (x)
= C, slijedi da za proizvoljno

" > 0 postoji �0 < b, tako da vrijedi

C � " < f (x)

g (x)
< C + ", za �0 < x < b.

Odavde je
f (x) < (C + ") g (x) , za �0 < x < b,

pa iz konvergencije integrala (4.2), a samim tim i integrala
�R
a
(C + ") g (x) dx, slijedi

i integracija integrala (4.1).
ii) Pretpostavimo da integral (4.2) divergira i da je 0 < C � +1. Treba

dokazati da divergira i integral (4.1). U tu svrhu pretpostavimo suprotno, to jest
da integral (4.1) konvergira. Iz pretpostavke teorema slijedi

lim
x"b

g (x)

f (x)
=
1

C
, 0 � 1

C
< +1.

Prema dokazanom u i), iz konvergencije integrala (4.1), slijedila bi i konvergencija
integrala (4.2), �to je kontradikcija!

Primjer 4.1.4 Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala
+1R
1

dx

x
p
1 + x2

.

Rje�enje. Primijetimo da je integral
+1R
1

dx

x2
konvergentan. Kako je

lim
x!+1

1
x
p
1+x2

1
x2

= 1;

primjenom Teorema 4.1.5, slijedi da je i dati integral konvergentan. |

Navedimo jo� jedan vaµzan kriterij konvergencije nesvojstvenog integrala (bez
dokaza), analogan odgovarajúcem kriteriju za redove.

Teorem 4.1.6 (Abel-Dirichlet)
Pretpostavimo da su funkcije f i g de�nirane na [a; b) i integrabilne na svakom

segmentu [a; �] � [a; b). Da bi nesvojstveni integral
bZ
a

f (x) g (x) dx
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bio konvergentan dovoljno je da su ispunjeni uvjeti:
(D1) f ima ograniµcenu primitivnu funkciju;
(D2) g monotono teµzi ka nuli kad x " b;

ili

(A1) nesvojstveni integral
bR
a
f (x) dx konvergira;

(A2) g je monotona i ograniµcena na [a; b).

Primjer 4.1.5 Nesvojstveni integral
+1R
0

sin ax

1 + xn
dx (a 2 R, n > 0) konvergira jer

funkcija sin ax (za a 6= 0) ima ograniµcenu primitivnu funkciju, a funkcija sin ax

1 + xn
monotono teµzi ka nuli kad x! +1. |


