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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Asimptotske oznake o i O. Ekvivalentne funkcije

Definicija 1.1.1 Neka je f : Dy — R (realna funkcija) i a € R U {—o0,+o0}
tacka gomilanja skupa Dy. Za funkciju f kaZemo je beskonaéno mala veli¢ina
(infinitezimala) kad v — a ako vrijedi
lim f (z) = 0.
r—a
Primjer 1.1.1 Primjeri beskonaéno malih veli¢ina:
i) L kad v — +o0,
i) 2" (n € N) kad z — 0,
jii) ¢ — 1 kad  — 0,
iv) a® (a>1) kad x — —o0, a® (0 < a < 1) kad © — +o0,
v)lnzx kadz — 1. &

Definicija 1.1.2 Za funkciju f : Dy — R kaZemo da je beskonaéno velika
veli¢ina kad x — a, gdje je a € RU {—o00,+00} tacka gomilanja skupa Dy, ako
vrijedi

lim |f ()] = +oc.

Primjer 1.1.2 Primjeri beskonacno velikih veli¢ina:
i) L kadz — 0,
i) 2" (n € N) kad © — +00,
i) —L5 kad © — 2,
iv) a® (a>1) kad x — 400, a® (0 < a < 1) kad © — —o0,
v)Inz kadz | 0. &
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Definicija 1.1.3 Za funkciju f : Dy — R kaZemo da je beskonaéno mala
veli¢ina u odnosu na funkciju g : Dy — R kad v — a, gdje je a € RU
{—00, 400} tatka gomilanja skupa Dy N Dy, ako vrijedi

@
g (@)

odnosno ako postoji okolina O' (a) tacke a i infinitezimala o (z) kad x — a, takva
da vrijeds

=0,

f(z)=g(x)a(z)

za sve x € O (a), $to simbolicki zapisujemo u obliku

f=ol9) (z—a)
i ¢itamo ”f je malo o od g kad © — a”.

Primjer 1.1.3 i) 2> = o(z) (z — 0),
i)lnz=o0(z) (z—1),
i) xsine =o(x) (r—0). &

Napomena 1.1.1 Primijetimo da u Definiciji 1.1.3 funkcije f i g ne moraju biti
nfinitezimale. Medutim, ako to one jesu, onda kazemo da je funkcija f infinitezi-
mala ili beskonaéno mala veli¢ina viseg reda u odnosu na infinitezimalu g kad
x — a. S druge strane, ako je funkcija f beskonactno velika velicina kad x — a 1
pri tome je f =o0(g) (z — a), onda kaZemo da je funkcija g beskonaéno velika
veliéina viseg reda u odnosu na funkciju f kad r — a.

Napomena 1.1.2 Ako je f: Dy — R infinitezimala kad x — a, onda vrijeds

lim f (z) = lim /(@) =0,

T—a z—a |1

sto prema Definiciji 1.1.83 znaci da v ovom sluc¢aju mozemo upotrijebiti oznaku
f=o() (x—a).
Tako je, na primjer, £ =0 (1) (x — £o00) isinz =o0(1) (z— 0).
Teorem 1.1.1 Neka je f : Dy — R (realna funkcija) i a € R U {—o00,+00}
tacka gomilanja skupa Dy. Tada funkcija f ima konacnu granicnu vrijednost b u
tacki a (tj. postoji lim f (x) = b) ako i samo ako postoji okolina O’ (a) tacke a i
r—a
infinitezimala o (x) kad © — a tako da je
f(@)=b+al),

za sve x € O (a).
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Dokaz. i) Pretpostavimo da postoji lim f (x) = b. Tada je
limf (z) —b=0,

tj.
lim (f (x) — b) =0,
Z'—Nl%/_/
=a(z)

pa imamo lima () = 0. Dakle, a () je infinitezimala kad  — a i vrijedi a (z) =
r—a

f(x) — b, odnosno f (z) =b+ a(x), za sve x € O' (a).
ii) Neka je « () infinitezimala kad z — a 1 vrijedi f (z) = b+ a (), za sve
x € O’ (a). Tada je

limf (z) = lim (b+ a(z)) =b+ lima(x) =b+0=0.

r—a Tr—a r—a

Definicija 1.1.4 Za funkciju g : Dy — R kaZemo da je dominirajuta funkcija
nad funkcijom f : Dy — R kad © — a, gdje je a € RU {—o0,+00} tacka
gomilanja skupa Dy N Dy, ako postoji okolina O (a) tacke a tako da je kolicnik
% ograniten u okolini O’ (a), odnosno ako postoji funkcija 8 koja je ogranicena
u okolini O' (a) takva da je f(x) = g(z) B (z) za sve x € O (a). Simbolicki to
oznactavamo §

f=0(9) (z—a)

i ¢itamo: 7f je wveliko O od g kad x — a”.
Ako za realne funkcije f i g vrijedi f = O(g) i g = O(f) (v — a), kaZemo da su
funkcije f i g istog reda kad r — a.

Uocimo da, ako postoji konstanta K > 0 takva da je % < K zasvez € O (a)
ili ako postoji kona¢na grani¢na vrijednost lim% =b,ondaje f =0 (g9) (x — a)
r—a

u oba slucaja, ali ako je u pitanju drugi slucaj, tada su funkcije f i g istog reda
kad  — a. Tako su funkcije f (z) = 1 —cosz i g (z) = z? istog reda kad z — 0,
jer vrijedi

. f(x) . 1—cosz . 1l—cosz 1+cosz . 1—cos?z
1 = lim——— = lim . =lim—m"Fmm——
e—0g(x) +-0 22 a—0 a2 1+cosz 2—0z2(1+ cosx)

o osin?x 1 1 1
= lim - lim =1-—-=—.
-0 22 2501+ coszx 2 2

Takoder, jednostavno se vidi da je zsinz = O (z) (z — %00).
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Definicija 1.1.5 Za realne funkcije f : Dy — R i g : Dy — R kaZemo da su
ekvivalentne funkcije (ili da se funkcija f asimptotski ponasa kao funkcija
g) kad x — a, gdje je a € RU {—o00,+00} tacka gomilanja skupa Dy N Dy, ako

vrijedi
lim /(@)
z—a g ()

i simbolicki zapisujemo f ~ g (v — a) (¢ita se: ”"f je ekvivalentna sa g kad © —
a’).

=1

Primjer 1.1.4 i) sinz ~ x (x — 0),
i)e* —1~ax (x —0),
i) In(l+z)~xz (x —0). &

Navedimo sada neke vazne osobine ekvivalentnih funkcija.

1. Relacija ~ je relacija ekvivalencije.

a) Refleksivnost: f ~ f (x — a) jer je lim% =

b) Simetri¢nost:

~glx—a imf(x):
fra@=a)=lm o) M f (@)

T l@ 1
om  mye

c¢) Tranzitivnost: pretpostavimo da je f ~ g (x —a)ig ~ h (x — a), §to

znadi da vrijedi
LGt AC)

lim =1,
Mig@ SR
pa imamo
(z)  1im L@
f(IL‘) o g(xr) r—a 9(x) o 1 N
M (2) £ k) L =1=1l=/f~h@—a
g(z) lim £(2) 1
z—a h(z)
2. limf(z)=b=f~b(x—a)
Zaista,

lim f () lim f () ()
limf(z)=b=""—=1= "="——=1= lim =1,
z—a b limb z—a

Tr—a

§to prema Definiciji 1.1.5 znaci da je f ~ b (z — a).
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3. (f~9(@—a)nlimg(a)=b) = limf (x) = b

Koriste¢i osobinu 2. imamo

(f~g@—a)nlimg(@) =b) = (f ~g(e = a) Ag~b(z —a)),

r—a

odakle, zbog tranzitivnosti relacije ~, slijedi f ~ b (z — a), odnosno opet
zbog osobine 2. je lim f () = b.
r—a

f9 «a
4. fNaagNﬁ7h’N77an r—a —_ T~ —
( ( ) o
Zaista,
f@) g
im L@ 9@ ) a@) Be) | a(x) B(x)
a—ah (x) - k(x) a2—ahl@) kaz) ~(z) n(x)
(@) " (@)
f(z) g(x)
lim o2y - Iim s a(z)- B (z)
lim 22) i $@) - a—ay (x) -7 (2)
roa(®)  phen()
_ 11, a@) B@) . a@)- B()
L-la—ay(z) -n(x) a—ay(x)-n(v)

5. f ~ g (x — a) ako i samo ako postoji okolina O (a) i funkcija v tako da je
limy (z) =114 f(x) =g (x)v(z) za sve z € O (a).
Tr—a

6. f ~ g (x— a) ako i samo ako postoji infinitezimala o (z) (x — a) tako da
vrijedi
/()

g9 (z)

=1l+a(z) (z—a),

odnosno
f@)=g()+g(x)a(z) (z—a),

ili drugacije zapisano

f~g(x—a) akoisamo ako f=g+o(g) (z—a).

Dokazi osobina 5. i 6. se izvode slicno dokazu Teorema 1.1.1.

Primjer 1.1.5 Koriste¢i osobinu 4. moZemo jednostavno izratunati sljede¢u grani¢nu
vrijednost
sinbzIn (1 + )

2—0(e? — 1) cosl0 g
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Naime, kako je sinz ~ z (x —0), n(1+z) ~z (x —=0), e =1~z (x—0) i
cosz ~ 1 (x — 0), prema osobini 4. imamo

sin®z1n (1 + ) AR

= lim = +o00.
2—0(er — 1) cosl0z  e—0z17 -1

Primjer 1.1.6 a. sinz ~ z (x — 0) épostoji infinitezimala o (x) (x — 0) takva
da

sine =x+ za(z) (x—0),
——
=o(z) (z—0)

dakle,
sinz =x+o0(x) (x—0). (1.1)

b.e* -1~z (z—0) %postoji infinitezimala o (z) (z — 0) takva da

e =1+z+ =za(z) (x—0),
——
=o(z) (z—0)

odnosno
e=1+xz+o(x) (x—0). (1.2)

c. a* —1~zlna (x — 0), pa analogno s b. imamo

a*=1+zlnha+o(z) (x—0). (1.3)
d In(l+z)~az (z — 0), odakle slijedi

In(l+z)=z+o0(x) (x—0). (1.4)
e. Kako je, za o € R\ {0},

(42 —1 e+ 1 19 aln(l+42)
lim——=lim——— "= lim——— =aq,
z—0 x z—0 T z—0 x

imamo da postoji infinitezimala 3 (x) (x — 0) takva da

A" =1 L 8() @—0),

odnosno
1+z)*=14az+o(x) (x—0).
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f. Buduéi da je lim 2=535% = L vrijedi 1 — cosz ~ 322 (z — 0), odakle slijedi da
z—0 ¥
postoji infinitezimala o (z) (z — 0) takva da
1
1—cosz = 51‘2 +2%a(z) (z —0),
to jest
1
cosx = 1—51‘2—1—0(1:2) (x —0). (1.5)
&

U prethodnom primjeru smo imali priliku vidjeti da neki sabirak ima oznaku
o(z) ili o (2?) kad 2 — a. Sta nam to znac¢i? Naime, znamo da je f = o(g)
(z — a) oznaka za jednu funkciju f koja je beskonaéno mala u odnosu na funkciju
g kad © — a. S druge strane, oznaka o (f) (x — a) nije oznaka za jednu funkciju,
nego za cijelu klasu funkcija koje su beskona¢no male u odnosu na funkciju f kad
x — a. To nam je vazno kako zbog narednog teorema, tako i zbog kasnije primjene
Landauovih oznaka, posebno u izra¢unavanju grani¢nih vrijednosti funkcija.

Teorem 1.1.2 Vrijede sljedece turdnje:
1. f~g(@—a)=o(f)=0(g) (x—a),
f-olg)=0(fg) (x—a),
f) (x—a),

S Guds Lo o
Q
—
o)
—
~

Dokaz. 1. f ~ g (z — a) implicira da postoji funkcija v takva da v (z) — 1
(x —a)i f = gy (r —a). Uvedimo oznaku o(f) = h (z — a). To znaci da
postoji infinitezimala « (z) (z — a) takva da je h = fa (z — a), pa je h = g (ya)
(x — a), pri ¢emu je yo infinitezimala (z — a). Odavde je h = o(g) (x — a), to
jest klasa funkcija beskona¢no malih u odnosu na funkciju f kad x — a je podskup
klase o(g). Analogno, iz oznake o(g) = h (x — a), dobit ¢emo da je h = o(f)
(r — a), $to znadi i da je klasa funkcija beskona¢no malih u odnosu na funkciju g
kad = — a podskup klase o (f). Time smo dobili da ustvari vrijedi o (f) = o (g)
(z — a).

2. 1z 0(g9) = h (z — a) slijedi da postoji infinitezimala a (x) (x — a) takva da
jeh=ga (r—a),paje f-o(g)=fh=(fg)a=0(fg) (z —a).

3. Neka je o(f) = hio(f) =k (z— a). Tada postoje infinitezimale « (z)
iB(x) (x —a) takve da je h = faik = ff (x — a) te imamo o(f) + o(f) =
h+ k= f(a+p) (x — a). No, kako je a(x) + B (x) infinitezimala kad = — a,
imamo da je h+k =o(f) (x — a).
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4. Neka je h = o(f) (x — a), odnosno h = fa, gdje je o (z) infinitezimala kad
x — a. Ako uvedemo oznaku o (o (f)) = g, odnosno o(h) = g, to ¢e znaciti da
postoji infinitezimala 3 (x) (z — a) takva da je g = hf (x — a). Dakle, vrijedi
g = hp = faf (x — a), pri ¢emu je af infinitezimala (z — a), pa je ¢ = o(f)
(x — a).

5. f=o0(9) (x = a) = hm gég 0, a to znaci da za proizvoljno odabrani

broj € > 0 postoji § =6 (&) > 0 tako da vrijedi

~
&

(v € O (@) |

odakle slijedi da je f = O (g) (z — a) prema definiciji simbola O.
6. Jednostavno se dokazuje (vjezbal). m

ar __ ebac
Primjer 1.1.7 Odrediti grani¢nu vrijednost lim —— .
z—08in ax — sin bx

Rjesenge. Koristeti (1.2) i (1.1) te osobinu 3. Teorema 1.1.2, imamo

1mﬂ: im(1+a$+0($)) (1+b1‘+0(3:))
z—0sinax —sinbxr  z—0 (az + o (z)) — (bx + o ()
o abrrol) | (e—t)+ %
Do(a—b)z+o(x) =0 (g — b) + 2
e e .
~ oS (a—b) +o(1) =1 (a,beR,a#b). &

In cos
Primjer 1.1.8 Odrediti grani¢nu vrijednost lim 711 ax
z—01In cosbx

Rjesenge. a) Koristeti ekvivalentnost funkcija:

In cos az 1 —cosax ~ ;a2x2 (x — 0) . In ( %a%z)
im——— = 3 9 o = hm—1
z—01In cos bz 1 —cosbr ~ 5b°z* (z — 0) 2—01n (1 — 10222)
- 1 — = ~ —Laq242 (x —0) . §a2x2
N ln ) ~10%0? (2 —0) | T a0 Lp2g?

a?

b
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b) Koriste¢i Landauovu oznaku "o":

Incosar . In(1+ (cosax —1)) (14) . cosax — 1+ o(cosax — 1)
im———— = 1i ="l
a—0lncosbr  z—0ln (14 (cosbx — 1)) z—0cosbr — 1+ o(cosbr — 1)
cosaz — 1 + o (2sin® &)

z—0cosbxr — 1+ o0 (2 sin? bx)

2
o(2sin’ %) =h = h(x )-28in2%-a(:p),iig})a(x) =0
sin? 4&
0

= | = (@) =8 () 1B (@) = limba? - S o (@) =
:>h:0(:c2) (x —0)

cosa$—1+o( ) —%a2$2—|—0(x2) +o(m2)
= lim = hm )
z—0cosbr — 1 + o (x2) z=0 —3b%22 4 0 (22) + 0 (22)
1 1.2 0(302
— lim 2a2x2 +o (:L‘2) _ im_ia + xz)
z—0 —%b2a¢2 +o0 (.CC2) x—0 —%bQ + 0(522)
= hmi_%ﬁ +o(l) = aj
x—>0—%b2+0(1) b2’

Navedimo drugi nacin dokaza da je o (2 sin? %) =0 (:1:2) (x — 0). Naime, koristit
temo Zadatak 1.1 a) i Teorem 1.1.2. Tako je

ax\ Zad. 1.1 a) . 9 azT
2sin? ) = 0 (sm —) .
o (2sin* 2
No, s druge strane vrijedi
2.2

2,.2
sin? % N % (x — 0) THEL2 L (sm2 a2:c) ., <a4x > Zod. 112) (?) (z—0)

Primjer 1.1.9 Sljede¢i primjer je zanimljiv

tanz — sinz [tanxwx:>tanx:$+0(x) (x —0) ]

lim % —PRE
ey a3 sinz ~x = sinz =x+o0(x) (x—0)

L who@—(to@) . o) _ . % (0
= lim = lim = lim ==,
z—0 x3 -0 3 —0 x2 0
Jjer dobijamo neodredeni izraz, tj. ne moZemo izralunati grani¢nu vrijednost. Ovo nam
je primjer gdje je neuspjesno primijenjena upotreba Landauove oznake o u grani¢cnom
procesu. Dakle, ovaj metod treba koristiti samo kad nam standardni metodi ne pomazu
(a gornju grani¢nu vrijednost lahko je naéi na standardni nacin). &
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POGLAVLJE 1.
Zadaci za samostalan rad

1. Dokazati:

a) o(cf) =o(f) (x — a), gdje je c konstanta,

0 2 o (1) @0, 9@ 20

0 =H=0(L) @—a.g@ 0.

d) o(f+o(f))=0(f) (z—a),

e)o(f)+0(f)=0(f) (x —a)
2. Dokazati:

a) 2z +Inz+sine =0 (z) (r — 400);

b) z +2*+H =0 (2%) (z — +o0);

¢) 2271 4210+ 7= 0 (37) (v — +o0);

d) xsinz + /x =0 (z) (x — +00);

1 1 1 1

2 :c+a:3+x520<x> (x — +00);

£) Va2 + VP + V15 = 0 (z) (z — 400).
3. Dokazati:

a) 22 +sinz? =o(x) (z — 0);
b) (14+z)"=1+nzx+o(z) (r—0),neN;
¢)ln(lnz) =0o(lnz) (x — +o0).

4. Pretpostavimo da je

fx)=o0(g9(x), g(x) = +00 (2 —+00).
Dokazati da je tada

@ = (eg(x)) (x — +00).

UVOD



1.1. ASIMPTOTSKE OZNAKE O I O. EKVIVALENTNE FUNKCIJE

5. Dokazati:
a)(1+z)"—1~nz, —0,neN;
1
b) \/x2+a:—|—1—:13~§ (x — +00)

6. Odrediti:
V1 inr —1 i a
a) lim Y2 T ISMT T Ly limw,a,beﬂ{
z—0 er” —1 z—0 SIn (7’['.73 )
az2 oy

15
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Poglavlje 2

Neprekidnost funkcija

2.1 Pojam neprekidnosti funkcije

Pojam neprekidnosti funkcije moze se interpretirati razli¢itim pristupima, ali koji
su medusobno ekvivalentni. Najjednostavniji pristup je sljede¢om definicijom.

Definicija 2.1.1 Za funkciju f : Dy — R kaZemo da je neprekidna u tacki
a € Dy ako postoji konatna granitna vrijednost funkcije f u tacki a, tj. lim f (x)
r—a
i ako je ona jednaka vrijednosti funkcije u tacki a, tj. ako je lim f (x) = f (a).
r—a
Kazemo da je funkcija f prekidna u tacki a € Dy ako ona nije neprekidna u
tacki a € Dy.

Napomena 2.1.1 Iz prethodne definicije neposredno slijedi
lim f (z) = f (a) = f (limx>, (2.1)
r—a r—a

Sto znaci da u slucaju neprekidne funkcije limes i funkcija mogu zamijeniti mjesta.

Primjer 2.1.1 Funkcija f : R — R data analiticki sa

rsini, x#0

f("”“):{ 0." 20

je neprekidna u svim tatkama iz R. To je ocigledno za sve tatke a # 0, a kako je
1in(1)f (x) = lin%x sinl =01 f(0) =0, ona je neprekidna i u tatkia =0. &
Tr— r—

Primjer 2.1.2 Funkcija f : R — R data analiticki sa

sint, z#0

T
c, z=0

Fo)={

17
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za proizvoljan broj ¢ € R, nije neprekidna u tacki x = 0, jer ne postoji lir% f (x), dok
Tr—

je o&igledno neprekidna u svim ostalim tatkama iz R. &

Neka je sada a € Dy i za proizvoljno x € Dy neka je x = a+ Ax. Tada se izraz
Ax = x — a naziva prirastom argumenta x u tacki a, a izraz

Af =f(x) = f(a)=fla+Az) - f(a)

nazivamo prirastom funkcije f u tacki a. Primijetimo da iz (2.1) slijedi

lim [f () — f (a)] = 0,

r—a

a zbog ¢injenice da r — a <= Az — 0, imamo
Jdim [ (a+Az) — f(a)] =0,

to jest AlimOA f = 0. Na taj nac¢in smo dosgli do jos jedne definicije neprekidnosti
xr—

funkcije u tacki a € Dy (Definicija 2.1.2 ) koja je ocito ekvivalentna s Definicijom
2.1.1.

Definicija 2.1.2 Za funkciju f : Dy — R kaZemo da je neprekidna u tack:
a € Dy ako beskonacno malom prirastu argumenta x u tacki a odgovara beskonacno
mali prirast funkcije f u tacki a.

Primjer 2.1.3 PokaZzimo da je funkcijja f :R — R, z — 2", n € N (tj. f(z) =2")
neprekidna u svakoj tactki a € R. Naime, kako je

A AS = Jim [f (o &) = f(@)] = fim [(o+ Ao)" —a']

n n—1
g "k AzF g | = lim ") gk Agnh — 0,
k Axz—0 s k

= lim
Az—0
k=0

neprekidnost date funkcije u proizvoljnoj tatki a € R slijedi iz Definicije 2.1.2. &
Navedimo sada definiciju neprekidnosti funkcije koja je analogna Cauchyevoj
definiciji grani¢ne vrijednosti funkcije, ali sa svojim specificnostima.

Definicija 2.1.3 Za funkciju f : Dy — R kaZemo da je neprekidna u tacki
a € Dy ako i samo ako vrijedi

(Ve >0) (36 =6 (c,a) > 0) (Vo € Dy) (Jz —a| < 6 = | f (z) — f(a)] <&). (2.2)
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Napomena 2.1.2 Uocimo da je prethodna definicija slicna Cauchyevoj definiciji
graniéne vrijednosti funkcije u tacki a € Dy u slucaju kad su a,b € R. No, uocljive
su 1 bitne razlike izmedu tih definicija:

1) U Definiciji 2.1.3 tacka a ne mora biti tacka gomilanja skupa D¢. Ona tak
moze biti i izolirana tacka i tada je u toj tacki funkcija neprekidna jer, stavljajuci
x =a u (2.2) Definicija 2.1.3 ¢e biti zadovoljena.

2) U Definiciji 2.1.3 je a # +oo, jer je a € Dy.

3) U definiciji granitne vrijednosti je x € Of(a) = (a —6,a) U (a.a +9) (4.
x # a), dok je u Definiciji 2.1.8 © € Os (a) = (a — d,a+ ), tj. moZe biti i x = a.

Primjer 2.1.4 a) Funkcija f : R — R, z — z (tj. f(x) = z) je neprekidna u svakoj
tatki a € R. Zaista, ako za proizvoljno odabrano € > 0 uzmemo da je 6 = 0 (¢) = g
takav da je |t —a| < 0 = g imat ¢emo

If(w)—f(a)lz\m—a|<6:%<s.

)
b) Funkcija f : R — R, z + 22 (tj. f(x) = x?) je neprekidna u svakoj tactki
a € R. Naime, za proizvoljno odabrano ¢ > 0 vrijedit ¢e

f (x) = f(a)] = |2° — a®| = ‘(m—a)2+2ax—2a2‘
= ‘(m—a)2+2a(:c—a)‘

< le —af* +2(al |z - a| + |af* — |a|”

2 2
= (lz —a[ +a])” —[a]” <

|z —al < \/|af* +¢—|a].

Sada je dovoljno uzeti da je § = \/|a|* + ¢ — |al.
Uoéimo vazZnu éinjenicu da ovdje broj 6 ne zavisi samo od € vet © od
izbora tatke a (kako je to i navedeno u (2.2)). &

samo ako je

Naravno, slicno Heineovoj definiciji grani¢ne vrijednosti funkcije, moze se dati
i sljedeca definicija neprekidnosti.

Definicija 2.1.4 Za funkciju f : Dy — R kaZemo da je neprekidna u tack:
a € Dy ako i samo ako vrijedi

(V{xn}r2y,xn € Df,n € N) (nh_{rolomn =a= lim f(x,)=f (a)) . (2.3)

n—oo
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Primjer 2.1.5 Promatrajmo Dirichletovu funkciju x : R — {0,1} datu analiticki u

obliku
1
W):{o: ié% '

Neka je a € R proizvoljno, a niz {zy},°, niz racionalnih brojeva i niz {x},} > | niz
iracionalnih brojeva koji oba konvergiraju ka a. Kako je limy (z,) = liml =1, a
r—a x

—a
limx (z,) = im0 = 0, prema Definiciji 2.1.4 funkcija x je prekidna u tatki a € R.
r—a r—a
Zbog proizvoljnosti izbora tatke a € R slijedi da je Dirichletova funkcija prekidna u
svakoj tatkia € R. &

Primjer 2.1.6 Ispitajmo neprekidnost funkcije f : R — [0, 1] datu analiti¢ki kao

sint, z#0
f(x)_{ 0, x=0"

koriste¢i Definiciju 2.1.4.
Funkcija f je olito neprekidna u svim tatkama a # 0. Uzmimo sljedete nizove:

[e'e) 1 . ] 100 /] 2 . .. .. o
{Zn}per o0 = —oyn € Ni{azy 2,2, = €N, za koje vrijedi nh_)ngo:z:n =0

i lim 2], = 0. Tada je
n—oo

1
lim f (z,) = lim sin — = lim sinmn = lim 0 =0 = f(0),
n—o0o n—o00 Ty n—o00 n—oo

1
lim f (a:;) = lim sin — = lim sin T (14 4n) = lim sin <E + 27m)
n—00 n—00 x, n—00 2 n—00 2

lim1=1#f(0),

pa prema Definiciji 2.1.4 funkcija f je prekidna u tacki 0. &

Napomena 2.1.3 Neprekidnost funkcije se moZe i geometrijski prepoznati iz grafa
te funkcije. Naime, funkcija f je neprekidna u nekoj tacki a € Dy ako se dio grafa
u okolini tacke a, tj. prelazeti s jedne na drugu stranu tacke (a, f (a)) grafa, moZe
nacrtati u jednom potezu - ne dizuci olovku s papira.

Mozemo, medutim, promatrati neprekidnost funkcije f samo s jedne strane
tacke a € Dy, tj. s lijeve ili s desne strane tacke a € Dy.

Definicija 2.1.5 Za funkciju f : Dy — R kaZemo da je neprekidna u tacki
a € Dy s lijeve strane ukoliko postoji konacna lijeva grani¢na vrijednost funkcije
f u tacki a i ako je ona jednaka vrijednosti funkcije u tacki a, tj. ako je

lim f (z) = f(a).

Analogno se definira i neprekidnost funkcije f u tacki a € Dy s desne strane.
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Definicija 2.1.6 Za funkciju f : Dy — R reci cemo da je neprekidna na skupu
A C Dy ako je ona neprekidna u svakoj tacki skupa A. Simbolicki cemo to oznaca-

vati s f € C (A).

Tako ¢e nam f € C((a,b)) oznacavati da je funkcija f neprekidna u svim
tackama otvorenog intervala (a,b). S druge strane, f € C([a,b)) oznacava da je
f€C((a,b))idaje jos f neprekidna u tacki a s desne strane.

Objasniti sta znaci: f € C((a,b]) i f € C([a,b]).

2.2 Osobine neprekidnih funkcija

Navest ¢emo nekoliko najvaznijih osobina neprekidnih funkcija. Neke od tvrdnji
necemo dokazivati budué¢i da su dokazi sliéni dokazima odgovarajucih tvrdnji za
grani¢nu vrijednost funkcije.

Teorem 2.2.1 a) Pretpostavimo da su funkcije f : Dy — R i g : Dy — R
neprekidne funkcije u tacki a € Dy NDy. Tada su u tacki a neprekidne i sljedece
funkcije:

1) af (@ €R),

2) f+y,

3) fg,

4) g, uz wvjet da je g (a) # 0.

b) Svaka racionalna funkcija dobijena od neprekidnih funkcija u tacki a (iz
njihovog zajednickog domena) je takoder meprekidna u tacki a pod uvjetom da a
pripada definicionom podrucju te racionalne funkcije.

Dokaz. Izvest ¢emo dokaz za slusaj a) 1). Ostali slucajevi se dokazuju analogno.
Prema pretpostavci teorema funkcija f je neprekidna u tacki a i prema Definiciji
2.1.1 postoji grani¢na vrijednost lim f (z) i vrijedi lim f (z) = f (a). Zbog toga je
r—a r—a
(za a € R)

lim (af) (¢) = limaf (¢) = alim f (z) = af (a) = (af) (a),

T—a r—a T—a
to jest i funkcija af je neprekidna u tacki a. m
Teorem 2.2.2 (Neprekidnost sloZene funkcije)Pretpostavimo da je funkcija

f: Dy — R neprekidna u tacki a € Dy 1 da je funkcija g : Dy — R neprekidna u
tacki f (a) € Dy. Tada je funkcija h = go f neprekidna u tatki a.
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Dokaz. Iz ¢injenice da je f neprekidna u tacki a € Dy, prema Definiciji 2.1.4
slijedi da vrijedi (2.3). Uvedimo sada oznake: y, = f(z,), n € Niyy = f(a) =
lim f (z,). Prema istoj definiciji, zbog neprekidnosti funkcije g u tacki yo = f (a),

n—o0
1mamao

Jim y, = yo = lim g (yn) = g (y0) = 9(f(a)) = (g0 f)(a) =h(a).  (24)

Zbog toga, iz ¢injenice da je lim x, = a, imamo
n—oo

(2.4)
)=

lim h(zy) = lim (go f)(zn) = lim g(f (z,)) = lim g(ys) ="g(y0) = h(a),

n—oo

a §to, prema Definiciji 2.1.4 znaci da je funkcija h = g o f neprekidna u tacki a. m

Teorem 2.2.3 Ako je funkcija f : Dy — R neprekidna v tacki a € Dy, tada je u
tacki a neprekidna i funkcija |f|. Obrnuto opéenito ne vrijedi.

Dokaz. Prema Definiciji 2.1.3 imamo
(Ve >0)(36 =d(c,a) > 0) (Vo € Dy) (Jz —a| < 6 = |f () — f (a)] < ¢).
Iskoristimo poznatu ¢injenicu:
lal =18l < la— Bl (a,B€R),
pa imamo
(Ve > 0) (36 = 5 (2,0) > 0) (Vo € Dy) (lo —a] <6 = [If (@)| - If @Il < |f (@) — / (@)

tj. |f| je neprekidna u tacki a.
Da obrnuta tvrdnja opcenito ne vrijedi pokazuje nam sljede¢i kontraprimjer.
Uzmemo li f:R — R, datu na sljede¢i na¢in

_ 2 +1, x>0

f(”“’)_{ —(e2+1), <0

i funkciju |f], |f (z)] = 2% + 1, vidimo da je |f| neprekidna u tacki a = 0, dok
funkcija f nije prekidna u toj tacki. m

Teorem 2.2.4 Neka je I C R otvoreni interval, ¢ € I i funkcija f : I — R
neprekidna u tacki c. Ako je f (c) # 0, onda funkcija lokalno oko tacke c (to jest
u nekoj okolini Og (¢) tacke c) cuva predznak. Preciznije, vrijedi

>

f(c){ < }0:>f(x){ i }Ozasve:ceOg(c).



2.3. PREKIDNE FUNKCIJE. VRSTE PREKIDA 23

Dokaz. U slucaju kad je f (¢) < 0, zbog neprekidnosti funkcije u tacki ¢, dovoljno
je uzeti € = —% (c) za koje postoji d (e,x) > 0 takav da za svako x € I vrijedi

e < = 1f@)- @ <e=-3f()

— Q) <T@~ [0) < —3f () = f (&) < 5/ (c) <0.

S druge strane, u slucaju kad je f (¢) > 0 dovoljno je uzeti ¢ = %f (¢) i postupiti
analogno kao u prethodnom slucaju. m

2.3 Prekidne funkcije. Vrste prekida

Definicija 2.3.1 Za funkciju f : Dy — R kaZemo da je prekidna u tacki a € Dy
ako ona u toj tacki nije neprekidna.

Uvest temo odredenu klasifikaciju vrsta i tipova prekida.
A) Prekidi prve vrste
A1) Prekid prve vrste prvog tipa

Funkcija f : Dy — Rima utackia € Dy prekid prve vrste prvog tipa ako postoji
konacna grani¢na vrijednost lim f (z) i pri tome je lim f (z) # f (a), odnosno ako
r—a r—a
postoje kona¢na lijeva (L = li%n f(z)) i kona¢na desna (D = 1i{n f (z)) grani¢na
x|ia xrla
vrijednost funkcije f u tacki a tako da je L = D # f(a). Na primjer, funkcija
f:R — R* data sa
e’, x#0
I @)= { 2, =0

ima u tacki a = 0 prekid prve vrste prvog tipa jer je
L=limf(z)=limf(x)=D =1, f(0)=2.
zT0 z|0

Napomena 2.3.1 a) Uotimo da se funkcija f : Dy — R, koja u tacki a € Dy
ima prekid prve vrste prvog tipa moze predefinirati u funkciju g koja je neprekidna
u tacki a € Dy na sljedeti nacin

g@):{ f@), z#a

limf(z), x=a
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b) S druge strane, funkciju koja nije definirana u tacki a, a jeste u nekoj njenoj
okolini i pri tome postoji lim f (x), moZemo dodefinirati do neprekidne funkcije g u
Tr—a

sin x et —1 . 1
, fa(x) = i f3(x) =xsing su

definirane u svim tackama, osim u tacki O ¢ moZzemo th dodefinirati do neprekidnih
funkcija u tacki 0, kako slijedi

sinx e —1
0 0
g (z) = x 7 ;o 92 (z) = z T7 ;
1, z=0 1, z=0

tacki a. Na primjer, funkcije: fi (x) =

1
rsing, x#0

93(93):{ 0, =0

jer je
. sinxz et —1 . o1
lim =1, lim =1, limzxsin— =0.
z—0 X z—0 X z—0 T

A2) Prekid prve vrste drugog tipa

Funkcija f : Dy — R ima u tacki a € Dy prekid prve vrste drugog tipa ako
postoje konaéna lijeva (L = li?l f(z)) i kona¢éna desna (D = lifn f(z)) grani¢na
xr|a xria
vrijednost funkcije f u tacki a tako da je L # D.

Takva je, na primjer, funkcija

T, <0
f(a;)—{ z+1, >0

B) Prekidi druge vrste
B1) Prekid druge vrste prvog tipa - tzv. "tacka beskonaénosti”

Funkcija f : Dy — R ima u tacki a € Dy prekid druge vrste prvog tipa ako ne
postoji konacna lijeva (L = li%n f (z)) ili kona¢na desna (D = 11?1 f(x)) grani¢na
xia xrla

vrijednost funkcije f u tacki a.
Takva je, na primjer, funkcija

2z g 43
p— "L‘_
f(l‘) { 1’ T = ?
jer je
s:x=3—¢,e>0 3—¢
L:l :1 = ’ = = —
limf (2) = lim == £ 0 fim = = =%,
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T s:x=3—¢€,>0 3—¢
D =i = i ’ =1 = +00.
lim f () = lim——— £ lim—— = o0

B2) Prekid druge vrste drugog tipa - tzv. “tacka oscilacije”

Funkcija f : Dy — R ima u tacki a € Dy prekid druge vrste drugog tipa ako
ona oscilira kad x — a.
Takva je, na primjer, funkcija

f(m):{ sin%, x#0

c, z=0
gdje je ¢ € R proizvoljan fiksan broj.

Napomena 2.3.2 MoZe se, naravno, govoriti o prekidu funkcije u nekoj tacki iz
njenog domena, kao i o vrstama prekida samo s jedne strane u toj tacki. Ukoliko
je rije¢ o prekidima s lijeve strane u toj tacki, onda iz gore navedenih situacija
izostavimo slucaj D (desnu grani¢nu vrijednost u promatranoj tacki). Analogno
postupamo 1 u slucaju prekida s desne strane u nekoj tacki domena funkcije.

2.4 Uniformna neprekidnost

Ako pretpostavimo da je funkcija f : Dy — R neprekidna na skupu D C Dy, to
znadi da je ona u proizvoljnoj tacki xg € D neprekidna, odnosno da vrijedi

(Vzog € D) (Ve >0)(F6=0d(e) >0)(Vz € D) (|lz —xo| <6 = |f (x) — f(x0)| <¢).

(2.5)
To ustvari znac¢i da broj d ne zavisi samo od € nego i od izbora tacke zg, tj.
d =0 (g,m). Nas ¢e sada posebno zanimati situacija kada formula (2.5) ostane da
vrijedi ali tako da broj d zavisi iskljuc¢ivo od e (dakle, ne i od izbora tacke xg € D).
Drugim rije¢ima, kad svaki xy € D za proizvoljno € > 0 ima isto 6 = 0 (¢) > 0
tako da vrijedi (2.5).

Definicija 2.4.1 Za funkciju f : Dy — R kaZemo da je uniformno (ravnomgjerno)
neprekidna na skupu D C Dy ako se za proizvoljno € > 0 moZe odrediti broj
d =0 (g) > 0, koji zavisi isklju¢ivo od € (dakle, ne i od izbora tacke xy € D) tako
da za proizvoljne x1,xo € D vrijedi

21— x| <O = |f(21) = [ (22)] <¥,
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tj.

(Ve >0) (36 =106(e) >0) (Va1,22 € D) (Jo1 — 22| <= |f (21) — [ (z2)] <e).
(2.6)

Uo¢imo da uniformna neprekidnost funkcije na nekom skupu D implicira neprekid-
nost te funkcije na D, ali obrnuto ne vrijedi. Pokazuje nam to sljedeéi primjer.

Primjer 2.4.1 Funkcija f : (0,400) — R, z — %je neprekidna funkcija na cijelom
domenu. Medutim, pokazat ¢emo sada da ona nije uniformno neprekidna na (0, +00).
Oslonimo se isklju¢ivo na Definiciju 2.4.1. Neka je € > 0 proizvoljno odabrano i neka
Jje xg € (0,+00) takoder proizvoljno odabran. Neka je 61 > 0 takav da je

1 1
— 4= ,
i) Tro — (51
exd
odnosno §; = i O Uzmemo i proizvoljno = € (2o — 01,20), imat éemo
EX0

1 1

o a0l <81 = |f (@)= f (w0) = | — =

<e.

Za isto € odaberimo broj 6o > 0 takav da je

1 1

E =
xo xo + 0

2

odnosno §9 = 0 Uzmimo proizvoljno x € (g, xo + d2), pa vrijedi
— EX0
1 1
|z — x| < 2= |f(x) — f(zxo)|=|———| <e.
T i)
Neka je 6 in{d1, 02} 7 Tada
= min = .
J 1,02 1+ 20

|z — 20| < b2 = |f (z) — f (z0)| <e.

Medutim, broj & ovdje ne zavisi samo od ¢, nego i od izbora tatke xy € (0,+00), pa
funkcija f nije uniformno neprekidna na (0,4+00). &

Primjer 2.4.2 Ispitajmo uniformnu neprekidnost funkcije f : R — R, z — ﬁ na
R.
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Za proizvoljno odabrane x1, x5 € R imamo da vrijedi

1 1
1+22 1+ 22

(22 — 1) (w2 + 21)
(1 + :c%) (1 + $%)

X1 4 €2
(14+22) (1+23) (1422 (1+23)

F (o) — F (22) :'

= |z — 2|

< |z — a9 il + 2|
: (v (1) " @+ 2) [+

|1 |2 1 1
S‘Illl—l'g’ 1+$%+1+$% S|$1_$2‘ 54‘5

= |z1 — z2].

Primijetimo da smo koristili sljedetu ekvivalenciju

‘LI?| 1 2
< - = —1)2>0.
1+22 2 (j2| = 1)" 2

Za proizvoljno odabrano € > 0 odaberimo ¢ = % pa imamo

£
|x1_$2|<5:>|f(371)_f(952)|<|$1—$2|<5:§<5.

Kako broj § zavisi samo od ¢, ali ne i od izbora tatke x € R, prema Definiciji 2.4.1
funkcija f je uniformno neprekidna na R. &

Primjer 2.4.3 Promatrajmo funkciju f : R — [—1,1], x — cosx i provjerimo da li
je ona uniformno neprekidna na R.
Za proizvoljno odabrane z1, x5 € R imamo

x1) — f(x2)| = |cosx1 — coszo| = —QSingsl_ac2 Sinacl_‘_x2
2 2
:2sinx1;x2 $1;$2 §2|$12$2| = |z1 — x2].
S\wl—wz\ <1

2

€
Uzimajuéi za proizvoljno odabrano ¢ > 0 da je § = 5 imamo

5
]wl—xg\<6:>\f(m1)—f(m2)|<\xl—x2]<5:§<£.

S obzirom da broj § zavisi isklju¢ivo od €, ali ne i od izbora tatke x € R, funkcija f je
uniformno neprekidna na R. s
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2.5 Osobine funkcija definiranih i neprekidnih
na zatvorenom intervalu

Teorem 2.5.1 (Cantor) Pretpostavimo da je funkcija f definirana i neprekidna
na [a,b]. Tada je f uniformno neprekidna na [a,b).

Dokaz. Podsjetimo se definicije uniformne neprekidnosti funkcije f : Dy — R na
skupu D C Dy:

(Ve>0) (36 =6(g) >0) (Va',a" € D) (|2 —a"| <d=|f (/) — f(2")] <e).
(2.7)
Pretpostavimo suprotno tvrdnji teorema, tj. pretpostavimo da funkcija f nije
uniformno neprekidna na [a,b], tj. da vrijedi negacija logicke formule (2.7) za
slucaj D = [a, b]:

(Ze > 0) (Vo =6 (g) > 0) (a5, x5 € [a,b]) (|xg - asg} <A |f (z5) — f (asg)‘ >e.)

(2.8)
Za ovako odabrano e > 0 formirajmo niz {6,}o"; sa 6, = L (n € N) za koji ¢e
virjediti (2.8), tj.

1 1
(Vn € N) <V(5n = n> (Fan, by, € [a,0]) | |an — bn| < - Alf(an) — f(bp)| >,
(A)
(2.9)
uz pretpostavku b — a < 1, §to nete narusiti opcenitost dokaza.

Na ovaj nacin dobili smo dva beskonacna niza, {a, },-; 1 {bn},o, u potpunosti
sadrzana u [a, b], §to znac¢i da su i ograni¢eni. Prema Bolzano-Weierstrasseovom
(B-W) teoremu iz niza {ay},-; se moze izdvojiti podniz {an, }7-, koji konvergira
ka nekom broju « € [a, b], a iz niza {b,},- ; se moze izdvojiti podniz {by, } 7=, koji
konvergira ka nekom broju 3 € [a, b], tj. vrijedi

lim a,, =, limb,, =p. (2.10)
k—oo k—oo

Dokazimo sada da je « = 8. Uoc¢imo prvo da vrijedi nejednakost
0 < by, — | <|bn, — an,| + |an, — . (2.11)

Prema (2.10) vrijedi
lim |ap, —a|=0,
k—o0



1.5 Osobine funkcija def. i neprekidnih na zatvorenom intervalu 29
a iz (2.9) slijedi

1
0 < lim |b,, —ap,| < lim — =0= lim |b,, — an,| = 0.
k—00 k—ooNg k—o0

Prema ”Sendvi¢ teoremu”, iz (2.11) slijedi klim |bp,, — @] = 0, odnosno
—0Q0
B = limb,, = a.
k—o0

Zbog neprekidnosti funkcije f na [a,b] (i ¢injenice da limes i funkcija f mogu
zamijeniti mjesta), dobijamo

klggof (any) = f (klglgoaﬂk> = f(a),
tim £ () = £ (Jim b ) = £ (5) = £ (@),

Oduzimanjem posljednje dvije jednakosti. imamo

lim f (ank) - klggof (bnk> =0,

k—o0

odnosno
klinc}o [f (ank) - f (bnk)] = 0. (2'12)

Iz (2.12) slijedi da za razmatrano € > 0 postoji dovoljno velik prirodni broj k takav
da vrijedi

|f(an) - f(bn)| <g,

§to je u kontradikeiji s (A) u (2.9). Dakle, ova kontradikcija nam govori da nije
dobra pretpostavka da funkcija f nije uniformno neprekidna na [a,b], nego da je
tacna tvrdnja teorema da je f uniformno neprekidna na [a,b]. ®

Teorem 2.5.2 (Weierstrass) Pretpostavimo da je funkcija f definirana i neprekidna
na [a,b]. Tada je f ogranitena na |a,b].
(Simbolicki: f € Cla,b] = f € B([a,b]).)

Dokaz. Dokazimo prvo ograni¢enost funkcije f odozgo. U tu svrhu pretpostavimo
suprotno, tj. da funkcija f nije ograni¢ena odozgo. To znaci da vrijedi

(Vn € N) (Ja, € [a,b]) f(an)>n. (2.13)

Na ovaj nacin dobili smo niz {a, },- ; koji je u potpunosti sadrzan u intervalu [a, ],
tj. ogranicen je, pa prema B-W teoremu postoji barem jedna tacka gomilanja o
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tog niza. Drugim rije¢ima, iz niza {a,},.; moze se izdvojiti podniz {an, } -, koji
konvergira ka «;, tj. klim an, = a. Uocimo da je a € [a,b] jer iz a < ap, < b slijedi
—00
a< klim an, = a < b. No, kako je prema (2.13)
—00

flan,) =2mn;, (keN),

to je

lim f (ap,) > lim ng = +oo.
k—o0 k—o0

Zbog neprekidnosti funkcije f na [a, b] vrijedi

flo)=f <klim ank> = klim f (an,) = +oo. (2.14)

Buduéi da je « € [a,b] i f definirana i neprekidna na [a, b], to funkcija f u svakoj
tacki iz [a,b] uzima kona¢nu vrijednost, pa i u tacki «, $to je kontradikcija sa
(2.14). Time smo dokazali da je funkcija f ograni¢ena odozgo na [a, b].

Naravno, moze se analogno dokazati da je funkcija f ograni¢ena i odozdo na
intervalu [a, b], ali moze i na sljedeé¢i na¢in. Formirajmo funkciju ¢ kao

o(x)=—f(z) zasveuz € [a,b].

Ocigledno je i funkcija ¢ definirana i neprekidna na zatvorenom intevalu [a, b], pa
je prema ve¢ dokazanom ona i ograni¢ena odozgo na [a,b]. To znaci da postoji
neka konstanta K > 0 takva da je

p(x) < K zasvex € [a,b],

odnosno

—f(z) < K zasvex € la,bl,
tj.

f(x) > —K zasvex € la,b],

sto znadi da je funkcija f ograni¢ena odozdo na [a,b]. m

Teorem 2.5.3 Ako je funkcija f definirana i neprekidna na [a,b], tada ona uzima
svoju maksimalnu vrijednost u barem jednoj tacki iz [a,b] i uzima svoju minimalnu
vrijednost u barem jednoj tacki iz |a,b].
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Dokaz. Izvedimo dokaz prvo za slucaj maksimalne vrijednosti.
Prema Teoremu 2.5.2 funkcija f je ogranic¢ena na |[a, b], §to znac¢i da postoji

M =sup{f(z) | = € [a,b]} .

Dokazimo da je M maksimum funkcije na [a,b]. U tu svrhu, pretpostavimo
suprotno, tj. da je f(x) < M za sve z € [a,b], odnsono da je M — f(x) > 0
za sve z € [a,b]. Zbog toga je funkcija ¢ () = W definirana i neprekidna
— f(z
na |[a, b, pa je prema Teoremu 2.5.2 i ogranicena na [a, b], tj. postoji broj C > 0
dovoljno velik takav da je
1

p(x) = M=) < C zasvaki x € [a,]. (2.15)

Po definiciji supremuma, za ¢ = % postoji neko z¢ € [a, b] tako da vrijedi M —e <
f(ze), tj. M —f(zc) <e= %, odnosno

o
M — f(zc)

Relacija (2.15) vrijedi za sve z € [a, b], pa i za x¢ € [a,b], tj.

> C. (2.16)

v
M — f(zc)

a to je u kontradikciji sa (2.16). Ova kontradikcija nas dovodi do zakljucka da
funkcija f dostize maksimalnu vrijednost M u nekoj tacki iz [a, b].

Analogno se moze pokazati da funkcija f dostize svoju minimalnu vrijednost
u nekoj tacki iz intervala [a,b]. Medutim, moze i na sljedeé¢i nac¢in. Formirajmo
funkciju

< C,

¢(x) =—=f(x) (z€lab]).

Posto je i funkcija ¢ definirana i neprekidna funkcija na [a, b], prema ve¢ dokazanom
ona dostize svoju maksimalnu vrijednost M u nekoj tacki intervala [a, b], tj. vrijedi

¢(x) <M zasvex€ [a,b],

odnosno
—f(z) <M zasvex € [a,b.

1z tog slijedi
f(x)>—M zasvex € [a,b].
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Teorem 2.5.4 Pretpostavimo da je funkcija f definirana i neprekidna na [a,b] i

da na krajevima intervala |a,b] uzima vrijednosti suprotnih znaka. Tada postoji

barem jedna tacka c € (a,b) koja je nula funkcije f, tj. da vrijedi f (c) = 0.
(Simbolicki:(f € C ([a,b]) A f (a) f(b) <0) = ((Fc € (a,b)) f(c)=0).)

Dokaz. Moguéa su dva slucaja: 1) f(a) <01 f(b) >012) f(a) >01i f(b) <O.
Razmatrajmo prvo sluc¢aj 1). Formirajmo niz zatvorenih intervala J, = [an, by]
(n € {0,1,2,...}) na sljede¢i na¢in. Neka je Jo = [ag, bo] = [a,b] 1 neka je tacka
¢ sredina intervala Jy, tj. ¢ = ‘LOQLI’O. Ako je f(¢) = 0, dokaz je zavrsen: ¢ = (.
Ako to nije slucaj, onda za interval J; = [a1, b1] uzmimo onaj od intervala [ag, (]
ili [¢,bo] u kojem se desava slucaj 1), tj. gdje je funkcija negativna u lijevom
kraju i pozitivna u desnom kraju tog intervala. Zatim ponovimo isti metod i za
interval J; kao i na interval Jy, tj. poloveéi ga. Ukoliko je vrijednost funkcije
u tacki polovljena jednak nuli, dokaz je zavrsen. Ukoliko to nije sluc¢aj, od dvije
polovine intervala .J; dobijamo novi interval Jo = [ag, bo] za koji vrijedi f (az) < 0
i f(b2) > 0. Nastavljajuéi ovaj postupak u nedogled, dobit ¢emo ili direktno tacku
¢ kao sredinu nekog intervala ili éemo dobiti beskonacni niz zatvorenih intervala
In = lan, by (n € {0,1,2,...}) takvih da je

bp —an _ b—

. a
Jn > Jn+1 1 dnJr]_ = 5 = on

(n€{0,1,2,..}),

gdje je d,, duzina intervala J, (n € {0,1,2,...}) i o¢ito d, — 0 (n — o0). Na

ovaj na¢in smo dobili tzv. gnijezdo zatvorenih intervala pa mozemo primijeniti

teorem o gnijezdu prema kojem postoji tac¢no jedna tacfka c sadrzana u svim tim
o0

intervalima, tj. ¢ € () J,. O¢ito je niz {ay},-, monotono rastuci, dok je niz
n=0

{b,};2, monotono opadaju¢i. Oba su sadrzana u intervalu [a,b], tj. ogranicena
su, pa su i konvergentni i o¢ito je da vrijedi

lim a,, = lim b, = c. (2.17)

n—oo n—oo

Prema konstrukciji niza J,, imamo da je
flan) <01 f(bn) >0 (ne{0,1,2,...}). (2.18)
Buduéi da je f neprekidna funkcija na [a, b], to vrijedi

(2.18)

f (C) (2;7) f ( lim an> f Hepgkidna lim f (an) S 0’ (219)
neprekidna (2.18)
f@%%@m@f%“1mmmzo (2.20)
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Iz (2.19) i (2.20) slijedi da je f (c) = 0, $to je i trebalo dokazati.
Slucaj 2) se dokazuje analogno, ali moze i na sljede¢i na¢in. Formirajmo
funkciju

p(x) =—f(z) (z€lab]),

pri ¢emu funkcija f zadovoljava slucaj 2). Tada je p(a) = —f(a) < 01i ¢ (b) =
—f(b) > 0. Kako je funkcija ¢ neprekidna na [a, b], prema ve¢ dokazanom dijelu
teorema slijedi da postoji ¢ € (a,b) takvo da je ¢ (¢) = 0, §to znaci da jei f (c¢) = 0.
[

Napomena 2.5.1 Primijetimo da prethodni teorem ne govori o broju tacaka c €
(a,b) u kojima moze biti f(c) = 0. Ocigledno je samo da ih mora biti neparan
broj.

Napomena 2.5.2 Metod polovljenja intervala koji smo koristili uw prethodnom
slucaju je veoma koristan i znacajan metod, te se cesto koristi u matematici.
Posebno se koristi u numerickoj matematict pri lokalizaciji rjesenja neke jed-

nadzbe. Na primjer, ako treba lokalizirati rjesenje jednadibe 23 —x — 1 = 0,
dovoljno je primijeniti metod polovljenja intervala i prethodni teorem na funkciju
f(z) = 2% — 2 — 1, koja je o¢ito neprekidna na intervalu [0,2] i za koju je
f(0)=-1<0if(2) =5>0. To zna¢i da barem jedno rjesenje date jed-
nadzbe lezi u intervalu (0,2). Zelimo li preciznije odrediti polozaj tog rjesenja,
raspolovimo interval Jy = [0,2] i promatrajmo intervale [0,1] i [1,2]. Kako je
f(1)=-1<0, to mozemo uzeti za Jy = [1,2]. tj. zakljuciti da se rjesenje date

jednadzbe nalazi u tom intervalu. Poloveéi interval Ji, zbog f (1.5) = 0.875 dobi-
jamo da se trazeno rjeSenje sigurno nalazi u intervalu Jo = [1,1.5]. Jo§ precizniji
rezultat je da se rjesenje nalazi u intervalu J3 = [1.25,1.5] jer je f(1.25) < 0.
Owvaj postupak moZzemo nastaviti sve dok ne dodemo intervala ¢ija nam preciznost
odgovara.

Sljedeci teorem je poznat kao Cauchy-Bolzanov teorem o meduvrijednosti.

Teorem 2.5.5 (Cauchy-Bolzano) Pretpostavimo da je funkcija f definirana i ne-

prekidna na [a,b], te da je m = m[inb}f () i M = m[a)z}f (z). Osim toga, neka
xr€la, xe|a,

su ¢,d € [a,b] takvi da je f(c) = m i f(d)

B € (m, M) postoji barem jedna tatka o € [a,b

a € (min {c,d},max {c,d})) tako da vrijedi f («

M. Tada za proizvoljnu tacku
koya se nalazi izmedu c i d (tj.

\/\_;

Dokaz. Formirajmo funkciju ¢ na sljedeéi nacin: ¢ (z) = f (x)—3. Odavde vidimo
da je funkcija ¢ neprekidna funkcija na [a,b] kao razlika neprekidne funkcije f i
konstante [ koja je takoder neprekidna funkcija na [a, b](v. Teorem 2.2.1). Samim
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tim je ¢ neprekidna funkcija i na zatvorenom intervalu ¢ije su krajnje tacke ci d, tj.
na intervalu [min {c, d} ,max {c, d}] i na krajevima tog intervala uzima vrijednosti
suprotnog znaka, jer je

ple)=flc)=B=m—-<01i p(d)=f(d)—B=M-p>0.

Prema Teoremu 2.5.4 postoji barem jedna tacka « izmedu c i d tako da je ¢ () =
f(a) =B =0,odakle je f () =5. =

Posljedica 2.5.1 Pretpostavimo da je funkcija f definirana i neprekidna na [a, b]
i da je f(a) # f(b). Tada za proizvoljno odabranu tacku 5 izmedu f(a) i f (b)
tj. B € (min{f(a), f(b)},max{f (a), f(b)}), postoji barem jedna tacka o € (a,b
tako da je f (a) = f.

Dokaz. Bez ogranic¢enja opéenitosti pretpostavimo da je f (a) < f (b), Tada je za

= 1 1 M = N
™ il M = i

)

m < f(a) < f(b) <M.

Prema Teoremu 2.5.5 funkcija f uzima bilo koju vrijednost 8 izmedu m i M u
barem jednoj tacki a € (a,b), a tim prije ¢e to biti zadovoljeno ako je 5 izmedu

fla)if(b). m

2.5.1 Monotonost i neprekidnost

U ovoj sekciji koristit ¢emo oznaku

W = [min{f (a), f (b)},max{f (a), f (b)}],
gdje je f funkcija definirana na [a, b].

Teorem 2.5.6 Pretpostavimo da je funkcija f definirana, neprekidna i strogo
monotona na [a,b]. Tada za proizvoljnu vrijednost B € W postoji tacno jedna
tacka o € [a,b] takva da je f (o) = f.

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti u slucaju kada je f strogo monotono rastuéa funkcija
na [a,b] (analogno se dokazuje slucaj kad je f strogo monotono opadajuéa funkcija
na [a,b]). Tadaje f (a) < f(b). Neka je datoneko 5 € [f (a), f (b)]. Pretpostavimo
suprotno tvrdnji teorema, tj. pretpostavimo da postoje ai,as € [a,b] i a1 # ag
takvi da vrijedi f (aq) = f (a2) = B. Koristeéi ¢injenicu da je f strogo monotono
rastuéa funkcija na [a, b], moguéa su dva slucaja:

Z) a1 <a2:>f(041)<f(oz2),
’LZ) a1 >a2:>f(a1) >f(0[2),
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to jest, za a1 # a mora biti f (1) # f (a2), §to je u kontradikeiji s pretpostavkom
f(a1) = f(ag) = 8. Dakle, vrijedi tvrdnja teorema. m

Vrijedi i obrat prethodnog teorema u sljedetem smislu.

Teorem 2.5.7 Pretpostavimo da je f definirana i strogo monotona na [a,b], i
neka za proizvoljnu vrijednost 3 € W postoji tactno jedna tacka o € [a,b] takva da

je f(a) = B. Tada je f neprekidna na [a,b].

Dokaz. Razmatrajmo slucaj kada je f strogo monotono rastu¢a funkcija na [a, b]
(analogno se dokazuje u slucéaju kad je strogo monotono opadaju¢a na [a,b] ).
Pretpostavimo suprotno tvrdnji teorema, to jest da f nije neprekidna na [a,b].
Preciznije, pretpostavimo da u nekoj tacki ¢ € [a, b] vrijedi

Lzlignf(m) ;éhinf(x) =D

Zbog ¢injenice da je f strogo monotono rastuéa na [a,b], slijedi da je L < f (c),
pa pretpostavimo da je L < f (¢) (slucéaj L = f (¢) ostavljamo za vjezbu). Neka je
B takvo da je L < 8 < f(c). Tada ocito vrijedi

x’<czf(x’)<L<B,
" >c= f(2") > f(c) > B,

to jest vrijednost 8 funkcija f ne moze uzeti ni u jednoj tacki iz [a,b], $to je u
kontradikciji s pretpostavkom teorema. Iz ove kontradikcije slijedi da je funkcija
f neprekidna na [a,b]. =

Teorem 2.5.8 Pretpostavimo da je funkcija f definirana, neprekidna i strogo
monotona na [a,b]. Tada je f bijekcija sa [a,b] na W, a funkcija f=1: W — [a, b]
je neprekidna na W i takoder strogo monotona i iste prirode monotonosti kao 4

funkcija f.

Dokaz. Dokaz temo izvesti za slucaj kad je f strogo monotono rastuca funkcija
na [a,b] (analogno se dokazuje u slu¢aju kad je f strogo monotono opadajuéa na
[a,b]). Tada je f(a) < f(b). Da je f surjekcija sa [a,b] na [f (a), f(b)] slijedi
direktno iz Teorema 2.5.6. Da je f injekcija sa [a,b] na [f (a), f (b)] slijedi iz
dokaza Teorema 2.5.6. Dakle, f je bijekcija sa [f (a), f (b)] na [a,b], pa postoji
njoj inverzna funkcija f=1: [f (a), f (b)] — [a, b].

Neka su y1,y2 € [f (a), f (b)] proizvoljno odabrani takvi da je y1 < ya2. Kako je f
bijekcija, to postoje x1,x9 € [a.b] takvi da je

f(z1) =91 1 f(22) =y,
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odnosno w1 = f~1 (y1) i z2 = f~! (y2). Zbog toga imamo

) f str. mon. raste

Y1 <y2 = f(21) < f (72 a1 <zp= " (1) < f " (y2),

sto znadi da je funkcija f~! strogo monotono rastuéa kao i funkcija f. Da vrijedi
f~tec(f(a),f ) slijedi iz Teorema 2.5.7 jer funkcija f~! zadovoljava pret-
postavke tog teorema (naime, ve¢ je dokazano da je f~! strogo monotono rastuca
i jos je i bijekcija). m

Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti za koje vrijednosti realnih parametara a i b su neprekidne na R
sljedeée funkcije:

ax + b, T <1
a)f(m)—{ 224+x+1, z>1;

ax + b, T < —1;
b) f(x) = z24+1, —1<z<l;
—ax + 2b, x> 1;

o) f(x) = x+asinz, x € 2nm,(2n+1)n], n € Z;
N bz, ze((2n—1)7m,2nm), neEZ,

2. Nacrtati grafik i ispitati neprekidnost svake od sljede¢ih funkcija:

et —1

a) f(x) = lim

n—ooe® + 1’

r € R;

b) f(z) = lim {/1+a" + (z —1)*", = >0.

n—oo

3. Date su sljedece funkcije neprekidne na (0, 1):
1
D F@)=es b f@) =1 o) fa)=sin

8l

d) f(x):xsin%; e) f(z)=e =.

Koje od navedenih funkcija su i uniformno neprekidne na (0,1)?
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4.

10.

11.

Date su sljedece funkcije neprekidne na [0, +00):

a) f(z)=2% D) f(z)=vaz; ¢ f(z)=asing

Q) f(@) =sinPe; o) flo) =sin(a2);  f) f () = e"

g f@)=c™  b) f(z)=sin(sina); ) /() = sin(va)

Koje od navedenih funkcija su i uniformno neprekidne na [0, +00), a koje na
[0,7] za T > 07

. Funkcije f i g su uniformno neprekidne na

(i) segmentu [a, b],

(ii) poluosi [a, +00).

Da li su i funkcije:

a)cf,ceR; b)) f+g ¢ fg; d)z— f(z)sinz

uniformno neprekidne na (i) [a,b]? (i) [a, +00)?

. Dokazati da je funkcija f uniformno neprekidna na skupu A ako i samo ako za

sve nizove {z, € A,n € N} i{y, € A,n € N} takve da z,, —y,, — 0 (n — o0)
vrijedi relacija f (z,,) — f (yn) — 0 (n — 00).

Neka je f : [0,1] — [0,1] i f € C(]0,1]). Dokazati da postoji barem jedna
tacka x € [0, 1] takva da je f (z) = .

. Neka su f,g € C ([a,b]), pri ¢emu je f(a) < g(a)i f(b) > g (b). Dokazati da

postoji barem jedno = € (a,b) takvo da je f (z) = g (z).

. Dokazati da jednadzba

(1 —z)cosx =sinz
ima rjesenje koje lezi izmedu 0 i 1.
Neka je f € C([0,2]) i f(0) = 2. Dokazati da postoje z,y € [0,2] tako da
vrijedi
y—xz=1, f(z)=f(y) (teorem o sjekanti).

Dati geometrijsku interpretaciju.

Neka je f € C([0,2]). Dokazati da postoje =,y € [0,2] tako da vrijedi

Dati geometrijsku interpretaciju.
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12.

13.

14.

15.

1. Neprekidnost funkcija

Navesti primjer funkcija f : R — Rig: R — R takve da funkcija h definirana
s h(z):= f(x)+ g (z), x € R bude neprekidna, a da f i g nisu neprekidne.
Mogu li se na¢i f i g koji su u svim tackama prekidne, ali da je h neprekidna
u svim tackama?

Neka su f: R — Rig:R — R neprekidne funkcije na R. Pretpostavimo da
je f(r) = g(r) za sve racionalne brojeve r. Pokazati da je f (z) = g (z) za
sve x € R.

Neka je g : R — R neprekidna funkcija na R takva da je g (0) = 0 i neka je
f : R — R funkcija za koju vrijedi |f (z) — f (y)| < g(x — y) za sve x,y € R.
Pokazati da je f neprekidna funkcija na R.

Pretpostavimo daje A C Ridasu f: A — Rig: A — R neprekidne funkcije
na A. Definirajmo h: A — R sa h(z) := max{f(z),g9(x)}ik: A — Rsa
k(x) :=min{f (z),g (z)}. Dokazati da su funkcije h i k neprekidne na A.



Poglavlje 3

Diferencijabilnost

3.1 Pojam diferencijabilnosti

Definicija 3.1.1 Neka je funkcija f definirana na nekom intervalu I C R, zq € I,
h = Ax tako da je xg + Ax € I. Ako postoji konaéna granitna vrijednost

. Af L f(xo+ Az) — f(x0)
Aim A = A, A , (3:-1)
odnosno
. Af o f(xo+h)— f(x0)
i ) h ’ (32)

tada kazemo da je funkcija [ diferencijabilna u tacki xg, a graniénu vrijednost
(3.1) (odnosno(3.2)) nazivamo izvodom ili derivacijom funkcije f u tacki zo.

)
Izvod funkcije f u tacki zp oznacavat ¢emo s f/ (xp) ili d—f (x0)-
x

Ako je funkcija f diferencijabilna u svakoj tacki intervala (a,b), tada kazemo
da je funkcija f diferencijabilna na intervalu (a,b) i oznacavamo to simbolicki
s f € D((a,b)) (drugim rije¢ima, oznaka D ((a, b)) predstavlja klasu funkcija difer-
encijabilnih na intervalu (a,b)).

Primjer 3.1.1 Ispitati diferencijabilnost funkcije y = /5x u tatki xo = 1 i eventu-
alno izralunati y' (1).

39
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Rjesenje. Prvo nadimo grani¢nu vrijednost oblika (3.2):

BF _ yy R =F0) _y, VAOET -

h—0 h h—0 h h—>0
—1im‘/5(1+h)_\[ /5 (1 +h) +\f
h=0 h V5 (1+h) +\f

~ im 5(14h)—5
"=On (/B L+R) + f) m )+ V5
5 5
= ﬁ =5
Posto ta grani¢na vrijednost postoji i konacna je, zakljucujemo da je funkcija y
diferencijabilna u tacki zg =1idaje ¢ (1) = @ &

Primjer 3.1.2 Ispitati diferencijabilnost funkcije f : R — R, z — /2, u proizvoljnoj
tacki x € R.

Rjesenje. Kako je

& (200 e 8
h—0 h h—0 b0
; (z + h)? — V2 \/:c+h +\/x+h Va2 + Vat
= 11m

<3 (m+h)2>3 - (3:1:2)3
= lim
" ({’/(Hh)“ + @+ 1V + \/;4)
~ lim h(2z + h) 2% 2

"0 <§’/(x+h,)4+ {’/(:U—l—h)Q\?’/x»Q—i- \%74> IR

zaklju€ujemo da ta grani¢na vrijednost postoji i konacna je u svim tatkama z € R\ {0}

i da je u tim tackama izvod funkcije f' (z) = 3 . S druge strane je
— Sh2 _
A TS (0) hmu il
Ao h R0 h ao  h h10 /B
i
. 1
lim—= = lim——= = 400,

hl0 h ARVA)
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$to znadi da ne postoji grani¢na vrijednost hn% af , pa funkcija f u tacki g = 0 nije

diferencijabilna. &

3.2 Diferencijabilnost elementarnih funkcija

U ovoj sekciji ispitivat éemo diferencijabilnost elementarnih funkcija na njihovim
domenima.

1. Za funkciju f : R — R, z + ¢ (c je konstanta) imamo da je grani¢na
vrijednost oblika (3.2)
lim — = limf(x+h) —f@) = hmg = lim0 = 0,

h—0 h h—0 h h—0 h h—0

koja je konacna, pa je funkcija f diferencijabilna u svakoj tacki x € R i u svakoj
toj tacki vrijedi

/() = (e) =0.

2. Prema Definiciji 3.1.1 za funkciju f : R — R, z +— 2" (n € N) imamo da je

. . fle+h)—f(x) . (z+h)"—2"

lim— =1 =lim—%——
A h ) h
n n—1

"\ kpn—k n N\ kpn—k
Z <k>az h —x <k>x h

— lim *=0 — Jim *=0

h—0 h h—0 h

n—1
) n g n _ _
— lim .%'khn k=1 _ 2" lznxn 1’
hHOk—O k n—1

8to je konacna vrijednost za sve x € R. To znaéi da je funkcija f diferencijabilna
u svakoj tacki x € R i da u tim tackama vrijedi

7'(@) = (") = na" ",

Napomena 3.2.1 Kasnije cemo pokazati da isti zakljucak vrijedi kad prirodni broj
n zamijenimo proizvoljnim realnim brojem r.

3. Za funkciju f : [0,400) — [0,400),  — /x imamo

i~ @R S@) g Veth- Ve
h—0 h h—0 h h—0 h

:h\/ﬁf\/ﬁ+f

h—0 h Vo +h+z
r+h—x 1

hﬁoh(\/ﬁnL\f) NG
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a ta grani¢na vrijednost postoji i konacna je za sve x > 0. Dakle, funkcija f je
diferencijabilna na (0, +00) i vrijedi

fl(z)=(Vz) = ==, z>0.

4. Koriste¢i Definiciju 3.1.1, za funkciju f : R = R, x — a* (0 < a # 1)
dobijamo

_ z+h _ x h _ 1
lim—:limf(x—i_h) f () :lima a4 :azlima
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
=a"lna,

sto je konatna vrijednost za bilo koje x € R te je funkcija f diferencijabilna u
svakoj tacki z € R i u tim tackama vrijedi

f'(z) = (") = a® Ina.

Uzimajuéi specijalno a = e, dobije se da je i funkcija f : R — R, x — e* diferenci-
jabilna u svakoj tacki x € R i u svim tim tackama vrijedi

P (@) = () = ev.
5. Za funkciju f : (0,400) — R, z —log,z (0 < a # 1) imamo

f(x—i—h)—f(a:) : loga(w—i_h)_logax
m = lim
h—0 h h—0 h h—0 h

L
log, nepr. fja . h\* "
¢ = 1 1 1+ —
08, m ( +x) ]
1 1 1
og, et = logse (= ——)

Kako je to konagna grani¢na vrijednost u svim tackama domena funkcije f, tj.
svim z € (0,400), to je f diferencijabilna u svim tim tackama i vrijedi

1

;1
7'(@) = (log, ) = ~logge (= ——).

Specijalno, za a = e, imamo da je funkcija f : (0,400) — R, z +— Inz diferencija-
bilna u svim tackama z € (0,400) i da je u tim tackama

/(@)= () = .
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6. Za funkciju f : R — [-1,1],  — sinz imamo

. Af . f(x+h)—f(x) . sin(z+h)—sinz
lim — = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h
2sin 2 cos 2zth sin 2 2 h
=lim—2—"— 2 — lim 2 . lim cos T+
h—0 h h—0 & h—0
cos nepr. fja . 2x+h
= 1-cos | lim
h—0 2
= cosz,

8to je kona¢na grani¢na vrijednost za sve z € R, pa je funkcija f diferencijabilna
u svim tackama x € R i vrijedi

f'(z) = (sinz)’ = cos .

Analogno se pokazuje da je funkcija f : R — [—1, 1], = + cosz diferencijabilna
u svim tackama x € R i vrijedi

f'(z) = (cosz)’ = —sinz.

7. Ispitajmo jos i diferencijabilnost funkcije f : (—g, %) — R, x — tanz. Kako je
(zbog neprekidnosti funkcije cos) grani¢na vrijednost

Af fx+h)—f(z) tan (x + h) —tanz

im 2 g _
oo h ) h ) h
in(z+h i
 lim 302((§+h)) — tosr _ sin(z + h)cosx — sinx cos (x + h)
h—0 h hcos (xz + h)cosx
I sinh 1 1
= lim . =
h—0 h  coszlimcos(x+h) cos?x

h—0

konaéna, to je funkija f diferencijabilna u svakoj tacki x € (—g, %) i za sve takve
x vrijedi
1
! = (ta = ——,
@) = (tane) = ——
Analogno se pokazuje da je i funkcija f : (0,7) — R,  — cot z diferencijabilna
u svakoj tacki z € (0,7) i vrijedi

I (@) = (cota) = ——
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3.3 Formula o razlaganju

Pojam diferencijabilnosti funkcije moze se uvesti na razli¢ite nac¢ine. Pored nacina
kojeg smo mi naveli na pocetku ovog poglavlja (Definicija 3.1.1), diferencijabilnost
funkcije je moguce definirati i kao ¢injenicu da ona zadovoljava tzv. formulu o
razlagangju, ali se pokazuje da je to ekvivalentno s nasom definicijom. Naime vrijedi
sljedeci teorem.

Teorem 3.3.1 Pretpostavimo da je funkcija f definirana na intervalu I C Dy.
Tada je funkcija f diferencijabilne u tacki x € I ako i samo ako vrijedi

Af =LAz + Aza(Az)  (a(Az) — 0 kad Az — 0), (3.3)

odnosno,

Af =LAz +o(Az) (Ax—D0), (3.4)

gdje je L € R, a Ax i Af su prirast argumenta, odnosno prirast funkcije u tacki
x, respektivno.

Napomenimo da se formula (3.3), odnosno (3.4), naziva formulom o razlaganju
funkcije f u tacki x.
Dokaz. i) Pretpostavimo da je funkcija diferencijabilna u taski « € I C Dy, sto

prema Definiciji 3.1.1 znaéi postoji kona¢na grani¢na vrijednost f' (z) = hm A —

L (L € R). Odavde vrijedi

Af
lim — — L =
ArSoAz 0,
odnosno Af
li — — L) =
Aro <A:c > 0

i ako uvedemo smjenu % — L = «a(Az), jasno je da vrijedi a(Az) — 0 kad
Ax — 0 i, osim toga,
Af =LAz + Aza (Ax),

tj vrijedi formula o razlaganju (3.3).
ii) Pretpostavimo sada da vrijedi formula o razlaganju (3.3). Tada iz te formule
slijedi da je
Af
Ar =L+ a(Az) (a(Az)— 0kad Az — 0),
pa je
Af

Alggofm =L+ hmoa (Az) =
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to jest postoji kona¢na grani¢na vrijednost Alimo% i vrijedi f’ (z) = L, 8to znadi
r—
da je funkcija f diferencijabilna u tacki z. m

Sljedeti teorem govori o vezi izmedu diferencijabilnosti i neprekidnosti funkcije,
a jednostavno se dokaszuje priomjenom formule o razlaganju.

Teorem 3.3.2 Ako je funkcija f : Dy — R, diferencijabilna u tacki xo € I C Dy
(I je interval), tada je ona i neprekidna u tacki xo. Obrnuto, opéenito ne vrijedi.

Dokaz. 1. nacin - primjenom formule o razlaganju
1z pretpostavke o diferencijabiolnosti funkcije f u tacki zg slijedi da ona zadovoljava
formulu o razlaganju (3.3). Zbog toga je

lim Af = lim (LAz + Aza(Azx)) =0,
Az—0 Az—0
pa prema Definiciji 2.1.2 funkcija f je neprekidna u tacki zo.
2. naéin - primjenom Definicije 3.1.1
1z pretpostavke o diferencijabiolnosti funkcije f u tacki xg iz Definicije 3.1.1 slijedi
da je

Zbog toga je

zllgrlo f (1‘) B f (:EO)] - $h—>H$10 f (xil)j : io(x()) (l' ! )
lim f (@) = f (o) lim (z — xo)
T—x0 T — X0 T—T0
(?;5) / (CEO) . 0

to jest lim f(x) = f (z0), a to prema Definiciji 2.1.1 slijedi da je f neprekidna u

T—T0
tacki Zo-

Da obrnuto ne vrijedi pokazuje sljede¢i kontraprimjer.
Funkcija f: R — R, z — |z| je nprekidna u tacki ¢ = 0, jer je

L=l = lim x| = lim (~z) = 0
lim f () = lim o] = lim (—z) =0,

D=1l =i = limz =0
;ﬁ)lf(w) l}?g!wl limz = 0,
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odnosno L = D = lir%f () = 0= f(0). S druge strane je

TN Ut Bt O PO e U P lim (-1) = -1,
h10 h rto  h 10 h h10
D =i OFR = O P =0z0 2y = 1,
h10 h nlo h RtOh  h10
pa ne postoji konacna grani¢na vrijednost }llin}] w, to jest funkcija f nije

diferencijabilna u xg = 0. m
Navest ¢emo i sljedece slucajeve neprekidnih funkcija koje nisu diferencijabilne
(zbog vaznosti tih funkcija u narednom izlaganju).

Primjer 3.3.1 a) U Primjeru 3.1.2 vidjeli smo da funkcija f : R — R, z +— Va2 u
tacki xo = 0 nije diferencijabilna. Medutim, ona je u toj tatki neprekidna funkcija jer
vrijedi lim Va2 =0= f(0).
xr—
b) Funkcija f : R — R, x +— /x je neprekidna u atki xo = 0 jer vrijedi lin})\‘"f =
€Tr—>
0= f(0). S druge strane je

3
limM = lim\/ﬁ_o = lim 1 = 400,
h—0 h h—0 h h—0 /2

Sto znali da grani¢na vrijednost, iako postoji, nije konacna, pa funkcija f nije diferen-
cijabilna u tatki o = 0. &

3.4 Pravila za izvode

Pravila za izrac¢unavanje izvoda diferencijabilnih funkcija iskazana su sljede¢im
teoremom.

Teorem 3.4.1 Pretpostavimo da su funkcije f : Dy — R ig: Dy — R diferencija-
bilne u nekoj tacki xo € I C DyN Dy (I je interval). Tada su u xg diferencijabilne
i sljedete funkcije: cf (c € R neka konstanta), f + g, fg i 5’ ali posljednja uz
pretpostavku da je g (x) # 0 za sve x € I. Pri tome vrijedi:

i) (cf) = cf,

i) (f+g) =f+¢,

i) (f9) = f'9+ fd',

iv) (f)' _fl9—fd
9 g
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Dokaz. Zbog kompleksnosti izvest éemo dokaze samo za iii) i iv).

iii) Neka je ¢ = fg. Tada je

(fg) (o + Ax) — (fg) (x0)

lim % = lim (o + Az) — ¢ (20) = lim

Az—0Ax Az—0 Az Ax—0 Az

_ f (w0 + Ax) g (20 + Az) — f (20) g (T0)

= 11m
Axz—0 Ax

~ tim f(zo + Az) g (xo + Az) — f (20) g (z0 + Ax)
Az—0 A.’L’

+ lim f (w0) g (z0 + Az) — f (20) g (20)
Axz—0 Az

_ o f(@o+ Az) — f(=o) .

TAmT A Al (et A

g (zo+ Az) — g (z0)
Az '

I
o) g
Zbog diferencijabilnosti funkcija f i g u tacki g vrijedi

lim f(xo+ Ax) — f(x0) _ f(z0), lim 2 (g + Az) — g (x0)

Az—0 Ax Az—0 Azx

= g’ (zo) -

Osim toga, funkcija g je, prema Teoremu 3.3.2, i neprekidna u tacki xg, pa vrijedi
li Azx) = li A = :
Jimg a0+ Aa) =g ( Jim o0+ A2) ) =g (a0)

Uzimajuéi to u obzir, dobije se

Alﬁo% = f"(x0) g (z0) + f (x0) ¢’ (x0) = (f'g) (x0) + (f¢') (x0)
= (f'g+ f9) (x0),

to jest postoji ta grani¢na vrijednost i konacna je, sto znaci da je funkcija ¢ = fg
diferencijabilna u tacki xg i vrijedi

¢ (z0) = (f9) (z0) = (f'g + fd') (x0),

odnosno (fg)/ =flg+ f¢g.
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iv) Neka je ¢ = g. Tada vrijedi (koriste¢i osobine diferencijabilnosti funkcija
fig utacki zg kao u slucaju iii))

i 2% _ iy @0+ AZ) — ¢ (20) _
Az—0Ax Az—0 Ax Az—0 Az

f(zo+Az) _ f(xo)
i 9G0vAD " yte) _ o (@0 + Az) g (20) = f (x0) g (w0 + Aa)

Az—0 Az Az—0 Axg (z9) g (xo + Ax)
_ iy ] @0+ A2) g (w0) — [ (20) g (20)
Az—0 Azg (x0) g (xo + Ax)
f (z0) g (xo + Am) — f (0) g (w0)
Az—0 Axg (zo) g
o @0+ Az) — f(z0) g (o)
Az—0 Ax g (o) Algicn_qog (o + Ax)

[ (o) i 90 + Az) — g (x0)
g (zo) Alimog (xo + Ax) Az—0 Ax
(o) g(z0)  f(x0)g' (x0)  f'g—fd

=@l e g

To znaci da postoji ta grani¢na vrijednost i konacéna je, pa je funkcija ¢ = <>

diferencijabilna u tacki xg i vrijedi

o w0 = (1) = (L2 o),

[Y
/ ! !
odnosno <f> = M [
g g
Primijetimo da pravilo iii) u prethodnom teoremu implicira pravilo i). Naime,
zbog ¢injenice da je konstantna funkcija diferencijabilna u svakoj tacki i da je njen

izvod u svim tim tackama jednak 0, to jest ¢ = 0, imamo
() =df+ef =cf

Takoder, sada mozemo odrediti izvod funkcije f : R — R, x — 2" za n € Z~,
to jest kad je n negativan cio broj. Uvedimo smjenu n = —k, k£ € N i buduci da
smo ranije pokazali da je (a:k)/ = ka*~1, imat éemo, prema pravilu iv) prethodnog
teorema,

. Y 1Y o) Vab —1-kab—1  —k ke e
(z ),:<95 k) _<> = 22k :xkﬂ:_kx = na"
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Preostaje jos da se dokaze da isti rezultat vrijedi i za bilo koji realan broj n.
Primjenom pravila iv) jednostavnije se mogu odrediti izvodi funkcija tan i cot.
Naime,

sinaz)’ (sinz) cosz — sinx (cos z)’

(tanz) = (

coS T cos? x
.9 2
sin“ x + cos“ x 1
cos2 x cos2 x

i analogno za funkciju cot.

3.5 Izvod slozene funkcije (lané¢ano pravilo)

Komplikovanije funkcije se ¢esto dobijaju kompozicijom, koje se diferenciraju ko-
risteci tzv. lancano pravilo. Pravilo nam takoder govori kako se derivacija mijenja
ako promijenimo varijable.

Teorem 3.5.1 (Lanéano pravilo) Neka su Iy i Iy intervali. Pretpostavimo da
je funkcija f : I1 — Is diferencijabilna u tacki xg € 11, a funkcija g : Is — R difer-
encijabilna u tacki ug = f (xg). Tada je sloZena funkcija h = go f diferencijabilna
u tacki o © vrijedi

b (z0) = (g0 f) (z0) = (9 (f (20))) = ¢’ (f (z0)) - ' (z0) - (3.6)
Dokaz. Neka je E = E (h) funkcija definirana sa

0, zah=20

E(h) =9 g(ug+h) — g (uo)

’ — ¢ (uo), za h#0.

Prema definiciji izvoda imamo

lim E (h) = lim? (uo + h) — g (uo)

h—0 h—0 h — g (uo) = ¢' (uo) — ¢’ (up) =0 =E(0),

§to znaci da je funkcija E (h) neprekidna u h = 0. Takoder, uo¢imo da za sve h
(h = 0 ili ne) vrijedi

9 (uo +h) = g(uo) = [¢ (u0) + E (h)] h. (3.7)
Sada stavimo da je h = f (xo + Ax) — f (z0), pa je uop + h = f (xo + Ax) i

(3.7)

9(f (xo+Az)) = g(f (z0)) =" [¢' (f (w0)) + E ()] [f (z0 + Az) — f (z0)].
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Bududéi da je funkcija f diferencijabilna u xg, vrijedi

lim ! (zo + Az) — f (m0)
Axz—0 Az

= f" (o). (3.8)

Istovremeno funkcija f je i neprekidna u zg (jer je diferencijabilna u zg), tako da
je

Aim k= lim [f (2o + Az) — f(z0)] = lim f(zo + Az) — f(x0) =0.  (3.9)

Dalje imamo

o) = tim LY @0 T AD) = g(f (w0))
dx

Axz—0 Az

xo+ Ax) — f (x
= Jim [ (F (z0)) + 2 () TR ED =T 00)

odnosno, zbog neprekidnosti funkcije F u tacki 0, kao i zbog (3.8) i (3.9), imamo

o) = 7o+ ()] g et SE T
= [¢' (f (z0)) + 0] f' (w0) = ¢' (f (z0)) [ (o).

Primjer 3.5.1 Odredimo izvod funkcije y = v1+ z2. Ovdje je y = g(u),

gdj
jeu = f(x), pajey = g(f(z)). Specijalno, u ovom primjeru je g (u) = \f
f(z) =1+ 2% Buduéi da su odgovarajuéi izvodi od g i f:

/ 1 /
= — :2
JW=gz i f@=2
lan¢ano pravilo nam daje rezultat
dy d
r_ _ /
y o= =g @) =g (@) S @
1 1 x

2\ﬁ CV14a?

Primjer 3.5.2 Ispitajmo diferencijabilnost sljedete funkcije

2 1
{m sin =, @ # 0,

f @)= 0, x=0.
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Zax # 0 prema (3.6) je f' (z) =2zsinl —cos 1, a utatkiz =0 je

x?

b fO+AD) = f(0) . Adtsing 1
F0) = Alglgrgo Ax N AlalchO Ax N AI;IEOAHC A T 0

Prema tome, imamo da je
(@) = 2xsin%—cos%, x # 0,
0, x =0,

Sto znali da je funkcija f diferencijabilna u svim tatkama x € R (pa je i neprekidna).
No, uo&imo da je funkcija f' u tatki O prekidna (0 je osciliraju¢a tatka). &

Primjer 3.5.3 Ranije smo pokazali da je funkcija f (x) = z™, n € Z diferencijabilna
u svakoj tatki x € R i da vrijedi f' (x) = na™~1. Medutim, koriste¢i lanéano pravilo

u moguénosti smo da odredimo izvod funkcije f (x) = x®, s € R. Naime, koriste¢i
Jjednakost z° = e*!"*, imamo

(:BS)I — (681nx>, _ eslnx . (Sln:c)/ _ eslna: . S — 5.2 = SZL'S_l.

Specijalno, za f (z) = L dobijamo

Primjer 3.5.4 Ranije smo vidjeli da je (Inz)' = 1 zax > 0. U sluéaju kad je z < 0,

T
koriste¢i lan¢ano pravilo imamo da je
/ 1
(In(-z)))=— -(-1)=— zax <0.
x

Zaklju¢ujemo da je funkciju In |x|, definirana za sve x # 0 i diferencijabilna u svim
tatkama svog domena, pri cemu je

(In|z)) = % v 40, &
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Primjer 3.5.5 i) lzvode hiperbolnih funkcija izratunavamo koristeéi pravila za izvode
i lan¢ano pravilo:

x _ ,—x , (__ / T —x
(sha) = ( ) _ef—e e (a) et _ che,
2

(ch:c)/ = <e te ) _° _26 = shx,
(th ), B shz\" sh:z:) chx — shx (chx)’ B ch?x — sh?z 1

YT \he ch?z N ch?z ~ ch2g’

, (chx\"  (cha) shx — cha (shz)  sh’xz —ch®z 1

(cth) = <5hx) N sh?x N sh?x -~ sh2x’

i) Odredimo izvode inverznih hiperbolnih funkcija. Prije toga do¢i éemo do anali-
tickih oblika tih funkcija.

Koristeti osobine funkcija e® i e™*, zakljuCujemo da je funkcija sh : R — R
monotono strogo rastuta i neprekidna, pa prema Teoremu 2.5.8 ona ima inverznu
funkciju arsh R — R koja je, takoder monotono strogo rastuca i neprekidna. Iz
y = shx =

2 _9ye® —1 =0,

odakle je €® = y+ /1 + y? (jer zbog € > 0 ne uzimamo u obzir e* = y—+/1+ y2),
odnosno x = In (y + 1+ y2). Dakle, dobili smo da je

arshy = In (y—i— \/l—i—y?).

Prema lan¢anom pravilu imamo

(arshy) =

1 Y 1

— |1+ = , yER

Funkcija ch : R — [1,+00), kao parna funkcija je strogo monotona i neprekidna na
svakom od intervala (—o00,0) i [0,+00), tako da njene restrikcije na tim intervalima,
ch_ : (—00,0) — [1,+00) i chy : [0,+00) — [1,400) jesu bijektivne funkcije, pa
postoje njima inverzne funkcije arch_ : [1,+00) — (—00,0) i archy : [1,+00) —
[0,+00). Prva od njih je monotono strogo opadaju¢a, a druga je monotono strogo
rastuca i obje su neprekidne funkcije. Na slican nacin kao i u slu¢aju funkcije arsh,
dobijemo

arch_y = ln(y—\/yQ—l)7 y € [1,+00),
archyy = ln(y—i—\/y - ) y € [1,+00),
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Sto mozemo, po dogovoru, smatrati da je

archy = In (yj: Vy?— 1), y € [1,400).

Koriste¢i lantano pravilo, imamo

Y

1 1
1+ =T ye[l,4o0).
yiv¢—1< v¢—1> y? -1 vel )

Funkcija th : R — (—1,1) je strogo monotono rastuéa (sto se moZe ustanoviti iz:
y = the = St — c—e? 621_1), pa ima inverznu funkciju arth : (=1,1) — R

chx erte 7 e2r+1
oblika x = arthy = 31In %Z Ona je diferencijabilna na intervalu (—1,1) i vrijedi

(archy)’ =

1 1-— 1-— 1 1
(arthy) = = - v, v+ ;_y = 50 |yl < 1.
2 1+y  (1-y) -y

I najzad, funkcija cth : R\ {0} — (—o0, 1)U(1, +00) je strogo monotono opadajuéa

v S S
(3to se vidi iz: y = cthx = 9T = € e ? — e+l

e = Sreg = Sy, © # 0) te ima inverznu funkciju
arcth : (—o00,1) U (1,+00) — R\ {0}, &iji je analititki oblik x = arcthy = % In %

Ona je diferencijabilna na (—oo, 1) U (1, +00) i vrijedi

(arcthy) = ly >1. &

1
1—y?’
Napomena 3.5.1 a) Primijetimo da se lancano pravilo (3.6) moZe zapisati i na
sljedect nacin

2029 (o) = LD () = 2 (5 ) L (a)

ily skraéeno

d(g(f) dg df

de  df dz’

b) Jednostavno se indukcijom pokazuje da vrijedi i opéenito

A(fnofurowoft)  dfu dfus  dfs
dx _dfn—l dfn—2 dx’

uz odgovarajuce pretpostavke o diferencijabilnosti funkcija f1, fo, ..., fn-
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3.6 Izvod inverzne funkcije

Jos§ uvijek nismo razmatrali diferencijabilnost inverznih trigonometrijskih funkcija.
Da bismo to mogli uraditi neophodan nam je sljedeci teorem.

Teorem 3.6.1 Neka je funkcija f : Iy — I3 neprekidna i strogo monotona na Iy i
neka je @ : Io — 11 mjena inverzna funkcija, pri cemu su I, I C R neki intervali.
Pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna u tacki xo i da je f'(xg) # 0.
Tada je funkcija ¢ diferencijabilna u tacki yo = f (o) @ vrijedi

|
¢ (yo) = 7 (a0)

odnosno )
/
f(xg) = ———.
# ) = 7w

Dokaz. Neka je y = f (z), x € ;. Tada je x = ¢ (y) i 2o = ¢ (yo). Zbog toga je

pW) —plyw) . z—w0 1

Y=Y f (@) = f (2o) %ﬁgxo)

Kako je

Jm [y —yo] = lim [f(z)— f(z0)] =0,

lim [z —zo] = lim [o(y) — ¢ (y)] =0,

Yy—Y0 Y=o

zbog neprekidnosti fukcije f u tacki xg (po pretpostavci) i neprekidnosti funkcije
¢ u tacki yo (kao inverzne funkcije strogo monotone funkcije f), zakljuéujemo da
x — x¢ ako i samo ako y — yg, pa dalje imamo

i £ W) —e(vo) _ o, 1 1

im m = .

Y=y Y — Yo z=ao S@)=f (o) f! (z0)

Dakle, funkcija ¢ je diferencijabilna u tacki yo = f (xo) i vrijedi ¢’ (yo) = %. ]
Primjer 3.6.1 Za inverzne trigonometrijske funkcije arcsin, arccos, arctan i arccot
ispitat cemo njihovu diferencijabilnost i odrediti izvode koriste¢i Teorem 3.6.1.
Funkcija sin : [—g, g] — [—1, 1] je strogo monotono rastué¢a i neprekidna pa ima
inverznu funkciju arcsin : [—1,1] — |7, %] Pri tome za funkciju y = sin x vrijedi da
je (sinz)’ =cosz #0 zax € (—35,%) i tada je |y| < 1, $to zna&i da su zadovoljene
prepostavke Teorema 3.6.1, pa imamo

1 1 1 1
(arcsiny)’ = = = = , Jyl < 1.

(sinz)  cosz /1 _ginlz /1— 42

—
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Primijetimo da je znak (4) ispred korijena izabran zato 3to je cosxz > 0 za x €
(_%’ %) :

Sli¢no se zakljutuje da su funkcije cos : [0, 7] — [—1,1] i arccos : [-1,1] — [0, 7]
uzajamno inverzne funkcije, pri temu je (cosz) = —sinz A0 zax #0ix # 7. Za
x € (0,7) imamo da za vrijednosti funkcije y = cosx vrijedi |y| < 1. Prema Teoremu
3.6.1 imamo

1 1 1
(arccosy) = = =

1
(cosz)  sinz _\/1—C082£B—_\/1—y2’

| ovdje je znak ispred korijena izabran imajuéi na umu da je sinz > 0 za z € (0, 7).

.. (rx . ] ir . )
Funkcije tan : ( 7 2) — R jarctan : R — ( 75 2) Ssu uzajamno inverzne

funkcije i zadovoljavaju uvjete Teorema 3.6.1, tako da na analogan nalin prethodnim
slu¢ajevima imamo

ly| < 1.

(arctany)’ 1 1 cos? 1 1 cR
I 1n = = = = = s .
Y (tanz)’ cos2z +sin?z  1+tan?z 1+ 92 4

cos?

Kako su funkcije cot : (0,7) — R i arccot : R — (0,7) uzajamno inverzne i
takoder zadovoljavaju pretpostavke Teorema 3.6.1, dobijamo da za sve y € R vrijedi

( ty) 1 1 sin® z 1 1
arcco = = = _ - _ - _
Y (cotz)  — Sin12 - cos? z + sin? z 1+ cot?z 1+ 92

&

Tako smo ve¢ odredili izvode inverznih hiperbolnih funkcija koriste¢i lanc¢ano
pravilo, do istih rezultata je moguce do¢i koristenjem Teorema 3.6.1, kako je
pokazano u narednom primjeru.

Primjer 3.6.2 Za area funkcije, za koje smo ve¢ izratunali izvode koriste¢i lanano
pravilo, sada do istih rezultata moZzemo doci koriste¢i Teorem 3.6.1. Naime,

1 1 1
(arsha)” = (shy)’ - % B \/1 + sh2y B V1+a2? ze R,
(archz) = (C;J),:;Ly:j:\/ch;yi_l:i\/%,xe[l,—i-oo);
(artha)” = (thly)' = ch’y = ChQJ}th2y T —1th2y T —1x2’ [l < 1;
(arcthz)” = (ctilzy)/ = —sh’y = _chQJ}fihzy - _cth% 11 —13:2’ [ >1

&
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3.7 Geometrijski i fizikalni smisao izvoda

Pretpostavimo da se vrijednost neovisne varijable sa x¢ promijeni za Axz. Na grafu
krive y = f (x) oznacimo tacke P (zo, f (z0)) i R (zo + Az, f (zo + Az)) (Slika I1).
Neka je o ugao koji sjekanta PR gradi s pozitivnim smjerom ose Ozx. U pravouglom
trouglu PQR je LQPR = « (kao uglovi s paralelnim kracima). Ako pustimo da
tacka R klizi duz grafa krive y = f (z) prema tacki P, uocavamo da ¢e sjekanta
PR teziti da zauzme polozaj tangente t krive y = f () u tacki P. Pri tome se Az
sve vige smanjuje, tj. Az — 0. Ako sa [ ozna¢imo ugao koji tangenta t zaklapa s
pozitivnim smjerom ose Ox, onda je jasno da vrijedi

Ar - 0= a— 3,

odnosno
Axr — 0= tga — tgf. (3.10)
y
fxtAX) @ — — — — — — — — — — — — — — — — — — —
Ay | y
|
|
P |
) — — — = — == — — 40
[ \
[ \
[ \
[ \
[ \
[ \
} I .
); xU:Ax .

Slika I1

Iz APQR slijedi

_RQ Ay f(zo+ Az) — [ (20)
tga = PO Dr A . (3.11)
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Iz (3.10) i (3.11) dobijamo

. . Ay /
8= e = fimon, 7V (o)
Dakle, izvod funkcije y = f (z) u tacki xo jednak je tangensu ugla B koji tangenta
t na krivu y = f (x) u tacki P (zo, f (x0)) zaklapa s pozitivnim smjerom ose Oz, tj.
jednak je koeficijentu pravea tangente t, odnosno nagibu tangente t, krive y = f ()
u tacki P (zo, f (x0)).

Uoc¢imo i sljede¢u ¢injenicu: kad je y' (zg) > 0, tj. kad je nagib tangente ¢
pozitivan, tada je graf funkcije rastuéa kriva (odnosno, funkcija je rastuca); kad je
y' (z9) < 0, tj. kad je nagib tangente ¢ negativan, graf funkcije je opadajuca kriva
(odnosno, funkcija je opadajuéa). U slucaju kad je v’ (zg) = 0, tada je tangenta t
paralelna sa osom Oz.

Napomena 3.7.1 Jednadzbu tangente u tacki P (xo, f (zo)) grafika funkcije f
mozemo odrediti preko formule za jednadzbu prave kroz jednu tacku, koristeti vet
uotenu ¢injenicu da je nagib te tangente upravo f'(xg). Tako imamo

t:y— f(zo) = f (x0) (x — o),
dok je jednadzba normale krive u tacki P oblika

1
n.y—f(:co):—m(:c—xg).

3.8 Lijevi i desni izvod. Beskonacni izvodi

3.9 Logaritamski izvod i izvod funkcije zadane para-
metarski

3.10 Diferencijal funkcije

3.11 1Izvodi i diferencijali viseg reda
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3.12 Osnovni teoremi diferencijalnog racuna
3.13 L’Hospitalova pravila

3.14 Taylorova formula

3.15 Lokalni ekstremi

3.16 Konveksnost (konkavnost)

3.17 Asimptote funkcije

Zadaci za samostalan rad

1. Ispitati diferencijabilnost funkcije f : R — R, x + sin(2z 4+ m) u tacki

Ty = 37” i eventualno izrac¢unati f’ (37”) koriste¢i samo Definiciju 3.1.1.

2. Ispitati diferencijabilnost funkcije f : R — R, x +— 3% u tacki o = —2 i

eventualno izra¢unati f’(—2) koriste¢i samo Definiciju 3.1.1.

3. Funkcija f je diferencijabilna u tacki a. Odrediti sljede¢e grani¢ne vrijed-
nosti:

a) lim n (f (“*i) —f(a)); b) lim n <f(a)—f<a—21n>>;
o) nlggon<f (wi) —f(a—i)).

4. Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki a, odrediti sljede¢e grani¢ne vrijed-

nosti:
a) lim Jan) = Fla) za svaki niz {z,} - ; takav da je z, # a, n € {1,2,...}
n— 00 Tp —Q

iz, —a(n— o0);
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10.

_ f@)e” = f(0) 0
b)ili%f(x)cosx_f(o),akOJea—Olf(0)750,
c) hma”f(x)—x"f(a)’neN.

z—a T —a

. Neka je a > 0 za familiju funkcija

lz|*sin 1, x #0,

fa(:c):{ 0, v x=0.

Dokazati da je za a > 1 funkcija f, diferencijabilna u tacki 01 da je f/, (0) =
0, a da za o < 1 funkcija f, nije diferencijabilna u tacki 0. Dati geometrijsku
interpretaciju.

. Pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna u tacki a i da je broj k fiksan.

Odrediti

i (1 (o D)1 (00 2) o (0 5) b))

. Neka je funkcija f diferenciojabilna u tacki a. Odrediti

nllngon<f <a+nlz) —i—f(a—i-ni) —i—...—i—f(a—l—%) —nf(a)).

. Neka su brojevi a > 0, m,k € N fiksirani. Izracunati sljedete grani¢ne
vrijednosti:
)™ )"+ ... k)™

2) lim <(n+ )™+ (n+2) 1+ + (n+k) _kn>;

n— oo nm—

a_i_lna_i_gn...a_i_ﬁn

) i 08 D) )

n—00 amn

9 am (1) (1 35) - (8)

. Ako su funkcije f i g diferencijabilne u tacki a, izracunati grani¢nu vrijednost

i @@ =1 (@g @)

r—a T —a

Pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna u tacki a, pri ¢emu je f (a) >
0. Odrediti sljedete limese:

f(CH‘l) ’ f () oina
a) lim SNV I b)lim<f$> ,a>0.

n—00 f (a) ’ z—a
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11.

12.

13.

14.
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Izra¢unati sljedece limese:

. 1\7, : m(n+1)\", : oot )"
a) 111;11010 (cos £)"; b) n,lLH;O (tan T) ; c) nILn;o (sm T) .
Ispitati diferencijabilnost sljede¢ih funkcija na R:
a) T — |[sinz|sin z; b) z +— (z — |z])sin? (7z); c) x— |sin]%.

Odrediti brojeve a, b i ¢ tako da funkcija

4z, x <0,
fx)={ ar®+br+c, O0<z<l,
3 — 2z, x> 1.

Neka je

ai (z) = Vz, az (x) = /o + a1 (), ..., any1 (T) = /2 + ap, (T), ...

za x > 0. Dokazati da za svako x > 0 postoji grani¢na vrijednost

lim a, () := ¢ (x).

n—oo

Odrediti ¢’ (z) za sve x > 0.



Poglavlje 4

Integrabilnost

4.1 Kriteriji konvergencije nesvojstvenog integrala

Za ispitivanje konvergencije (divergencije) nesvojstvenog integrala koriste se razni
krite-riji, koji su u principu analogni odgovaraju¢im kriterijuma za konvergenciju
numerickih redova. Ovdje ¢emo navesti neke od tih (najvaznijih) kriterija. Pri
tome ¢emo smatrati, ukoliko drugacije ne kazemo, da je singularitet integrala u
gornjoj granici b.

b

Teorem 4.1.1 Da bi nesvojstveni integral [ f (z)dz konvergirao, potrebno je i
a

dovoljno da za svako € > 0 postoji broj B, € (a,b), tako da za svaki par brojeva

B, 8" € (Bg,b) vrijedi
B//

/f(w) dzr| < e.
e

b
Dokaz. Da bi integral [ f (z)dz konvergirao potrebno je i dovoljno da postoji
a

xr
konac¢na grani¢na vrijednost li%)ub (z), gdje je ¢ (x) = [ f (t)dt (a <z < b). Prema
z a
Cauchyevom uvjetu, to vrijedi ako i samo ako

(Ve < 0)(3Bg:a< By<b)(VB,B") (Bo<B <B"<b=|p(B")—0(8)] <e).

Zakljucak slijedi iz ¢injenice
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]
Sljedeca tvrdnja nam daje dovoljan uvjet za konvergenciju nesvojstvenog inte-
grala.

b
Teorem 4.1.2 Pretpostavimo da je |f (z)| < g (z), x € [a,b) i da integral [ g (z) dx
a

b

konvergira. Tada konvergira i integral [ f (x)dz.
a

b
Dokaz. Posto integral [ g¢(z)dz konvergira, tada prema Teoremu 4.1.1, za za

a
svako £ > 0 postoji broj 3, € (a,b), tako da za svaki par brojeva (', 8" € (B,,b)

vrijedi ?f g (z)dz| = {3[" g (x)dx < e. Iz pretpostavke teorema slijedi
B B
B B B
/f(x)dm S/f(a:)|da:§/g(w)da:<a.
i I B’
[ ]

Primjer 4.1.1 Neka je |f (z)| < &, o > 1, za z € [a,+00), a > 0. Buduéi da

“+oo
integral [ x%dx konvergira (pokazati!), tada, prema Teoremu 4.1.2, konvergira i
a

integral +foof (x)dx. &

Kao i u sluéaju numerickih redova, i ovdje je vazan pojam apsolutne konver-
gencije nesvojstvenog integrala.

b
Definicija 4.1.1 Za nesvojstveni integral [ f (z) dz kaZemo da apsolutno konver-
a
b
gira ako konvergira integral [ |f (z)|dz.

a

Iz Teorema 4.1.2 neposredno slijedi sljedeta tvrdnja.

b
Posljedica 4.1.1 Ako nesvojstveni integral [ f (z)dz apsolutno konvergira, tada
a

on konvergira i v obitnom smilu.
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Obrnuta tvrdnja, medutim, opéenito ne vrijedi, to jest iz konvergencije nesvo-
jstvenog integrala ne slijedi obavezno i apsolutna konvergencija tog integrala, $to
se moze vidjeti iz sljedeteg primjera.

+00
Primjer 4.1.2 Pokazati da integral [
%

Rjesenje. Primjenom parcijalne integracije na dati nesvojstveni integral, dobi-
jamo

+

0 “+o00 “+o00

sinz cos ]+ cosx cosx
dx = [— } — 5—dr = — 5—dz.
T x 1z x x

us us s

2 2 2

+oo

; cosT C o e . . |cosx 1
No, integral [ 5—dx konvergira, sto slijedi iz nejednakosti 5 ‘ < — 1 ¢in-

n x x

)

+oo
jenice da integral [ — dx konvergira (pokazati!), primjenom Teorema 4.1.2.
x

s
2

S druge strane, za 3 > g, vrijedi
B8 +ool ) 400 5
sin? . cos 2z
- —dr — = dx.
/ / T2 / T o 2 / T o
5 ™
]

Integral f ~dx je neogranicen, pa iako je integral f Loss2 29” dx ograni¢en (konvergen-

sin x

[ME]
]
vl

2 2
T o TXsinx
cija integrala [ “*=Ldx dokazuje se slicno konvergenciji integrala [ ——dx),
s T i
2 2

+o00
slijedi da integral [
2

inx ) )
‘ dx divergira. &
x

Uoc¢imo da se pitanje apsolutne konvergencije svodi na pitanje konvergencije
nesvojstvenih integrala nenegativnih funkcija. U tom smislu su i sljedec¢ih nekoliko
kriterija konvergencije nesvojstvenog integrala takvih funkcija.

b
Teorem 4.1.3 Da bi nesvojstveni integral [ f (z)dx, f(z) >0 za x € [a,b) kon-

a
vergirao, potrebno je ¢ dovoljno da postoji broj K, takav da vrijedi

g
/f(x)dmgK, a<fB<b.
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B
Dokaz. Ocito je, zbog f(z) > 0 za z € [a,)), funkcija ¢ (8) = [ f(z)dx je
rastuca. Zbog toga postoji kona¢na grani¢na vrijednost %I;(b (8), odnosno nesvo-

b
jstveni integral [ f(x)dz konvergira, ako i samo ako je funkcija ¢ ogranicena.
a

Teorem 4.1.4 Pretpostavimo da je 0 < f (z) < g(z) za x € [a,b) i neka su

b
[ rer "

/ g (z)dz (4.2)

a

nesvojstveni integrali sa singularitetom b. Tada iz konvergencije integrala (4.2)
slijedi konvergencija integrala (4.1), a iz divergencije integrala (4.1) slijedi diver-
gencija integrala (4.2).

B B
Dokaz. Uvedimo oznake: ¢ (8) = [ f(z)dz, ¥ (8) = [g(z)dz, a < < b. Ako

integral (4.2) konvergira, tada prema Teoremu 4.1.3 postoji broj K takav da je
¢ (B) < (B) < K, pa prema istom teoremu i integral (4.1) konvergira.
Druga tvrdnja teorema je kontrapozicija prve. m

Primjer 4.1.3 Prethodni teorem se moze primijeniti da se dokaZe da nesvojstveni

+oo
integral [ e dx konvergira. Naime, uotimo da je e <eTl<z< 00,
0
“+oo
a integral [ e *dx konvergira (pokazati!).
0

Teorem 4.1.5 Pretpostavimo da su (4.1) i (4.2) nesvojstveni integrali, pri cemu

. [ (@)
eg(x) >0 zax € la,b). Ako postoji lim

je g (x) [a, D) postoji lim' =3
konvergencije integrala (4.2), za C < +oo, slijedi konvergencija integrala (4.1),

a iz divergencije integrala (4.2), za C > 0, slijedi divergencija integrala (4.1).
Specijalno, ako je 0 < C' < 400, onda integrali (4.1) i (4.2) konvergiraju, odnosno
divergiraju, istovremeno.

=C,0<C < +o00, onda iz
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Dokaz. i) Pretpostavimo da integral (4.2) konvergira i da je 0 < C' < +oo0.

Prema definiciji grani¢ne vrijednosti, iz limf (z)
z1b g ()

= (), slijedi da za proizvoljno
e > 0 postoji By < b, tako da vrijedi

f(x)

C—5<g($)

<C+eg, zafy<z<b.

Odavde je
fz) <(C+e)g(x), zapy<z<b,
B
pa iz konvergencije integrala (4.2), a samim tim i integrala [ (C + €) g (x) dz, slijedi
a
i integracija integrala (4.1).

ii) Pretpostavimo da integral (4.2) divergira i da je 0 < C' < +o00. Treba
dokazati da divergira i integral (4.1). U tu svrhu pretpostavimo suprotno, to jest
da integral (4.1) konvergira. Iz pretpostavke teorema slijedi

glx) 1

1
e T o Yse st

Prema dokazanom u i), iz konvergencije integrala (4.1), slijedila bi i konvergencija
integrala (4.2), sto je kontradikcija! m

T dx
Primjer 4.1.4 Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala [

1oVl + 22

“+o0o
Rjesenje. Primijetimo da je integral [ % konvergentan. Kako je
1T

lim 2Yitz? _
r——+00 i ’
$2

primjenom Teorema 4.1.5, slijedi da je i dati integral konvergentan. &

Navedimo jo§ jedan vazan kriterij konvergencije nesvojstvenog integrala (bez
dokaza), analogan odgovarajuéem kriteriju za redove.

Teorem 4.1.6 (Abel-Dirichlet)
Pretpostavimo da su funkcije f i g definirane na [a,b) i integrabilne na svakom
segmentu |a, B] C [a,b). Da bi nesvojstveni integral

[t@ads

a
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bio konvergentan dovoljno je da su ispunjeni uvjeti:
(D1) f ima ogranitenu primitivnu funkciju;
(D2) g monotono tezi ka nuli kad x T b;
ali
b
(A1) nesvojstveni integral [ f (z)dx konvergira;
a

(A2) g je monotona i ogranicena na [a,b).

+oo g
Primjer 4.1.5 Nesvojstveni integral [ i
o 1+zxm

dzx (a € R, n > 0) konvergira jer

sin ax

funkcija sinazx (za a # 0) ima ogranicenu primitivnu funkciju, a funkcija e
x

monotono tes ka nuli kad x — +o0o. &



