Prof. dr. Mehmed Nurkanovi¢
Primjena diferentnih jednadzbi prvog reda

Diferentne jednadzbe imaju visestruke primjene u razli¢itim nau¢nim disciplinama: matematici, fizici, hemiji,
matematickoj biologiji, medicini, ekonomiji, drustvenim naukama itd. Ovdje ¢emo ukratko ilustrirati neke od tih
primjena.

Primjena u matematici
e Numericko rjesavanje diferencijalnih jednadzbi

Poznato je da se diferencijalne jednadzbe veoma mnogo koriste kao mate-maticki modeli u ispitivanju razli¢itih biologkih,
fizickih, hemijskih i drugih procesa. Takvi modeli opisuju populacije ili objekte koji se razvijaju neprekidno i u kojima
je vrijeme (ili neovisna varijabla) podskup skupa realnih brojeva. Nasuprot njima, dife-rentne jednadzbe opisuju
populacije ili objekte koji se razvijaju diskretno i u kojima je vrijeme (ili neovisna varijabla) podskup skupa cijelih
brojeva. U mnogim sluc¢ajevima nije moguce rijesiti datu diferencijalnu jednadzbu. Zbog toga se u takvim situacijama
pristupa koristenju numerickih metoda za priblizno rjesavanje diferencijalne jednadzbe. Koristenje numerickih shema
pri aproksimaciji rjeSenja diferencijalne jednadzbe dovode do konstrukcija odgovarajucih diferentnih jednadzbi koje su
pristupacnije za rac¢unanja bilo upotrebom grafickih kalkulatora, bilo upotrebom kompjutera. Ovdje ¢emo predstaviti
jednu od jednostavnijih numerickih shema. Rije¢ je o jednom od najstarijih numerickih metoda, dobro poznatom
Eulerovom metodu.

Promatrajmo sljede¢i Cauchyjev problem (sa diferencijalom jednadzbom prvog reda)
o (t)=f(tz(t), z(t) =m0, to<t<T. (1)

Podijelimo interval [tg,T] na N jednakih dijelova tatkama podjele (évorovima) tg,t1,...,txy = T. Duzinu svakog od
dobijenih podintervala mozemo oznaciti sa h = % Jasno je sada da vrijedi

tr =to+kh, k=0,1,...,N.
Ideja u Eulerovom metodu je da se 2’ (t) aproksimira sa

z(t+h)—z(t)

Izvrsimo li ovu zamjenu u jednadzbi (1), dobije se
x(t+h)=x@)+hf(tz(t)).
Za t =ty + nh, imamo
{L'(to + (TL+ 1) h) S Z‘(to +nh) +hf(t0 +nh,1’(t0 +nh))
zan=0,1,...N — 1. Zamjenom z (tc + nh) = z,,, kona¢no dobijamo odgovarajucu diferentnu jednadzbu
Tpy1 =Ty +hf (TL, xn) s (2)

koja predstavlja Eulerov algoritam za aproksimciju rjesenja diferencijalne jednadzbe (1) u tackama podjele (Evorovima).
Uoc¢imo da je T tacka ekvilibrijuma jednadzbe (2) ako i samo ako je f(Z) = 0. Dakle, diferencijalna jednadzba (1) i
diferentna jednadzba (2) imaju iste tacke ekvilibrijuma.

Primjedba 1 Sli¢no prethodnoj diferentnoj shemi, moze se doti i do nekih drugih. To se, recimo, moZe postiti tako
Sto bi se ' (t) moglo aproksimirati nekim od sljedetih izraza

Tp — Tp—1 Tn+1 — Tp—1
h ’ 2h ’

odnosno, ako se u jednadzbi (1) pojavijuje x° (t), da se on aproksimira nekim od izraza

2 2
2 2 Tpg1 T Tnp1Zn + 25
mna anrlxn; :En+1 3 )

1 tome slicno.



e Diracov problem o tri ribara
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Primjena u medicini

Primjer 2 Poznato je da se neki lijek daje pacijentu na svakih $est sati. Neka S,, oznatava kolicinu tog lijeka u kruvnom
sistemu pacijenta na kraju n-tog vremenskog intervala. Poznato je, takoder, da tijelo pacijenta eliminira odredeni dio p
lijeka u toku svakog vremenskog intervala. Ako je potetna doza Sy, odrediti Sy, i nli_)ngoS’n.

Rjesenje. Za ovaj proces moze se formirati odgovaraju¢i matematicki model u obliku diferentne jednadzbe. Naime,
kako je koli¢ina lijeka u krvnom sistemu pacijenta u (n + 1)-vom vremenskom intervalu jednaka koli¢ini lijeka u n-
tom intervalu, umanjenoj za dio p te koli¢ine koju tijelo eliminira i uveéanoj za novu dozu Sy, dolazimo do sljedete
jednadzbe:

Snt1 = (1 —-p)S,+Sy n=1,2 ..

Prema formuli za opce rjesenje neautonomne diferentne jednadzbe prvog reda imamo

Sy = {SOSO} (1fp)n+& i limSn:&.
p p b

Tako u konkretnom slucaju, za Sp = 2 kubna centimetra (ccm) i p = 0.4, dobijamo jednadzbu
Sn+1 =0.65, + Sy, So=2.

Tabela 2.3 sadrzi podatke o koli¢ini S,,, za 0 <n < 7.
S
Takoder, vazno je uociti da je u ovom slucéaju lim S,, = 20 = 5, ali i da je, prema primjedbi o konstantnom rjesenju

n—oo
S
neautonomne linearne diferentne jednadzbe prvog reda, S* = 1 % 6= 5 cem, gdje S* oznacava ekvilibrijum sadrzaja

lijeka u krvi (a koji se priblizno dostize nakon nekoliko vremenskih intervala, $to podrazumijeva da treba pratiti tabelu).

Tabela 2.1 Vrijednosti za S,

n |0 1 2 3 4 ) 6 7
3.2 | 3.92 | 4.352 | 4.6112 | 4.7667 | 4.86 | 4.916

g
[\

Primjene u ekonomiji

Razmatrat ¢emo sad neke slucajeve iz prakse u ekonomiji koji se mogu matematicki modelirati, pri ¢emu su ti modeli
linearne diferentne jednadzbe prvog reda. Naime, primjena diferentnih jednadzbi u ekonomiji je vrlo rasprostranjena
kamate 1 amortizacije, ali i neki drugi vrlo vazni, kao §to su: rast nacionalnog dohotka, model paukove mreze (cobweb
model) i tome sli¢no.

e Obracéun kamate

Ovdje ¢emo razmotriti nekoliko sluc¢ajeva obracuna kamate na uloZena sredstva, pri ¢emu se podrazumijeva da se
kamata obra¢unava na zateCeni iznos na kraju obrac¢unskog perioda, a da se eventualna ulaganja izvode iskljuéivo ili
na pocetku ili na kraju obratunskog perioda.

Slucaj 3 Pretpostavimo da se na pocetku jednog obratunskog perioda u banku uloZio iznos novca I. Postavlja se pitanje:
koje ¢e stanje novca biti na kraju n-tog obracunskog perioda ako se ma kraju svakog obratunskog perioda zaratunava
kamata po stopi r (u decimalnom obliku kao v = 155, gdje je p% kamatna stopa u procentima)?



Oznacimo sa I, stanje racuna na kraju n-tog perioda (tako da je Iy = I). Na kraju (n + 1)-vog perioda ovo stanje ¢e
biti uvetano za obra¢unatu kamatu na taj iznos, tj. za iznos rl,. Dakle, vrijedi

In—&-l =1, +rl,,

odnosno,
ILnipn=04+7)1,, n=01,2... (3)

Ocito je (3) homogena diferentna jednadzba prvog reda oblika z,; = ax,, ¢ije je rjeSenje dato sa x, = a"xy, pri temu
je a =1+ r, odnosno,
Li=0+n)"Ih=0+r"1, (4)

a to 1 predstavlja trazeno stanje racuna na kraju n-tog obracunskog perioda.

Primjer 4 Odrediti broj godina potrebnih da se odredena suma movca uloZena w banku udvostruci, ako se na nju
primjenjuje ukamaéivanje na kraju svake godine na zateéeni iznos novca s kamatnom stopom od 2% godisnje.

Rjesenje. Oznacimo li sa I, iznos novca na kraju n-te godine, vidimo da je on rjesenje diferentne jednadzbe
Int1 = (147r)1,,

gdje je r = 0,02 kamatna stopa. Prema (4) imamo
I, =1 +7r)" I,

gdje je Iy iznos ulozene sume novca. Prema uvjetima zadatka imamo I,, = 21y, pa vrijedi

log 2 log 2

= = 35.0027.
log (1+7)  log (1+ 135)

2[0:(1+7’)n10én:

Dakle, za 35 godina ¢e se suma novca, uz navedene uvjete, udvostruciti. &

Slucaj 5 Pretpostavimo da se konstantna suma novca R deponuje na kraju svakog obratunskog perioda u nekoj banci,
pri cemu se na zateceni 1znos primje-njuje obracun kamate na kraju svakog obratunskog perioda sa stopom r. Ponovo
nas zanima isto pitanje: koje je stanje racuna na kraju n-tog obracunskog perioda?

Ocito je da je stanje racuna na kraju (n + 1)-og obracunskog perioda jednak zbiru iznosa novca stanja ra¢una na kraju
n-tog perioda, kamate obra¢unate na taj iznos po stopi r i novca u iznosu R koji se uplacuje za svaki obrac¢unski period,
tj.

Inyw=0Q4r)I,+R, n=0,12.., (5)
gdje je Ip = 0. Rjesenje ove diferentne jednadzbe je
1 "1
I, = RN (6)

Slucéaj 6 Razmotrimo sada situaciju slicnu prethodnom slucaju, samo pretpostavimo da se konstantna suma novca R
deponuje na pocetku svakog obracunskog perioda.

Naime, i ovdje se dobije ista diferentna jednadzba, tj. (5), s tim da ovdje pocetni ulog Iy nije 0, nego je Iy = R. Prema
formuli za opce rjeSenje neautonomne linearne diferentne jednadzbe prvog reda, za Iy = R,a = 1+ r,b = R, imamo

R N R
In = (IO_ 1—(1+T)>(1+T) +1—(1+r)

= (R—i—]f) (1+r)”—§,

r

odnosno,



Slucéaj 7 Pretpostavimo da je na pocetku prvog obracunskog perioda deponovano novca u iznosu I w nekoj banci 1
pretpostavimo da se konstantna suma novca R deponuje na kraju svakog obratunskog perioda. Ako se na zateceni iznos
primjenjuje obracun kamate na kraju svakog obracunskog perioda sa stopom r, koje ¢e stanje racuna biti na kraju n-tog
obracunskog perioda?.

Kao i u prethodna dva slu¢aja imamo istu diferentnu jednadzbu (5), pri ¢emu je Iy = I. Prema formuli za opce rjesenje
neautonomne linearne diferentne jednadzbe prvog reda, za Iy = I,a =1+ r,b = R, imamo

R n R
In= (IO 1—(1+7‘)> )"+ =y
odnosno,
R n R
I, = (I+ r> (I+7) - (8)

e Amortizacija otplate zajma

Amortizacija je proces kojim se otplac¢uje odredeni zajam putem niza periodi¢nih rata, pri ¢emu svaka od njih sadrzi
i dio otplate osnovnog duga (glavnice) i dio kamate koja se zaraCunava na neotplaéeni dio duga za svaki vremenski
period posebno. Pretpostavljamo, dakle, da je u pitanju obrac¢un kamate na zateceni iznos, koji se primjenjuje po stopi
r za svaki vremenski period otplate ukupnog duga. Sa p,, oznac¢imo neotplaceni dio duga nakon n-te uplate g, (dakle,
uplate u opéem slucaju ne moraju biti jednake).

Formulacija naseg modela ovdje je bazirana na ¢injenici da je neotplaéeni dio duga p, 1, nakon (n + 1)-ve rate otplate
duga, jednak zbiru neotplatenog dijela duga p,, nakon n-te rate otplate duga i kamate rp,, obra¢unate u toku (n + 1)-og
perioda, umanjenog za ratu g,. Dakle,

Pnt1 =DPn+7T0n —gn = (1+7)pp —gn, n=0,1,..

Prema ranije spomenutoj formuli za opée rjesenje linearne diferentne jednadzbe gornjeg oblika, imamo

|
-

=0+ "po—> (1+7)""* g
0

=
Il

U praksi, rata otpla¢ivanja duga g, je konstantna i, recimo, jednaka G. Zamjenom u posljednjoj jednakosti, dobija se

pn=0+7r)"py—(1+7)" G’z_: (L4r) 7t
k=0
=1+ "po—[1+7r)" =1] <f> . (9)

Ako zelimo zajam otplatiti u ta¢no n rata, postavlja se pitanje kolika ¢e biti rata otplate duga? Naravno, tada je
pn = 0, pa zamjenom u (9), imamo
r
con] ], 0
1—(1+r)" (10)
Primjer 8 Napraviti amortizacioni plan po principu mjeseéne otplate zajma od 100$ uz kamatnu stopu od 5% mjeseéno.
Amortizacioni plan treba da sadrZi: mjesec (odnosno, broj rate), neplaéeni dio glavnice potetkom mgjeseca, iznos rate
otplate duga na kraju mjeseca (anuitet), strukturu anuiteta, koja podrazumijeva iznos kamate obraéunate na neplaéeni
dio duga na kraju obracunskog perioda (tj. mjeseca) i dio otplate glavnice. Plan praviti prema pretpostavci da e zajam
biti otplaten u pet rata.

5
Rjesenje. Izracunajmo prvo iznos mjesecne rate otplate duga (anuiteta). Uzimajuéi da je pg = 100$ i r = 5% = 100’
iz (10) dobijamo
5
G =100——%—— = 23.09748(8) ~ 23.10(8).
5
1-(1+ 55)



Tabela 2.2 Amortizacioni plan

. Neplacer.n . Kamata od 5% Otpla.ta
Mjesec dio glavnice Anuitet . . glavnice
o (dio anuiteta) .
poc. mj. (dio an.)
1 100.00% 23.10% 5.00% 18.10%
2 81.90 23.10 4.10 19.00
3 62.90 23.10 3.14 19.96
4 42.94 23.10 2.15 20.95
) 21.99 23.10 1.10 22.00
6 —0.01
Ukupno: 115.50% 15.49% 100.01$%

Uoc¢imo da je na kraju prvog mjeseca na dug od 100$ obracunato 5% kamate, $to iznosi 5.00$. To znaci da dio anuiteta
koji se odnosi na otplatu glavnice iznosi 23.10 — 5.00 = 18.10 ($). Zbog toga je potetkom drugog mjeseca neotplaceni
dio glavnice 100.00 — 18.10 = 81.90 ($). Na taj se iznos obracunava 5% kamate, §to iznosi 4.10$, pa je dio anuiteta koji
se odnosi na otplatu glavnice 23.10 — 4.10 = 19.00 ($), i tako dalje. Iz ovoga se vidi da se vremenom uceste kamate u
anuitetu smanjuje, a dio koji se odnosi na otplatu glavnice raste. &



