Prof. dr. Mehmed Nurkanovié

Primjena linearnih diferentnih jednadzbi vigeg reda

A) Primjena u matematici
e Fibonacciev niz

Primjer 1 Fibonacciev niz (problem sa zeéevima). Ovaj problem se prvi put pojavio 1202. godine u ”Liber
abaci” (knjiga o racunaljkama) koju je napisao poznati italijanski matematicar Leonardo di Pisa, poznat kao Fibonacci.
Problem se moZe postaviti ovako: Koliko parova zeteva ¢e biti poslije godinu dana, ako krenemo sa jednim zrelim parom
1 ako svaki par dobije novi par mladih svakog mjeseca ¢im dostignu starost od 2 mjeseca.

Tabela 3.2 Broj parova zeeva po mjesecima

mjesec | 0 | 1| 2|34 5 6 71819 10 11 12
parovi | 1 |2 |3 |5 |8 13|21 |34 | 55|89 | 144 | 233 | 377

Rjesenje. Tabela 3.2 pokazuje broj parova na kraju svakog mjeseca. Naime, prvi par ima potomke na kraju prvog
mjeseca i tu imamo dva para. Na kraju drugog mjeseca samo prvi par ima potomke i zato imamo 3 para. Na kraju
treteg mjeseca i prvi i drugi par ¢e imati potomke, pa imamo 5 parova. Nastavivsi postupak dolazimo do Tabele 3.2.
Ako je F,, broj parova zeCeva na kraju n mjeseci, tada je rekurentna relacija koja predstavlja ovaj model data linearnom
diferentnom jednadzbom drugog reda

Fn+2:Fn+1+Fn, F():l,F1:2, 0<n<10
Ovaj primjer je specijalan slucaj Fibonaccievog niza datog sa
Fopo=Fyp1+F, Fo=0F=1n20. (1)

Prvih 14 ¢lanova je dato sa: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, kao $to je reCeno u problemu sa zecevima.
Karakteristi¢na jednadzba jednadzbe (1) je:

AP —A-1=0.
1+v5 5 o 1=/5
+T i1p= zf

, pa je opce rjesenje jednadzbe (1)

145\ 1-v5\"
Fn:a1< +2\[> +a2< 2\[) , n>=1.

Koristeti pocetne vrijednosti Fy = 0 i F; = 1, dobijamo

Karakteristi¢ni korijeni su a =

zbog Cega je

Interesantno je uociti da vrijedi

50 (50) (59)
lim = — 2 Z V5) oy~ 1,618,
! 1= (1+f)

Primijetimo da je ovaj broj poznat pod nazivom zlatni presjek. &
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Primjer 2 Ako je F, n-ti Fibonacciev broj, izracunati sumu

i (—2)F <21:> .

k=0

Rjesenje. Neka je

Primijetimo da je

Odavde slijedi
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k=0
Kako je Fj, = i(ozk — %), to je
V5 ’
2n m
0=> (-2)F
>-2t (7)) vr.
k=0
tj. vrijedi

e Chebyshevljevi polinomi

Primjer 3 Chebyshevljevi polinomi prve i druge vrste definirani su, respektivno, sa
T, (x) = cos(narccosz), Up(z) = 1%3;2 sin[(n + 1) arccos x|,
za |z] < 1.
a) Pokazati da T, (x) zadovoljava jednadzbu
Tnio(x) = 22Thi1(x) + Tn(z) =0, To(z) =1, Ti(z) = =.

b) Rijesiti jednadzbu (2) i pronaéi T, (x).
¢) Pokazati da U, (x) zadovoljava jednadzbu

Uni2(z) = 22Up41(2) + Up(x) =0, Up(z) =1, Ui(x) = 2z.

d) Izracunati prvih nekoliko ¢lanova nizova Ty, (x) i Uy (x).

e) Pokazati da vrijedi

sin(n+1)6
sinf

T, (cosf) = cosnb, U, (cos) =



Rjesenje. a) Kako je
Ty () = cos (2 arccos ) = cos? (arccos ) — sin” (arccosz) = 222 — 1,
to je
Tyt () = zcos (narccosx) — /1 — 22 sin (n arccos z)

Ti2 (z) = (22% — 1) cos (narccos z) — 21/ 1 — 22 sin (n arccos z) .
Direktnim uvr§tavanjem vidimo da vrijedi
Thio(x) — 22T 41 (x) + Tn(z) = 0.
b) Karakteristicna jednadzba je
AN =220 +1=0,
a karakteristi¢ni korijeni su A\j o =2 Va2 — 1. Zbog toga je

T, () = C4 (x— x2—1)n+02(x+\/$2—1)n.

Koristeti pocetne uvjete, mogu se izracunati konstante C; i Cy:

To(z)=C1+Co=1, Ty (x)=C4 (x—\/x2—1)+02($+\/$2—1)::E

1
éC&:CQ:i.

Prema tome,

T, (z) =

(x— xQ—l)n+%(x+\/x2—1>n.

N | =

je

zEVz2—1=z+iV/1— 22 =",
V1—z?

xT

No, po pretpostavci je |z| < 1, $to znaci da

—

gdje je
tanp =
Kako je |:r +iv1 — z2| =1, to je onda
T e
cosp=T =2 ili ¢ = arccos .

S druge strane je

n n . .
(x — Va2 - 1) + (m +Va? - 1) =e " + "™ = 2cos (ny) = 2cos (narccos x) ,
pa je
T, (x) = cos(narccosz), n=0,1,..

¢) Analogno kao pod a).
d) Iz jednadzbi (2) i (3) se jednostavnim iteriranjem dobija:

Ty (z) = 22T, (z) — Ty (z) = 22% — 1,

Ts (x) = 2275 (x) — T} (x) = 42® — 3z,

Ty (x) = 22T3 (x) — Ty (z) = 8z* — 822 +1,

Us (z) = 22U, (z) — Up (z) = 42 — 1,
Us (z) = 22Uy (2) — Uy (z) = 82° — 4u,
2 Us (z) = 162" — 1222 + 1,
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Jednostavnim induktivnim zaklju¢ivanjem vidimo da su T, (z) i U, (x) polinomi n-tog stepena.

e) Slijedi neposredno iz definicije Chebyshevljevih polinoma prve i druge vrste.

Uoc¢imo jo$ jednu vrlo vaznu osobinu Chebyshevljevih polinoma prve vrste. U tu svrhu uzmimo

1
V1—a?

w () =
Smjenom varijable ¢ = arccos z, imamo

dxr

cos (n arccos x) cos (m arccos )
1— 22

L—

/Tn ()T (2)w (z) do =

cos np cosme dp

cos (n+m) ¢+ cos (n —m)
2

Il
S Ot~y ®T—y

ako je m # n. Kazemo da su Chebyshevljevi polinomi prve vrste ortogonalni na [—1, 1] s "tezinskom funkcijom" w (z).
Zbog ovih, ali i jos nekih drugih, osobina oni igraju vrlo vaznu ulogu u teoriji aproksimacija, posebno kad je u pitanju
aproksimacija neprekidnih funkcija polinomima. &

e Determinante

Primjer 4 (Tridijagonalna determinanta) Izratunati sljedeéu determinantu reda n:

a b 0 0 0 0 O
c a b 0 0 0 O
0 ¢c a b 0 0 O
0 0 ¢ a 0 0 O
0 0 0 O a b 0
0 0 0 O c b
0 0 0 O 0 ¢

gdje su a,b,c € R.

Rjesenje. Oznac¢imo sa D, datu determinantu. Razvijanjem odgovaraju¢e determinante reda n 4+ 2 po prvoj vrsti,
dobija se
Dn+2 = aDn+1 - bCDn (4)

Razlikujemo tri kvalitativno razli¢ita slucaja.

1. a® — 4bc > 0, kada su korijeni odgovarajuée karakteristi¢ne jednadzbe

1
A2 = 3 (a + Va2 — 4bc>

(realni i razliciti) i tada je
D, = C1 A} + Gy,



pri ¢emu se konstante C; i Cs odreduju iz uvjeta
Dy =a, Dy=a®—bc. (5)

Na taj nacin dobijamo

_ava? — 4bc+ 2bc — a? ava? — 4bc — 2be + a?

C , Cy=
! 2va? — 4bc 2 2va? — 4bc

2. a® — 4bc = 0, kada karaktersiti¢na jednadzba ima dvostruko rjesenje A = g i tada je

Dn = (Cl + an) /\n,
pri ¢emu se dobija, koristeti pocetne uvjete (5),

D, = [2a®> +4(1 —n)bc| 27"a" 2.
3. a? — 4bc < 0, kada su korijeni karakteristicne jednadzbe
1
Mo = 3 (a + i/4bc — a2> .

Napigimo ih u trigonometrijskom obliku. Tako imamo r = v/bc, a argument ¢ izaberimo tako da vrijedi

_\/4bc—a2
YT Ve

cosp = sin

_a
2v/bc’
tako da imamo

A2 = Vbe (cosp +ising).

Opce rjesenje diferentne jednadzbe (4) je
D, = (bc)% (C1cosnp + Cysinng) .
Koristeéi pocetne uvjete (5), odreduju se konstante C; i Cs, te dobijamo

n n sin(n+1
D,, = (be) 2 (cosny + cot psinng) = (be) 2 w, n=1,2..
sin ¢
Moze se pokazati da su u odredenim sluc¢ajevima vrijednosti determinante periodi¢ne. Na primjer,zaa =b=c=1
imamo

2
D, = —sin(n+1
3ot

§to je ustvari niz 1,0,—1,—-1,0,1,1,0,—-1,—1, ... . &

s
= =1,2,..
3) n 3y ey

Pokazati da je n-ti ¢lan Fibonaccievog niza jednak sljedecoj determinanti n-tog reda

1 10 - 0 0

-1 11 .- 0 0

o -11 --- 0 0
(n=1,2,...).

0 00 1

0 00 -1 1




Rjesenje. Oznacimo datu determinantu sa D,,. Razvijanjem D,, po 1. vrsti, imamo:

0 11 --- 0
Dn = Dn—l - 0 -11 0 = Dn—l (7Dn—2)
0 o0 --- 0

=Dp1+Dp2, n>2

tako da D,, ima istu osobinu kao i n-ti Fibonaccijev broj (znajuéi da je Dy = 01 Dy = 1), tj. vrijedi D,, = F,, za sve
n>0. &

Zadaci za vjezbu:

3.2.41, 3.2.42, 3.2.44, 3.2.46, 3.2.47
i

3.3.48-3.3.53



