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Predgovor

Obicne diferencijalne jednadzbe se koriste za opisivanje matematickih modela u
veoma velikom broju problema, ne samo u prirodnim i tehnickim naukama, nego
i u oblastima kao Sto su ekonomija, psihologija, teorija odbrane, demografija
itd. Naime, znacCajni prirodni zakoni i hipoteze mogu se transformirati, koristeci
matematicki jezik, u jednadzbe koje u sebi sadrze izvode. Na primjer, u fizici
se izvod koristi za opisivanje brzine i ubrzanja, u geometriji izvod se koristi kao
koeficijent pravca tangente, u biologiji kao brzina rasta populacije, u psihologiji
kao brzina ucenja, u hemiji kao brzina hemijske reakcije, u ekonomiji za opisi-
vanje brzine promjene troskova zivota, u finansijama za opisivanje brzine rasta
investicija itd. Kada se formira matematicki model pomocu diferencijalnih jed-
nadzbi, obi¢no su pretpostavke pod kojima se formira model idealizirane. Sljede¢i
korak nakon formiranja modela je pronaéi rjesenje diferencijalne jednadzbe koje
¢e opisivati stvarno ponasanje posmatranog procesa. U sluc¢aju da rjeSenje ne
opisuje dovoljno dobro ocekivanu stvarnu situaciju, moraju se ponovo razmotriti
pretpostavke koje su koriStene za formiranje modela i pokusati formirati model
koji ¢e biti blizi stvarnosti. Zahvaljuju¢i ovim primjenama, diferencijalne jed-
nadzbe su postale sastavni dio matematickih predmeta na fakultetima na kojima
se izucavaju druge nauke, a na fakultetima na kojima se izuc¢avaju matematicke
nauke njima su posveéeni obavezni semestralni predmeti.

Danas u svijetu postoji veliki broj knjiga koje se bave osnovnom teorijom
diferencijalnih jednadzbi i mnoge od njih su dostupne i u elektronskom ob-
liku. Znacajan broj ovih knjiga imaju razlic¢ite pristupe u izucavanju osnovne
teorije diferencijalnih jednadzbi. Jedan od motiva za pisanje ovog udzbenika
je da pokusamo na jednom mjestu obuvatiti sadrzaj koji se uc¢i u okviru pred-
meta Diferencijalne jednadzbe na Odsjeka za matematiku Prirodno-matematickog
fakulteta Univerziteta u Sarajevu. lako je prvenstveno namijenjen studentima
matematike, ovaj udzbenik mogu koristiti i studenti tehnickih fakulteta i svi oni
studenti koji u okviru predmeta iz matematike imaju sadrzaje koji su vezani za
teoriju i primjene obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

Udzbenik se sastoji od ¢etiri poglavlja: Diferencijalne jednadzbe prvog reda,
Diferencijalne jednadzbe viseg reda, Sistemi diferencijalnih jednadzbi i Laplaceova
transformacija.

U prvom poglavlju bavimo se Cauchyevim problemom pocetnih vrijednosti za



Predgovor

diferencijalne jednadzbe prvog reda, tj. kada ovaj problem ima rjeSenje i kada
je to rjesenje jedinstveno. Takoder, u prvom poglavlju navodimo osnovne tipove
diferencijalnih jednadzbi prvog reda koji se mogu integrirati. Ovdje smo posvetili
paznju i nekim jednostavnim procesima iz razli¢itih naucnih disciplina, a koji se
mogu opisati pomocu obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda, pri ¢emu smo
odabrali neke od primjera koji su na veoma lijep nacin prezentirani u knjizi Ordi-
nary Differential Equations autora N.J Finizio & G.Ladas, vidjeti [9]. U drugom
poglavlju posmatraju se diferencijalne jednadzbe viseg reda, pri ¢emu se naglasak
daje na teoriju linearnih diferencijalnih jednadzbi viseg reda. Trece poglavlje bavi
se teorijom sistema diferencijalnih jednadzbi, sa posebnom paznjom na sisteme u
simetri¢nom obliku, kao i sisteme linearnih diferencijalnih jednadzbi. Na kraju, u
zadnjem poglavlju pokazana je primjena Laplaceove transformacije na rjesavanje
pocetnog problema za linearne diferencijalne jednadzbe n—tog reda sa konstant-
nim koeficijentima.

U svakom poglavlju rijesen je znacajan broj primjera koji pomazu studentima
da $to brze shvate nove pojmove, nacine rjesavanja diferencijalnih jednadzbi, tvrd-
njeiteoreme. Na kraju svakog poglavlja, ili neke cjeline u poglavlju, dati su zadaci
za samostalno rjesavanje kako bi studenti mogli da testiraju svoje dostignuto
razumijevanje prethodno prezentiranih sadrzaja. Primjeri zadataka uzeti su iz
razli¢itih izvora navedenih u popisu literature. Gdje god smo smatrali potrebnim,
nacrtana su polja pravaca, pri ¢emu koristimo program Winplot, koji se moze
preuzeti sa stranice http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html.

Svjesni smo da udzbenik ovog tipa ne moze sadrzavati nista Sto nije sadrzano
u dosadasnjim knjigama koje se bave osnovnom teorijom obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi. Zato je nas cilj prevashodno bio da sto direktnije i jednostavnije
prezentiramo sadrzaj, a da pri tome zadrzimo preciznost i strogost. Vjerujemo da
¢e ovakav nacin prezentiranja gradiva biti prihvatljiv i lako shvatljiv studentima,
$to i jeste jedan od ciljeva ovog udzbenika.

Zahvaljujemo se recenzentima profesoru Mustafi Kulenovi¢u i profesoru Mehmedu
Nurkanovi¢u koji su sa velikom paznjom procitali radnu verziju teksta i dali ko-
risne sugestije za njegovo poboljSanje.

Sarajevo, 2014. Autori



Poglavlje 1

Diferencijalne jednadzbe prvog
reda

1.1 Diferencijalne jednadzbe i rjesenja
U ovom poglavlju posmatramo diferencijalne jednadzbe prvog reda.
Opéi oblik obi¢ne diferencijalne jednadzbe! prvog reda glasi

F(Ivyay/) =0 (11)

gdje je F funkcija definirana na nekom podskupu A C R3.
Pretpostavimo da se jednadzba (1.1) moZe jednozna¢no rijesiti po y’. Tada
dobivamo normalni oblik

Y = flz,y), (1.2)

gdje je f data funkcija definirana na nekom podskupu D C R? ravni zy.
Napomenimo da ¢emo ovdje uglavnom posmatrati diferencijalne jednadzbe u
normalnom obliku.
Uporedo sa diferencijalnom jednadzbom (1.2) posmatrat ¢emo i tzv.recipro-
¢nu diferencijalnu jednadzbu oblika

' = Fay) (1.3)

Jednadzbu (1.3) posmatramo u okolini onih tacaka u kojima funkcija f(z,y)
postaje beskonacna.
Definirajmo sada pojam oblasti definiranosti diferencijalne jednadzbe (1.2).

I Termin ”obi¢na”koristimo jer se radi o izvodu nepoznate realne funkcije jedne realne prom-
jenljive koja se pojavljuje u jednadzbi. U daljem izlaganju ne¢emo ovo posebno naglasaviti.



1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Definicija 1.1.1. Oblast definiranosti diferencijalne jednadzbe (1.2), odnosno
reciprocne diferencijalne jednadzbe (1.3), je unija oblasti definiranosti funkcija

1
f@,y) i ——.
() flz,y)
Treba napomenuti da oblast definiranosti diferencijalne jednadzbe (1.2) ne
sadrzi tacke u kojima su funkcije f(x,y) i ﬁ neodredene.
T,y
Primjer 1.1.1. Posmatrajmo jednadzbu prvog reda oblika
1
y =LY (1.4)
sinz

Reciprocna jednadzba jednadzbe (1.4) je

, sinz
= . 1.5
7 = g (1.5)
1
Domen Dy funkcije f(z,y) = y.ny Jje
sin

Dy = {(z,y) e R?:sinz #0, y € (0,+00)} =
= (Ugez(km, km + 7)) x (0, +00),

1
dok je domen Do funkcije
fz,y)

Dy = {(a,y) € RZ: 2 € R, y € (0,1)U(1,400)} = (=00, +00) x ((0, 1)U(1, +0)).

sinz , ylny
i

- su neodredene u tackama (km,1),k = 0,%1,..., jer
ylny  sinz

Funkcije

u ovim tackama dobivamo —, zato ove tacke treba iskljuciti iz domena. Dakle,

oblast definiranosti D obicne diferencijalne jednadzbe (1.4) je
D = ((—00,4+00) x (0,400)) \ {(k7,1) : k=0,%1...}.
Oblici diferencijalnih jednadzbi (1.2) i (1.3) mogu se objediniti u sljedeéi oblik
dy — f(x,y)dx = 0. (1.6)

Kod oblika (1.6) promjenljive z i y su ravnopravne i svaka od njih moze se uzeti
za nezavisno promjenljivu. Ako obje strane jednadZzbe (1.6) pomnozimo nekom
funkcijom N(z,y), dobivamo diferencijalni oblik

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (1.7)

gdje je M(x,y) = —f(z,y)N(x,y). Obratno, svaka jednadzba oblika (1.7) moze
se napisati u obliku (1.2) ili (1.3) rjeSavanjem jednadzbe (1.7) po ¢/ ili ’. Oblast

4



1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

definiranosti jednadzbe u diferencijalnom obliku ¢ine sve tacke zajednicke oblasti
definiranosti funkcija M (x,y) i N(x,y) u kojima je M?(x,y) + N?(x,y) # 0.

Diferencijalna jednadzba se moze napisati i u tzv.simetricnom obliku

dx dy
= . 1.8
X(z,y)  Y(z,y) ()

Oblast definiranosti jednadzbe (1.8) ¢ine sve tacke zajednicke oblasti definiranosti
funkcija X (z,y) i Y(x,y) u kojima je X2(x,y) + Y?2(x,y) # 0.

Definirajmo sada rjeSenje diferencijalne jednadzbe (1.2).

Definicija 1.1.2. Pretpostavimo da je desna strana jednadzbe (1.2) definirana
na nekom skupu D C R? ravni xy. Za funkciju y = p(x), definirana na intervalu®
(a,b), kazemo da je rjeSenje jednadzZbe (1.2) ako za svako x € (a,b) vrijedi :

(i) Postoji izvod funkcije p(x) za svako x € (a,b)

(i)  Nakon wvrstavanja funkcije y = @(x) u (1.2), jednadzba (1.2) postaje
identitet, tj.
' (x) = f(z, (),
za svako © € (a,b), $to znaci da za svako x € (a,b) tacka (x,¢(zx)) pripada
skupu D i @' (z) = f(z,p(x)).3

Primijetimo da iz osobine ¢'(x) = f(z, ¢(z)) u Definiciji 1.1.2 slijedi, ako je
funkcija f neprekidna na D, onda je funkcija ¢(x) neprekidno diferencijabilna na
D.

Uoc¢imo takoder da smo rjeSenje posmatrali na intervalu (a, b) za koji znamo
da je povezan skup. Pokazimo u sljede¢em primjeru zasto je bitno da je skup na
kojem je definirano rjesenje povezan.

Primjer 1.1.2. Posmatrajmo diferencijalnu jednadzbu

y/ _ y2.

1

T T € (—o00,1) U (1, 400) identicki
x

zadovoljava datu jednadZbu. Medutim, ova funkcija @(x) nije i njeno rjesenje.
Naime, iz ¢'(z) = ¢*(z), z € (—00,1) U (1,400), slijedi da je funkcija p(x)
monotono neopadajuéa (jer je njen prvi izvod nenegativan). Za proizvoljne x1 €
(—00,1) i @ € (1,400) je x1 < x2 © p(x1) > w(x2), pa bismo zakljucili da je
funckija (x) monotono opadajuda, sto je pogresno. Zato je svaka od funkcija
p(r) = T € (—00,1) i p(x) = T € (1,+00) rjesenje, ali ne i
—x -z
funkcija o(x), definirana na uniji tih intervala.

Nije tesko vidjeti da funkcija p(x) =

2Napomenimo da rjeSenje y = (x) moze biti definirano i u intervalima oblika
[a7 b)7 (CL, b]7 [(l, b]: (7007 b)» (7007 b]7 ((Z, +OO), [CL, +OO) i (700, +OO)
Ako je rjeSenje y = () definirano na intervalu koji je zatvoren na jednom ili oba kraja,
onda pod izvodom funkcije ¢(z) na ukljué¢enim krajevima intervala podrazumijevamo jedno-
strani izvod.



1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Rijesiti jednadzbu znaci nadi sva njena rjesenja. Bududéi da se uporedo sa jed-
nadzbom (1.2) posmatra i njena recipro¢na jednadzba, onda je potpuno prirodno
da se rjeSenjima jednadzbe (1.2) pridruZze rjeSenja x = 9 (y) njene odgovarajuée
reciprocne jednadzbe. U tom smislu zbog sazetosti izlaganja u daljem ¢emo nazi-
vati rjeSenje jednadzbe (1.3) rjeSenjem jednadzbe (1.2).

Ako funkcija y = ¢(x) identicki zadovoljava jednadzbu (1.2), tj. ako je njeno
rjeSenje, onda ¢emo je zvati integralom posmatrane jednadzbe. Dakle, termin
integral ovdje ¢emo Kkoristiti u tom smislu.

Prilikom rjesavanja diferencijalnih jednadzbi veoma cesto dobivamo rjesenje
u implicitnom obliku. Stoga ¢emo definirati implicitno rjesenje diferencijalne
jednadzbe (1.2).

Definicija 1.1.3. KaZemo da je relacijom ®(x,y) = 0 definirano rjesenje jed-
nadzbe (1.2) u implicitnom obliku ako je tom relacijormn odredeno y kao ekspli-
citna funkcija od x, tj. y = o(x) i ako je funkcija p(x) rjesenje jednadzbe (1.2).

Dakle, ako je sa ®(x,y) = 0 dato rjesenje u implicitnom obliku, onda diferen-
ciranjem po z i zamjenom izvoda 3’ sa f(x,y), dobivamo da identicki vrijedi

! ! —
@, + @, f(z,y) =0.
Rjesenje jednadzbe (1.2) mozZe biti dato i u parametarskom obliku.

Definicija 1.1.4. KaZemo da je sa

definirano rjesenje jednadzbe (1.2) u parametarskom obliku na intervalu (to,t1),
ako u tom intervalu identicki vrijedi

Definirali smo razne oblike zadavanja rjeSenja jednadzbe (1.2). Svakim od
tih oblika definirana je neka kriva koju nazivamo integralnom krivom jednadzbe
(1.2). Dakle, samu integralnu krivu nazivamo rjedenjem jednadzbe (1.2). Sta
je geometrijski smisao integralnih krivih? Po ¢emu se integralne krive isticu u
odnosu na sve druge krive u ravni?

Pretpostavit éemo da integralne krive o kojima govorimo postoje. O uvjetima
pod kojima postoje integralne krive, bavicemo se kasnije.

Pretpostavimo da je desna strana jednadzbe (1.2) definirana i konaéna u
svakoj tacki oblasti* D promjenljivih z i y. Svakom tackom (z,y) te oblasti
povucimo jedini¢ni odsjecak, tj. duzina mu je jedan i sredina mu je u tacki

4Pod oblasti ¢éemo podrazumijevati neki neprazan skup D tacaka, sa sljedeéim osobinama:
a) Svaka tacka oblasti D je unutrasnja, tj. zajedno sa svojom okolinom pripada D; b) Skup D
je povezan, tj. svake dvije tacke tog skupa mozemo spojiti poligonalnom linijom koja u cijelosti
lezi u D.



1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

vees

gens jednak desnoj strani jednadzbe (1.2), tj. tana = f(z,y). Ako u svakoj tacki
oblasti D postupimo na isti nacin, tj. postavimo jedini¢ni odsjecak koji zatvara sa
x—osom neki ugao &iji je tangens jednak vrijednosti desne strane funkcije f(x,y)
u toj tacki jednadzbe (1.2), onda moZemo kazati da jednadzba (1.2) definira neko
polje pravaca. Integralna kriva jednadzbe (1.2) koja prolazi tackom (x, y) ima oso-
binu da se koeficijent pravca tangente integralne krive u tacki (x,y) poklapa sa
pravcem polja u toj tacki. Ova osobina i razlikuje integralne krive od svih drugih

krivih.

Primjer 1.1.3. Polje pravaca za diferencijalnu jednadzbu y' = % + y? je dato
na Slici 1.1.
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Slika 1.1: Polje pravaca za diferencijalnu jednadzbu y’ = 22 + y2.

Svaka diferencijalna jednadzba prvog reda zapravao opisuje zajednicko svo-
jstvo tangenti njenih integralnih krivih. Ilustrirajmo ovo sljede¢im jednostavnim
primjerom.

Primjer 1.1.4. Posmatrajmo diferencijalnu jednadzbu

y =z

.’132

Ovu diferencijalnu jednadzbu zadovoljava funkcija y = ER Ovo je parabola koja
prolazi koordinatnim pocetkom. Medutim, primijetimo da posmatranu jednadzbu
2

zadovoljava i svaka funkcija oblika y = r + C, gdje je C proizvoljna realna

konstanta. Dakle, integralne krive su familija parabola. Sve ove integralne krive
imaju zajednicku osobinu: U svakoj tacki (x,y) svake integralne krive koeficijent
pravea tangente u toj tacki je tana = f(x,y) = .

7



1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Kriva u ¢ijoj svakoj tacki pravac polja, koji je definiran diferencijalnom jed-
nadzbom (1.2), ima istu vrijednost naziva se izoklina. Jednadzba izokline glasi

flz.y) =k,
gdje je k proizvoljan realan broj.

Primjer 1.1.5. Vratimo se na Primjer 1.1.4. Jednadzba izokline glasi x = k.
Dakle, izokline su prave paralelne sa y—osom. Specijalno u svim tackama prave
x = 1, pravac polja je jednak 1, tako da tangente svih integralnih krivih, koje
presijecaju ovu pravu, obrazuju ugao % s pozitivnim dijelom x—ose. Ispitujuci
familiju izoklina, moZemo dobiti bitne informacije o integralnim krivim, Sto je
narocito vazno u slucajevim kada ne moZemo rijesiti diferencijalnu jednadzbu.

U dosadasnjim razmatranjima pretpostavili smo da je funkcija f(x,y) u jed-
nadzbi (1.2) konaéna u svakoj tacki posmatrane oblasti D. Na taj naéin smo
iskljucili slucaj kada je tangenta paralelna sa y—osom. Ovo isklju¢enje se ne
moze geometrijski opravdati. Stoga, da bismo ukljuéili i taj slucaj, uporedo sa
jednadzbom (1.2) posmatrat ¢emo i njoj reciproénu jednadzbu (1.3)

koju ¢emo ispitivati u okolini onih tac¢aka u kojima funkcija f(z,y) postaje
beskonacna.
Ako je desna strana jednadzbe (1.2) u okolini neke tacke (xq, yo) neodredenog

0
oblika 0’ onda je desna strana i njoj reciprotne jednadzbe (1.3) neodredenog

0
oblika —. U tom slucaju kazat ¢emo da je u toj tacki polje pravaca neodredeno i

da tom tackom ne prolazi niti jedna integralna kriva. Medutim, ovo ne iskljucuje
moguénost postojanja integralne krive y = ¢(z) ili = ¢ (y) sa osobinom

y—1yo kad x— xg
ili
r—x9 kad y— yo.
U ovom slu¢aju govorit ¢emo da se integralna kriva pribliZava tacki (o, yo)-

Primjer 1.1.6. Naci integralne krive i nacrtati polje pravaca diferencijalne jed-
nadzbe

Desna strana posmatrane jednadzbe je funkcija f(x,y) = = ¢iji je domen

]|

Dy ={(z,y) ER*: x #0A y € R}.

8



1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

0
Funkcija f(x,y) u tacki (0,0) je oblika 0’ zato je polje pravaca u toj tacki neod-
redeno. Posmatrajmo reciprocénu jednadzbu
¥ ==
Y
¢iji je domen

Dy ={(z,y) €ER*: y #0A x € R}.

Takoder, kod reciproéne jednadzbe polje pravaca je neodredeno u tacki (0,0). Ako
iskljucimo tacku (0,0) iz razmatranja, onda vidimo da u svakoj drugoj tacki
pravac polja se poklapa sa pravcem prave koja prolazi tom tackom i koordinat-
nim pocetkom. Zato su integralne krive poluprave

y=kx, x#0.
Lako se vidi da je prava

z =0, y#07

integralna kriva recipro¢ne jednadzbe. Dakle, integralne krive posmatrane jed-
nadzbe su sve poluprave koje polaze iz koordinatnog pocetka. Owve poluprave su
ocito izokline.
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Slika 1.2: Polje pravaca za diferencijalnu jednadzbu y’ = L
x

1.1.1 Cauchyev problem

Jedan od najvaznijih problema u teoriji diferencijalnih jednadzbi je Cauchyev
problem ili problem pocetnih vrijednosti.



1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Za diferencijalnu jednadzbu (1.2) Cauchyev problem se sastoji u sljedeéem: Izmedu
svih rjesenja jednadzbe (1.2) naéi ono rjesenje

y=y(x) (1.9)
koje prima vrijednost yy za zadanu vrijednost xg, tj.

y(xo0) = Yo,

gdje su z 1 yo unaprijed zadani brojevi, takvi da rjesenje (1.9) zadovoljava uvjet

Yy=1yYo 2za T = xo. (1.10)

Broj yo nazivamo pocetnom vrijednosti traZene funkcije y(x), a broj xo nazivamo
pocetnom vrijednosti nezavisno promjenljive. Uvjet (1.10) se naziva pocetnim
uvjetom za rjeSenje (1.9).

Dakle, pod Cauchyevim problemom smatrat ¢emo problem koji se sastoji od
diferencijalne jednadzbe (1.2) i pocetnih uvjeta (1.10).

Cauchyev problem mozemo geometrijski formulirati na sljedeé¢i nacin: Izmedu
svih integralnih krivih jednadzbe (1.9), naéi onu koja prolazi unaprijed zadanom
tackom (zg, yo).

Za Cauchyev problem razmatrat ¢emo pitanje postojanja (egzistencije) i jedin-
stvenosti rjesenja. KaZzemo da Cauchyev problem (1.2)-(1.10) ima jedinstveno
rjeSenje ako postoji pozitivan broj h > 0 takav da je u intervalu |z — xg| < h
definirano rjeSenje y = y(x) za koje vrijedi y(zo) = yo i ne postoji drugo rjesenje
definirano u ovom intervalu koje se ne poklapa s rjeSenjem y = y(x) na cijelom
intervalu |z — 2| < h. U sluc¢aju kada Cauchyev problem (1.2)-(1.10) ima viSe
od jednog rjesenja, kazemo da je u tacki (zg, yo) narusena jedinstvenost rjesenja
Cauchyevog problema.

Pitanje jedinstvenosti rjesenja Cauchyevog problema je veoma vazno, ne samo
za teoriju diferencijalnih jednadzbi, nego i u primjenama diferencijalnih jednadzbi
u razliCitim naucnim disciplinama u kojima se diferencijalne jednadzbe koriste
za modeliranje razli¢itih pojava pod unaprijed datim uvjetima. U tom smislu
navedimo sljede¢i primjer.

Primjer 1.1.7. Materijalna tacka se krece po pravoj pri cemu brzina kretanja
predstavlja neku datu funkciju vremena f(t). Naéi zakon kretanja te materijalne
tacke, tj. formulu kojom je definiran polozaj tacke u svakom trenutku.

Pretpostavimo da se materijalna tacka krece po x—osi. Tada je polozaj tacke
odreden jednom koordinatom x i zadatak je da se x izrazi kao funkcija vremena t.
S obzirom na mehanicko tumacenje prvog izvoda, problem se svodi na rjesavanje
sljedeée diferencijalne jednadzbe prvog reda

dx
i f(t). (1.11)
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Pretpostavimo da je funkcija f(t) neprekidna na intervalu (a,b). Tada, iz inte-
gralnog racuna slijedi da su sva rjesenja jednadzbe (1.11) opisana formulom

t
e(t)= | fO)dt+C, a<t<b (1.12)
to

gdje je gornja granica promjenljiva, a donja granica je neki fiksiran broj ty iz in-
tervala (a,b), a C je proizvoljna konstanta. Formula (1.12) sadrZi cijelu familiju
rjesenja (kretanja materijalne tacke) koja se odlikuje zajednickim svojstvom da
sva kretanja imaju jednu brzinu u svakom trenutku vremena t.

Iz te familije izdvajamo ono kretanje materijalne tacke koje u zadanom trenutku
to ima poloZaj xg. Dakle, traZimo rjeSenje x = x(t) koje zadovoljava sljedeée
uvjete

r=x9 za t=1p.

Uvrstavanjem t = to u formulu (1.12) dobivamo da je C' = xo. Dakle, kretanje
materijane tacke po x—osi pod datim uvjetima u potpunosti je opisano formulom

() = /t F(0)dt + .

Primijetimo da smo do sada u Cauchyevom problemu (1.2)-(1.10) pretpostav-
ljali da su poCetni uvjeti zg, yo kona¢ni i da je desna strana jednadzbe (1.2)
definirana i konacna u tacki (zo, yo), tj. jednadzba (1.2) u tacki (zg,yo) definira
pravac polja koji nije paralelan y—osi. Ako desna strana jednadzbe (1.2) u tacki
(z0,y0) postaje beskonacna, onda posmatramo recipro¢nu jednadzbu (1.3)

!

1
- f(zy)

i trazimo ono rjeSenje x = ¥ (y) koje zadovoljava pocetni uvjet © = xg za y = yo.
Za opisani slucaj kazemo da je singularni slucaj Cauchyevog problema. Jedin-
stvenost Cauchyevog problema u singularnom slu¢aju sastoji se u tome da je
u tacki (zo,yo) tangenta na integralnu krivu paralelna y—osi. Potpuno drugu
situaciju imamo kada je desna strana jednadzbe (1.2) neodredena u tacki (zg, yo)-

Pretpostavimo da je desna strana oblika o U tacki (xo,y0). Tada uobicajeni

Cauchyev problem gubi smisao, jer tackom (zg, yo) ne prolazi niti jedna integralna
kriva. U ovom slucaju trazi se ono rjesenje koje se priblizava tacki (xo,yo)-

U nekim sluéajevima je potrebno naéi ono rjesenje y = y(z), koje zadovo-
ljava uvjete da y — yo (yo # 00) za x — 00, y — o0 za T — xg(xg #
o0) ili y— o0 za x— 0.

Gore navedeni singularni slucajevi Cauchyevog problema su predmet ispitivanja
analiticke teorije diferencijalnih jednadzbi, kao i kvalitativne teorije diferencijal-
nih jednadzbi.

U onome sto slijedi govorit ¢emo o dovoljnim uvjetima egzistencije i jedin-
stvenosti Cauchuevog problema.

11



1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

1.1.2 Dovoljni uvjeti egzistencije i jedinstvenosti rjesenja
Cauchyevog problema

Najprije ¢emo na nekoliko jednostavnih primjera ilustrirati probleme koji se mogu
javiti prilikom rjesavanja Cauchyevog problema.

y/ = f(I, y)
(o) = Yo. (1.13)

Primjer 1.1.8. Posmatrajmo pocetni problem
y =yvr -3, y() =2

Owaj problem nema rjesenja jer izvod funkcije y nije definiran u intervalu koji
sadrzi pocetnu vrijednost x = 1. Dakle, ne moZe postojati integralna kriva koja
prolazi tackom (1,2).

Primjer 1.1.9. Posmatrajmo pocetni problem

y =2y"? y(0)=0.

Lako se moZe provjeriti da su y(x) = 0 i y(z) = 2% rjesenja ovog pocetnog

problema za x > 0. Dakle, nemamo jedinstveno rjesenje ovog pocetnog problema,
tj. ovom pocetnom tackom prolaze bar dva rjesenja.

Postavlja se sljedece pitanje: Koje dovoljne uvjete treba da zadovolji desna
strana jednadzbe (1.13) u okolini pocetnih uvjeta (xg,yo) da bi tackom (zo,yo)
prolazila bar jedna integralna kriva odnosno da bi prolazila jedna i samo jedna
integralna kriva? U cilju formulacije i dokaza teorema u kojima se obezbjeduju
dovoljni uvjeti trebace nam sljedece definicije i teoremi.

Definicija 1.1.5. Neka je S neki skup funkcija definiranih na segmentu |a,b].
Za S kaZemo da je skup podjednako ogranicenih funkcija na segmentu [a,b] ako
postoji konstanta M takva da za sve f € S i za sve x € [a,b] vrijedi

|f(z)| < M.

Definicija 1.1.6. Neka je S neki skup funkcija definiranih na segmentu [a,b].
Za S kaZemo da je skup podjednako neprekidnih funkcija na segmentu [a,b] ako
za svako € > 0 postoji 6 = d(€) > 0, koji zavisi iskljucivo od € i takav je da za sve
f €S vrijedi

If(z) — f(z")| <e &Emje |2/ —2"|<d, 2, 2"¢€]a,bl.

Iz Definicije 1.1.6 slijedi, ako je S skup podjednako neprekidnih funkcija na
[a,b], onda je svaka funkcija iz tog skupa neprekidna na [a,b]. Ako se skup S
sastoji od konafno mnogo funkcija neprekidnih na [a,b], onda se lako pokaze
da je to skup i podjednako neprekidnih funkcija. Medutim, ako u skupu S ima
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

beskona¢no mnogo neprekidnih funkcija®, onda taj skup moze, a i ne mora biti
skup podjednako neprekidnih funkeija na [a, ).

Teorem 1.1.1 (Arzela-Ascoli). Neka je na segmentu [a,b] dat niz funkcija

fi(x), falx), ..., fe(x),... (1.14)

koje su podjednako ogranicene i podjednako neprekidne na [a,b]. Onda se iz niza
(1.14) moZe izdvojiti podniz koji ravnomjerno na segmentu [a,b] konvergira ka
nekoj funkciji koja je neprekidna na [a,b).

Dokaz. Svi racionalni brojevi koji leze u segmentu [a, b] ¢ine prebrojiv skup.

Prema tome, ovi brojevi se mogu poredati u niz. Neka je to niz r1,79,..., 7k, .. ..
Posto je (1.14) niz podjednako ograni¢enih funkcija, to postoji konstanta M takva
da je |fr(z)| < M za svako z € [a,b] i za svako k = 1,2,.... Odavde specijalno
za = ri imamo da je niz {fi(r1)}7>, ogranicen. Iz svakog ograni¢enog niza
mozemo izdvojiti konvergentan podniz. Neka je fr, (r1), fio(71), -+, f&, (11), -
konvergentan podniz niza { fi(r1)}72 . Ovo znaéi daniz fi, (), fi,(®), ..., fx, (),
..., koji je podniz niza (1.14), konvergira u 2 = 1. Clanove niza fx, (), fi, (),
s Jri (), ... ¢emo oznacavati sa
F@), @), (@), (1.15)

Za niz (1.15) vrijedi sljedeée:
1) on je podniz niza {fr(z)}72,
2) on konvergira za © = 7.

Posto je |fix(z)| < M za svako = € [a,b] i k =1,2,..., to i za ¢lanove niza (1.15)

vrijedi |f,i1)(96)| < M. Ako stavimo da je x = ry dobivamo

11V ()] < M.

Ovo znadi da je niz { f,gl) (re)}72, ograniCen, pa iz njega mozemo izdvojiti konver-
gentan podniz. Neka je

1 1 1
£ ), £ (r2), - £ (r2),
konvergentan podniz tog niza. Tada mozemo reéi da niz funkcija
(1) (1) (1)
fk1 (z), ko (), .. '7fkj (x),...
konvergira u tacki z = ro. Clanove ovog niza oznacic¢emo sa

), 12 @), P ), (1.16)

5Posmatrati na primjer niz funkcija {z"}, = € [0,1], n € N. Ispitati da li je ovo niz podjed-
nako neprekidnih funkcija?

13



1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Niz (1.16) je podniz niza (1.15) i konvergira u tacki z = ra. I za Clanove niza
(1.16) vrijedi \f,gQ) (z)| < M. Ako stavimo da je x = r3 dobivamo

2 (rs)| < M.

Ovo znaci da je niz {f,gz)(rg)}zozl ogranicen, pa iz njega mozemo izdvojiti konver-
gentan podniz. Neka je

1202, 120, D )

konvergentan podniz tog niza. Tada mozemo reé¢i da niz funkcija
(2) (2) (2)
fa, (z), fr, (z),..., ky (x),...
konvergira u tacki = rs. Clanove ovog niza oznadit ¢emo sa

FO@), @), . P ), ... (1.17)

Niz (1.17) je podniz nizova (1.16), (1.15), (1.14) i konvergira u tacki = r3. Ako
ovaj postupak nastavimo dalje dobivamo beskona¢no mnogo nizova koje ¢emo
svrstati u sljedec¢u tabelu:

D), S @), ..., 10 (@), ...
@), P @),
1(3)(z)7f2(3)($),,fl(s)(ﬂf), (118)

==
(V)
S
—
]
&

)@y, 15 @), @),

Za nizove iz tabele(1.18) vrijedi sljedece:

1) prvi niz je podniz niza (1.14), a svaki ostali niz iz tabele (1.18) je podniz
niza iznad sebe. Dakle u krajnjem slucaju svi oni su podnizovi niza (1.14)

2) za svako m =1,2,..., m—ti niz iz (1.18) konvergira za x = ry,.

Formirajmo sad dijagonalni niz iz tablice (1.18). To je niz

D), (2 @), [P (@), (1.19)

Dokazimo da niz (1.19) konvergira za © = 1,73, ..., tj. da niz konvergira u svim
racionalnim tackama segmenta [a, b]. Prvo primijetimo da iz osobine 1) slijedi da
je niz (1.19) podniz prvog niza iz tabele (1.18). Posto prvi niz iz tabele (1.18)
prema osobini 2) konvergira za = ry to i niz (1.19) konvergira za = = r1. Dalje,
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

iz osobine 1) takoder slijedi da je niz (1.19) pocevsi od svog drugog ¢lana podniz
drugog niza iz tabele (1.18). Posto drugi niz konvergira za x = rg to i niz (1.19)
konvergira za & = r5. Niz (1.19) pocevsi od svog tredeg ¢lana je podniz treéeg niza
iz tablice (1.18). Posto tre¢i niz konvergira za x = r3 to i niz (1.19) konvergira za
x = r3. Nastavljajuéi ovako dalje, zakljuéujemo da niz (1.19) konvergira za sve
T =17r1,T2,T3,.... Do sada smo koristili samo osobinu podjednake ogranicenosti
niza (1.14). Iskoristimo sada osobinu podjednake neprekidnosti funkcija na [a, b].
To znadi da za svako € > 0 postoji § = d(e) > 0 takav da za svako k =1,2,...
vrijedi

Ifr(2") = fr(2")] < g za |z’ — 2| <6, a',2" € a,b]. (1.20)
Posto je niz (1.19) podniz niza (1.14), onda dobivamo da za sve k vrijedi

|f,£k)(x') — ,gk)(a:”)| < % za |z’ —2"| <6, 22" €la,b].

Podijelimo segment [a, b] tackamaa =z < 21 < -+ < 2; < Tjy1 < -+ < Tp = b,
ali tako da vrijedi ;41 —2; < d (i = 0,1,...,p — 1). U svakom od segmenata
[, z;41] izaberimo po jednu racionalnu tacku 7;. Posto, kao Sto smo vidjeli, niz
(1.19) konvergira u svim racionalnim tackama iz [a,b], onda on konvergira i u
tackama 71,72, ..., 7p—1. To znaci da za svako ¢ = 0, 1,2, ...,p — 1 postoji prirodan
broj N; takav da je

) = 7)) < 5 Emje k12 N (1.21)

Stavimo da je N = max{N; : ¢ =0,1,...,p — 1}. Tada za svako k,l > N vrijedi
nejednakost (1.21). Dakle, za svako i = 0,1,...,p — 1 vrijedi sljedece

) = 10 (0] < 5 Emje k12 N. (1.22)

Uzmimo sad po volji fiksno =z € [a,b]. Tada z pripada nekom od intervala
[, Ti+1]. Neka naprimjer € [z;,, xio+1], (t0 € {0,1,2,...,p—1}). Tada vrijedi

@) = 1@ < 1A @) = 58 Gl + 15 () = 10 (i) +
s l
+ 1) = 7 @)
Pretpostavimo da je k,1 > N. Tada iz (1.22) za i = iy dobivamo da je

) = 10l < 5 (1.24)

Dalje, pOétO jex € [Ii0,$io+1] i Fio S [xiovxio-‘rl} to je

(1.23)

|.’,E — ’Fio| < Tig+1 — Ty < 0.
Medutim, odavde i iz (1.20), gdje je 2’ = z i 2"’ = 7;,, dobivamo
k k)~
1 (@) = 1,0 <

1.25
110 (@) — 1P (7| < 2

Wlmw| o
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Na osnovu (1.23), (1.24) i (1.25) dobivamo da za svako k,l > N vrijedi

k 1 € € €
@ @) <55ty =c

Dakle, dokazali smo da za svako € > 0 postoji prirodan broj N koji zavisi samo
od € (a ne zavisi od z) i takav da za svako z € [a, b] vrijedi |f,5k)(x) - l(l)(x)| <€
¢im je k,I > N. Odavde na osnovu opéeg Cauchyevog kriterija za ravnomjernu
konvergenciju niza funkcija dobivamo da niz (1.19) ravnomjerno konvergira na
[a, b] ka nekoj funkeiji f(z). Funkcija f(x) je neprekidna na [a, b] jer je ona limes
ravnomjerno konvergentnog niza funkcija { f,gk) ()} na [a,b]. O

Za Cauchyev problem (1.13) prvo ¢emo dokazati da je neprekidnost funkcije
f(z,y) dovoljna za egzistenciju bar jednog rjeSenja u dovoljno maloj okolini
tacke (xg,yo). Medutim, ako f(z,y) nije neprekidna funkcija, onda posmatrani
Cauchyev problem moze da nema niti jedno rjesenje, kao Sto to pokazuje sljedeci
primjer.

Primjer 1.1.10. Pocetni problem

y=_-1, y0)=0

nema rjesenje. Naime, opée riesenje date diferencijalne jednadzbe je y = 1+Cx?.
Nakon uvrstavanja pocetnih vrijednosti, dobivamo 0 =1, sto nije tacno.

S druge strane, pocetni problem

y=2(-1, y0)=1

ima beskonacno mnogo rjesenja i sva su data sa y = 1+ Cx%. Naime, nakon
wvrstavanja pocetnih vrijednosti dobivamo 1 = 1.

2
Primijetimo da funkcija f(z,y) = —(y — 1) ima prekid u tackama u kojima je
x

z = 0.

U cilju dokazivanja egzistencije rjesenja Cauchyevog problema koriste se inte-
gralne jednadzbe. Razlog tome su neke osobine integrala koje ne posjeduju izvodi.
Naime, ako su dvije funkcije dovoljno blizu onda i njihovi integrali moraju biti do-
voljno blizu, dok njihovi izvodi mogu biti udaljeni ili ¢ak da ne postoje. Trebace
nam sljedec¢i teorem kako bismo dokazali egzistenciju, jedinstvenost i nekoliko
drugih osobina rjesenja poCetnog problema (1.13).

Teorem 1.1.2. Neka je funkcija f(x,y) neprekidna na nekoj oblasti D ravni.
Onda je svako rjesenje problema (1.13) i rjesSenje integralne jednadzbe

mmzymm+/“ﬂuwmw. (1.26)
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Dokaz. Neka je funkcija y(x), definirana na intervalu J, zo € J, rjeSenje
problema (1.13). Onda za svako x € J vrijedi

Y'(x) = fz,y(2)), y(xo) = vo. (1.27)

Ako (1.27) integriramo u granicama od zg do z, imamo
o)~ ylao) = [ Sty (1.25)
o
Kako je y(zo) = yo, onda iz prethodnog dobivamo

mm=m+/ﬂmmmw (1.29)

Napomenimo da je y(x) neprekidna funkcija, jer ima izvod kao rjesenje od y’ =
f(z,y). Dakle, ako je y(z) rjeSenje problema (1.13), onda je y(x) neprekidno
rjeSenje integralne jednadzbe (1.26). Obratno, pretpostavimo da je y(z), x € J,
neprekidno rjeSenje integralne jednadzbe (1.26). Kako je f(z,y) po pretpostavci
neprekidna funkcija, onda je i f(x,y(x)) neprekidna funkcija. Stoga funkcija
f;; f(t,y(t))dt kao integral neprekidne funkcije ima izvod za svako z € J. Tada
funkcija (1.29) ima izvod za svako z € J. Diferenciranjem u (1.29), dobivamo
y'(x) = fz,y()) i y(xo) = yo- O

Sada ¢emo dokazati Peanov teorem koji pokazuje da je neprekidnost funkcije
f(z,y) dovoljna da obezbijedi egzistenciju rjesenja Cauchyevog problema (1.13).

Teorem 1.1.3 (Peanov teorem). Neka je u oblasti D ravni xy definirana re-
alna funkcija f(xz,y) i neka je funkcija f(x,y) neprekidna na D. Onda za svako
(x0,y0) € D Cauchyev problem (1.13) ima bar jedno rjesenje koje je definirano
na |z — xo| < h, pri demu broj h ne zavisi od tacke (xo,yo).

Dokaz. Uzmimo proizvoljno tacku (zg,y0) € D i fiksirajmo je. Kako je D
otvoren skup, onda oko tacke (¢, yo) mozemo opisati zatvoreni pravougaonik R
koji lezi u oblasti D. Neka je R = {(z,y) : |z — x0| < a, |y — yo| < b}, gdje su
a 1 b neke pozitivne konstante. Po pretpostavci funkcija f(z,y) je neprekidna na
oblasti D, pa je neprekidna i na pravougaoniku R. Kako je zatvoren pravougaonik
zatvoren skup, onda je funkcija f(x,y) ograni¢ena na R, tj. postoji pozitivni broj
M takav da je

If(z,y)| <M zasve (x,y)€R. (1.30)

Uzmimo da je h = min {a, %} . Jasno je da je h > 0. Dokazatemo da Cauchyev
problem (1.13) ima bar jedno rjeSenje koje je definirano na segmentu [xg— h, o+
h]. Zapravo dokazatemo da takvo rjeSenje postoji na [z, zo + h]. Egzistencija
rjeSenja na [zo — h, o] dokazuje se na sli¢an na¢in. U nastavku smatramo da = €
[0, xo + h]. Uzmimo bilo kakav prirodan broj k i podijelimo segment [xg, xg + h],

Y -1 . . s
tackama g, xg + %, xo + %, ey T+ w, o + h. Definirajmo niz funkcija
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{yr(z)} na sljedeéi na¢in: stavimo prvo da je yi(z) = yo za x € [zq, 7o + 2. Ako
jesadax € [onr%, a:OJr%], onda je xf% € [:co,:cOJr%]. Na segmentu [:co,:coJr%] i
tim prije na segmentu [zg, x— %] funkcija yi (z) je veé definirana i o¢ito neprekidna
(jednaka konstanti). Prema tome, mozemo formirati funkciju f(¢,yx(t)) za t €
[xo, 2z — %] Ova funkcija je kao slozena funkcija neprekidnih funkcija takoder
neprekidna. Mozemo dakle integrirati funkciju f(¢,yx(t)) u granicama od xy do
T — % Stavimo da je

yr(z) = yo + /w_k F(t, ye(t))dt.

Zo

Ovim smo funkciju yy(z) definirali i na [zo + £, 2o + 22]. Prilikom formiranja
funkcije f(z, yx(x)) trebalo bi provjeriti da tacka (z, yi(x)) lezi u oblasti D. Zaista
za x € [xo, To+ 2] imamo da je |z —zo| < % < h. Ali, h = min{a, 3} paje h < a.
Dalje imamo |y (z) — yo| = 0 < b. Dakle, za x € [xq, zo + %] i za tacku (z,yx(z))
imamo da je |[x —xg| < a i |yr(x) —yo| < b. Ovo znadi da tacka (z,yx(x)) lezi u D.
Prema tome, funkcije f(t,yx(t)) mozemo zaista formirati za svako k. Dokazimo
da je funkcija yi (x) koja je do sada definirana na [zq, 2o + %], neprekidna. Oc¢ito
da je funkcija yx (x) neprekidna na [z, zo+ %), jer je konstantna na tom intervalu.
Na intervalu (g + %, o+ %] funkcija yi(x) definirana je kao integral neprekidne
funkcije, pa je i yx(x) oCito neprekidna funkcija na (zo + %, o + %] Ostaje da
se vidi da je y(z) neprekidna u xz = ¢ + % Kada ¢ " a9 + %, tada imamo da
ye(x) = yo " yo. Ako pak x N\, z¢ + %, tada imamo da

x—% To
yi(2) = yo + / f(tyn(t))dt — yo + / f(ty(t)dt = yo.
Zxo xo

Ovo znadi da yi(z) — yo = yr(xo + %) kad  — z¢ + %, pa je funkcija yi ()
neprekidna u tacki zg+ % Na osnovu ovoga imamo da je funkcija y (z) definirana
i neprekidna na [zo, g + 2]. Dokazimo sada da tacka (z,yx(z)) pripada R ako
z € [zo, o + 2], Za x € [z, 70 + 2], smo ovo ve¢ provjerili. Neka zato z €
[xo + %, z0 4+ 2]. Tada imamo da je [z — 20| < % < h < a. Dalje, imamo da je

h

/ T f g )de

o]

h

/ () de

0

Yk () — Yol = < . (1.31)

Posto tatka (¢,yx(t)) € R kada je t € [xg,x — %] C [x0, 20 + ], to imamo da je

z—P
k
/ Mdt
To

Kako je h = min{a, %}, toje h < % tj. Mh <b. Dakle, za = € [xg + %,xo + %]
i za tacku (x,yg(z)) imamo da je |z — x| < a i |yx(z) — yo| < b. Ovo znadi da

h

[ o

Zo

h
< <M — < Mh.
S S i B

h
x—xo—‘<M
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tacka (z, yr(x)) lezi u R C D. Prema tome, mozemo formirati funkciju f(¢, yx(t))
koja je neprekidna na ovom intervalu. Ako je x € [zo+ 22, 2o+ 3], tada z— 2 €
[2o+ 2, o+ 2], pa na intervalu [zg, 2 — 2] mozemo formirati funkciju f(¢, yy(t)).

Ovu funkciju mozemo integrirati na ovom intervalu. Stavimo da je

h

TE 2h 3h

Yk(®) = yo +/ ftye(t))dt, z € [z + =0 To + ?]-

Kao i ranije zakljutujemo da je funkcija y(z), koja je definirana na [zq, zo + 22],
neprekidna na tom segmentu i za svako x € [zo,z0 + 3] je (z,yx(z)) € R.

Nastavljajuéi postupak na ovaj na¢in vidimo da funkciju yg (z) mozemo definirati
na [xg,xo + h]. Dakle za svako k = 1,2, ... funkcija yi(z) je data sa

h
yk(x) = Yo, Lo ngxo‘i‘%
ye(x) = yo+ ft,ye(t))dt, xo—i—mE §x§x0+(m+l)E
zo
zam=1,2,...k—1. (1.32)

Pri tome je funkcija yi () neprekidna na [zg, o + h]. Posto je u (1.32) k proiz-
voljan broj, to na segmentu [xg,zo + h] imamo definiran niz funkcija {yx(x)}.
Dokazimo da je ovo niz podjednako ogranicenih i podjednako neprekidnih funkcija
na [xo,zo + h]. Za proizvoljno k = 1,2,... imamo da je |yx(x)| = |yo| ako je
x € [xg,x0 + %} Ako je z € (xo + %,xo + h] imamo da je

)] = <lol + | [ Stle

Zo

o
k
/ Mdt
zo

h
:\yo|+M|$—%—CC0|S|yo\+M\fC—$0|§|yo|+Mh§\yo|+b7

yo+/ B J(t yx(t))dt

0

h

[ o

0

< |yo| + < |yo| + =

ti- Jyk(x)] < |yo| + b. Ovo znadi da je to niz podjednako ograniCenih funkcija.
Dokazimo sada podjednaku neprekidnost ovog niza funkcija. Dokazimo da za
svako x1, 2 € [xo,x0 + h] vrijedi |yr(z1) — yr(z2)| < M|z1 — 22|. Uzmimo sada
bilo koje dvije tacke x1, zo iz [xo, 2o + h|. Ako 1,25 € [:co, To + %] tada je

[ye(®2) — yr(21)| = [yo — yo| = 0 < M|z — x4

Ako x1 € [x07 To + %] , o € (xo + %, To + h} tada je
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lyr(x1) —yr(z2)] = |yo — <y0+/x2_k f(t,yk(t))dt>‘ =

Zo

k

£2—% ZEQ—%
= |/ T sewo < | [ )
xo xo
h
27k h h
< / Mdt| = M |z — — — x9 :M:L‘Q—(—‘rl'o)’
o k k
. h
< Mlzg—x| | jerjexs < —+a0 .

Ako z1,22 € (20 + %, zo + h| tada je

h

e~ e = | [ N f g0 — / N (0t

0 xo

117%

- / Sty (0))dt

h

/ ()

h
27k

S
h
27 %

ml—%
/ Madt
IQ—%

IN

:M‘l‘g—a’}l‘.

Dakle, imamo
lyk(z2) — yr(21)| < Mlzo — 21|, 21, 22 € [T0, T0 + h].

Odavde neposredno slijedi ravnomjerna neprekidnost niza {yx(x)}. Za datoe > 0
stavimo § = ;. Oc¢ito da § zavisi samo od ¢. Sada imamo da za sve k = 1,2,...

i za sve 1, T2 € [xg, xo + h] vrijedi
€

lyr(z1) — yr(22)| < Mg — 21| < MM

g, C¢mje |xa—1x1] <4

Ovo znaéi da je {yx(z)} niz podjedanko neprekidnih funkcija. Sada iz Arzela-
Ascolievog teorema slijedi da niz {yx(x)} sadrzi podniz {yg, (z)} koji konvergira
ravnomjerno na [zo, o + h] prema neprekidnoj funkciji y(z). Dokazimo da y(z)
zadovoljava integralnu jednadzbu

y(2) = 9o + / " H(t (o). (1.33)

Posto yk, () — y(x) kada ¢ — oo i posto je yk, (xo) = yo to je ofito y(zg) = yo.
Dakle, jednadzba (1.33) je zadovoljena za 2 = . Neka sad = € (zg,zo + h].
Posto k; — 0o (i — 00) to zp+ kﬁ — xo kada i — co. Za x > x( postoji dovoljno
veliko ¢ tako da je x > xo + ki
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Na osnovu (1.32) imamo da je
o

Yk () = yo + / It yr, (t))dt.

xo
Dalje imamo da je

h
T

o b
ki
/ Mat

Dakle, fff’“% ft,yr, (t)dt — 0 (i — 0). Posto yg, (z) tezi ravnomjerno ka y(x)
na segmentu [xo, o + h], zbog neprekidnosti funkcije f dobivamo da f(t, yx,(t))
ravnomjerno tezi ka f(¢,y(t)). Na osnovu ovoga i teorema o prelasku na limes
pod znakom integrala dobivamo da je

/ﬁmwmmﬁﬂ/ﬂmmmwaﬁmy

Za zadnji ¢lan na desnoj strani imamo

h

[ o < < _ul

Ao .

Ako u relaciji (1.34) pustimo da i — oo tada dobivamo da je y(x) rjeSenje inte-
gralne jednadzbe (1.34). Posto je y(x) neprekidna funkcija, to slijedi da je y(x)
rjeSenje Cauchyevog problema. O

U primjeru koji slijedi pokazat ¢emo da Peanov teorem obezbjeduje posto-
janje rjesenja Cauchyevog problema, ali ne i jedinstvenost.

Primjer 1.1.11. Peanov teorem pod pretpostavkom neprekidnosti funkcije obezb-
jeduje egzistenciju rjesenja Cauchyevog problema, ali ne obezbjeduje jedinstvenost
rjesenja.

Naime, moguce je da Cauchyev problem pod pretpostavkama Peanovog teorema
ima 1 vise rjesenja, kao Sto to pokazuje sljedeci primjer.

Posmatrajmo diferencijalnu jednadzbu v = y*/3. Funkcija f(x,y) = y*/° je
neprekidna za svako (z,y) € R2. Opée rjesenje ove jednadzbe je y = (%)3
Geometrijski ova familija predstavlja familiju kubnih parabola. Medutim, iz jed-
nadzbe je jasno da je x—osa, zadana jednadzZbom y = 0, takoder rjesenje pos-
matrane diferencijalne jednadzbe. Dakle, svakom tackom x—ose prolaze po dvije
integralne krive, to su odgovarajuca parabola i x—osa. Znaci da Cauchyev prob-

lem y' = y?/3, y(x0) = 0 ima bar dva rjesenja.

U sljede¢em primjeru vidjet ¢emo da neprekidnost funkcije f(x,y) u Peanovom
teoremu jeste dovoljan, ali nije potreban uvjet za egzistenciju rjesenja Cauchyevog
problema. Drugim rje¢ima Cauchyev problem moze imati rjesenje i u slu¢aju kada
funkcija f(z,y) nije neprekidna.
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Primjer 1.1.12. Posmatrajmo diferencijalnu jednadzbu

1, y>0
y =sgny, sgny=4¢ 0, y=0
-1, y<O0

Desna strana jednadzbe, kao funkcija od y(x), ima prekid w svakoj tacki x—ose.
Medutim, ocito je da svakom tackom x—ose prolazi integralna kriva posmatrane
jednadzbe, a to je x—osa zadana sa y = 0.

Vidjeli smo dovoljan uvjet pod kojim Cauchyev problem (1.13) ima bar jedno
rjeSenje. Madutim, u primjenama je veoma vazno ne samo da imamo rjesenje,
nego i da je to rjesenje jedinstveno.

Sada ¢emo navesti i dokazati teorem koji daje dovoljne uvjete jedinstvenosti
rjeSenja posmatranog Cauchyevog problema.

Teorem 1.1.4 (Cauchy-Picardov teorem). Posmatrajmo Cauchyev problem

y = f(z,y) (1.35)
y(wo) = yo-

0
Pretpostavimo da su funkcije f © 6—f neprekidne na nekom pravougaoniku
Y

R:{(xay): |IIZ*(1?0‘§0,, |y7y0|§b7a>07b>0}

koji je opisan oko tacke (xo,y0). Tada postoji pozitivan broj h < a takav da
Cauchyev problem (1.36) ima jedno i samo jedno rjesenje u intervalu |z —xq| < h.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti u nekoliko koraka.

1. Kako je f neprekidna na R, onda je tamo i ogranic¢ena. Dakle, postoji realan
pozitivan broj M takav da je |f(z,y)] < M za svaku tacku (z,y) € R. Neka je h

manji od brojeva a i —, tj.
) ) M J

h = min {a, ]\1’4} (1.36)

Dokazat ¢emo da problem (1.36) ima jedno i samo jedno rjesenje u intervalu |x —
xo| < h, gdje je h dat sa (1.36). Iako nismo u moguénosti da eksplicitno nademo
rjeSenje problema (1.36), pokazat ¢emo da rjesenje postoji, da je jedinstveno i
kako ga aproksimirati. Grubo govore¢i, dokaz se sastoji u tome da pokazemo da
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

sljedeci niz funkcija
yo(z) = o
x
n@) = wt [ )
xo

w@ = yot / "t ()t (1.37)

I

<

S

+
a\
= 8

-

—

“@F

<

3

L

—

-

N~—

N—

IS

~

konvergira i da je njegov limes jedinstveno rjesenje Cauchyevog problema (1.36).

2. Neka su (z,y1) i (x,y2) bilo koje dvije tacke iz R. Primjenom teorema o
srednjoj vrijednosti na funkciju f, posmatrajuéi f kao funkciju od y, imamo

Fesyn) — ) = Z—;u,g)(yl ), (1.38)

0
gdje je y izmedu y; i yo. Kako je a—f neprekidna na R, onda je tamo i ogranicena.
Y

Dakle, postoji realna pozitivna konstanta K takva da je
of
, <K 1.39
‘ By (z y)’ < (1.39)

za svaku tacku (z,y) € R. Iz (1.38) i (1.39) slijedi da za svaki par tacaka (z,y)
i(x,y2) iz R, funkcija f zadovoljava uvjet

|f($,y1)—f($,y2)‘ SK‘yl _y2| (140)

Funkcija f koja je definirana na R i zadovoljava uvjet (1.40) za neku pozitivnu
konstantu K i svaki par tacaka (z,y1) i (x,y2) zove se Lipschitz neprekidna po y

na R sa Lipschitzovom konstantom K. Dakle, pretpostavka da je 50 neprekidna
Y
na R implicira da je f Lipschitz neprekidna po y na R. U ovom teoremu mi
. . 3 . of . o
smo koristili upravo neprekidnost parcijalnog izvoda 30 umjesto same Lipschitz
Y

neprekidnosti.

3. Posmatrajmo niz funkcija yo(x), y1 (), . . . yn(x), . . . definiran sa (1.37). Pokazat
¢emo da y,,(x) za svako n = 0,1,2,... postoji u |z — xo| < h, da su sve funkcije
neprekidne na tom intervalu i da zadovoljavaju nejednakost

lyn(x) —yo| <b za |z —xo|<h, n=0,1,2,... (1.41)

U dokazu ¢emo koristiti matematicku indukciju. Dakle, prvo ¢emo dokazati
tvrdnju za n = 0. Zatim ¢emo pretpostaviti da je tvrdnja tacna za n = k, a onda
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

¢emo dokazati za n =k + 1. Zan =0, yo(z) = yo je neprekidna u |z — x| < h,
jer je konstantna funkcija neprekidna svuda. Nejednakost (1.41) je zadovoljena,
jer je |yo(z) — yo| = 0. Pretpostavimo sada da je yi(z) neprekidna u |z —zo| < h
i da nejednakost (1.41) vrijedi za n = k. Tada je f(z,yr(x)) neprekidna po = u
intervalu |x — xg| < h, jer su na tom intervalu neprekidne funkcije f i y. Dakle,
Yg+1 je dobro definiran sa (1.37) za n = k+1 i neprekidna je funkcija na intervalu
| — o] < h, jer je integral neprekidne funkcije neprekidna funkcija. Konaéno,

@) - wl = | [ e
o
< | [ o]
o
¥ b
< M / dt‘ < M|z — x| thgMM:b.
zo
Ovim je dokazano da tvrdnja vrijedi za svako n = 0,1,... Zadnja nejednakost

objasnjava izbor broja h.
4. Sada ¢emo matematickom indukcijom dokazati da za svako n =0,1,...1 za
| — zo| < h vrijedi sljedeéa nejednakost

MEK" |z —zo" < MK"=1pn

Y (2) = Yn-1(2)| < (1.42)

Za n =1, imamo

n! n!

ly1(z) — yo(x

/ Pt ot >>dt] <M

/ dt‘ M|z — x0| < Mh.
o

Dakle, (1.42) je tatna za n = 1. Sada ¢emo pretpostaviti da je (1.42) tacna za
n =m, tj. da za |x — zo| < h vrijedi

MEK™ Yo — xo|™ < MK™1pm

(1.43)

|ym(x) - ym—l(x” < ml m)

i pokazat ¢emo da (1.42) vrijedi za n = m+ 1. Koristeéi (1.37) i (1.40), dobivamo

/ftym dt—/ftym1 )dt‘

£ty (1)) — £, ym_1<t>>|] it

|ym+1(x) - ym(x)| =

IN

IN

x| g (t) — ym_1<t>|dt\ .

T
/ |t — I0|mdt’
o

MKm|l‘—$0‘m+1 < MKmhm,—i-l
(m+1)! = (m+ 1)

Sada, koristeéi (1.43), imamo
MK™
m!

Ym+1(2) = ym (@)
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

¢ime je (1.42) dokazano.

5. Sljedeéi korak u dokazu ovog teorema je da pokazemo da niz funkcija {y, (x)}
uniformno konvergira ka funkciji y(x) na intervalu |z — x| < h. U tom cilju,
primijetimo sljede¢e: n—ta parcijalna suma reda

2)+ Y (Yn(2) = Y1 (@) (1.44)
n=1

upravo je jednaka y, (x). Dakle, red (1.44) i niz {y,(z)} imaju iste osobine po pi-
tanju konvergencije. Osim toga, buduéi da vrijedi (1.42), red (1.44) je dominiran

numerickim redom
Kn 1 hn
lyol + Z

Ovaj numericki red konvergira. Naime,

n—1pn
ZMK h (eKh—l).

n=1 n=1

Na osnovu Weierstrassovog kriterija red (1.44) konvergira apsolutno i uniformno
na intervalu |x — x| < h. Oznaimo njegov limes sa y(x). Dakle,

y(z) = lim y,(x). (1.45)

6. Sada ¢emo dokazati da je funkcija y(z) rjeSenje Cauchyevog problema (1.36).
Najprije, funkcija y(x) zadovoljava pocetni uvjet y(zg) = yo. Naime, iz (1.37),
imamo

Yn(xo) =y, n=0,1,2,...

Prelazeéi na limes kad n — oo dobivamo y(zg) = yo. Posto je y(x) uniforman
limes niza neprekidnih funkcija y, () na intervalu |x — z¢| < h, slijedi da je y(z)
neprekidna funkcija na intervalu |z — xg| < h. Takoder, iz (1.41), prelazeéi na
limes kada n — oo, imamo da za |x — x¢| < h,

ly(x) — yo| < b.

Dakle, funkeija f(z,y(z)) je dobro definirana i neprekidna na intervalu |z —zq| <

h i integral
T
/ f(ty(t))dt
o
postoji. Iz (1.40) imamo da za |x — x¢| < h, vrijedi
|f (@, yn (@) = f (@, yn-1(2))] < Klyn(z) — y(2)|.
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Posto niz funkcija {y, (x)} uniformno konvergira ka funkciji y(«) na intervalu |z —
xo| < h, slijedi da niz {f(x, y,(z))} uniformno konvergira ka funkciji f(z,y(z)),
zato je

tim [ f(t,ya(t))dt = /f Wt (1.46)

n—oo zo

Prelazeéi na limes u (1.37) kad n — oo i koristeéi (1.45) i (1.46), dobivamo
D=+ [ S0 (1.47
z

Diferenciranjem lijeve i desne strane u (1.47) po « (primijetimo da je desna strana
diferencijabilna funkcija gornje granice x) imamo

Y () = f(x,y(x).

Ovim je dokaz da je y(x) rjeSenje Cauchyevog problema (1.36) zavrsen.

7. Ostalo je jos da dokazemo da je y(z) jedinstveno rjesenje problema (1.36). U
tom cilju pretpostavimo da je §(x) drugo rjeSenje problema (1.36). Onda

y'(2) = 7' (x) = f(z,y(2) — f(a,5(x)).

Integriranjem u granicama od x¢ do x i koriStenjem ¢injenice da je y(xg) = yo =
§(x0), imamo

i) = i) = [ C(Fy(0) — £t 5(0)))d. (1.48)

Zo

Pretpostavimo sada da je z > zg. Slucaj kada je x < x( sli¢no se dokazuje. Iz
(1.48), koristeéi (1.40), dobivamo

ly(z) — 3(x)] < K / ly(t) — () dt. (1.49)

Stavimo

/\y —g(t)|dt. (1.50)

Koristeéi (1.49), imamo

w'(z) = ly(z) - il \<K/ ly(t) — §()|dt = Ku(z)
ili
w'(x) — Kw(z) <0. (1.51)

Mnozeéi obje strane nejednakosti (1.51) sa integracionim faktorom e %% dobi-
vamo ,
(w(z)e 57) <. (1.52)
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Integrirajuéi obje strane od (1.52) u granicama od zy do z, imamo
w(x)e KT —w(xg)e K < 0.
Medutim, iz (1.50), imamo w(z) = 0 i w(z) > 0. Dakle,
0 < w(z)e " <0,

odakle dobivamo
w(z) = 0.

Sada iz (1.49), zakljuCujemo da je y(z) = g(x). O

Primjedba 1.1.1. Napomenimo da su ovdje navedeni i dokazani Peanov teo-
rem i Cauchy-Picardov teorem lokalnog karaktera, jer garantiraju egzistenciju i
jedinstvenost riesenja lokalno, tj. samo u okolini pocetnih uvjeta. Ako rjesenje
pocetnog problema (1.36) postoji na cijelom intervalu |z — x| < a onda kaZemo
da rjesenje postoji globalno

Primjer 1.1.13. Neka su dati diferencijalna jednadzba
y/ _ :E2 4 y2

1 pocetni uvjeti
y=0 za x=0.

Pokazati da ovaj problem ima jedinstveno rjesenje.

RjesSenje. Stavimo da je
fla,y) = a® + 42
Uzmimo pravougaonik oko poéetnog uvjeta (0,0) :

R=A{(z,y): |z| <a, |y <b, a>0,b>0}.

0
Ocito je da su funkcije f(z,y) i a—f = 2y neprekidne u cijeloj ravni, pa su speci-
Y

jalno neprekidne na R. Kako je R zatvoren i ogranicen, onda su ove funkcije
ogranicene na R. Dakle, vrijedi

< 2b.

Sl < +0 i ]gg{

Sada je

) b
h:mln{a,M}.

Po Cauchy-Picardovom teoremu, posmatrani pocetni problem ima jedinstveno
rjeSenje na intervalu |x| < h. Jasno je da broj h zavisi od izbora brojeva a i b.
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Ako specijalno uzmemo a = 1i b = 1, onda ¢ée posmatrani poCetni problem imati
1
rjeSenje u intervalu |z| < 7
Napomenimo da se postavljeni problem ne moze rijesiti integriranjem. Zato
je veoma znacajno ustanoviti da li problem ima rjesenje i kada je ono jedin-
stveno, kako bi se mogle primijeniti neke druge metode i pokusati dobiti priblizno
rjeSenje. ¢

Primjer 1.1.14. Rijesiti pocetni problem

Y = sin(ey)
y(0) = 0.

RjeSenje. Stavimo
f(z,y) = sin(zy).

0 0
Sada je a—f = z cos(zy). Ocito je da su funkcije f(x,y) i 8—f neprekidne za svako
Y
x iy, pa su specijalno neprekidne na zatvorenom i ograni¢enom pravougaoniku
R={(z,y): |z| <a, |y <b, a>0, b>0}.

Dakle, na R su i ogranicene. Po Cauchy-Picardovom teoremu postavljeni problem
ima jedinstveno rjesenje. Primijetimo da je y = 0 rjeSenje ovog problema (dakle,
prolazi tackom (0, 0)). Posto postavljeni problem ima jedinstveno rjeSenje, onda
zakljucujemo da je y = 0 i jedino rjeSenje ovog pocetnog problema. ¢

Primjedba 1.1.2. Ako u pocetnom problemu (1.36) funkcija f(z,y) zadovoljava
uvjete Cauchy-Picardovog teorema u nekoj okolini pocetnih uvjeta (xo,yo) i takva
je da vrijedi f(x,yo) = 0 u blizini tacke x = xo, onda jedinstveno rjesenje koje
prolazi tackom (xo,yo) je dato sa y = yo (zbog neprekidnosti funkcije po varijabli

Primjedba 1.1.3. Rjesenje y = y(z) jednadzbe y' = f(x,y) na osnovu Cauchy-
Picardovog teorema je definirano i neprekidno diferencijabilno na intervalu |x —
xo| < h, gdje je h = min {a, %} Ako je h < a, onda se, opéenito govoreéi, to
rjesSenje moze produZiti, tj. moze se nadi funkcija y = Y(x) koja je definirana i
neprekidno diferencijabilna uw nekom intervalu koji sadrzi interval |z — x| < h,
koja zadovoljava jednadzbu y' = f(x,y), © u svim tackama intervala |x — xo| < h
poklapa se sa rjesenjem y(x). Ovdje se neéemo baviti teoremima o produzenju,
ali ¢emo na nekoliko jednostavnih primjera dlustrirati o cemu se zapravo radi.

Primjer 1.1.15. Pokazati da je rjesenje jednadzbe

y = xsiny
sa pocetnim uvjetima
0 =12
Y 2

definirano za svako x.
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Rjesenje. Stavimo f(x,y) = xsiny. Funkcija f(z,y) je definirana i neprekidna
u cijeloj ravni R?. Ispitajmo da li su zadovoljni uvjeti Cauchy-Picardovog teorema.

0
Imamo, —— = z cosy. Vidimo da je or
dy dy
uvjet je ispunjen u svim tacakama ravni R?, ali ne postoji konstanta L podesna
za cijelu ravan. Lako se dobije da rjesenje posmatrane jednadzbe koje zadovolja

dati pocetni uvjet glasi

< L ako je |z| < L. Dakle, Lipschitzov

$2

y = 2arctan e?2 .
Jasno je da je ovo rjeSenje definirano svuda u R2. Dakle, rjeSenje posmatrane

jednadzbe sa datim pocCetnim uvjetom je produzeno tako da je definirano za sve
realne vrijednosti x. ¢

Primjer 1.1.16. Data je diferencijalna jednadzba

y/ — y2
sa pocetnim uvjetom
y(zo) = Yo, yo > 0.
Pokazati da se rjeSenje ovog pocetnog problema ne moze produZiti desno od tacke
To + y%’ ali moze lijevo od te tacke.
Rjesenje. Stavimo f(z,y) = y?. Jasno je da je funkcija f(x,y) definirana i
neprekidna u cijeloj ravni. Provjerimo da li zadovoljava Lipshitzov uvjet. Imamo

ly? — w3l = |1 + v2llyr — ya| < Ly — v,
ako je |y1 +y2| < L. Dakle, ne postoji podesna konstanta za cijelu ravan. Naime,
parcijalni izvod 90 = 2y je ogranicen ako je y konacno, ali nije ograni¢en na
cijeloj ravni. Medutim, ako funkcija f(z,y) zadovoljava Lipshitzov uvjet i ako

0
—f postoji, onda je < L. Dakle, postoji rjesenje koje zadovoljava zadane

Ay
pocetne uvjete koje se moze nac¢i Picardovim metodom, ali nema garancije da
je to rjesenje definirano za sve vrijednosti x. Integriranjem polazne jednadzbe,
dobivamo

_ 1
YTTry o
Uvrstavanjem pocetnog uvjeta, dobivamo
1
y=——7—"%
T — (:ro + y—o)

Ovo rjesenje je definirano i neprekidno u intervalu (—oo,xo + y%) . Vidimo da

kad x — zo + yio onda y — 4o00. (Strogo govoredi, kad x tezi slijeva ovoj tacki.)
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

Rjesenje
1

x—(xo—i—yio)

ima vertikalnu asimptotu x = 960-1-1%0- Slijedi, da se rjeSenje posmatranog pocetnog
problema, dobiveno Picardovim metodom, ne moze produziti desno od tacke
o + %, ali se lijevo moze produziti neograniceno. ¢

Yy=-

Primjer 1.1.17. Pokazati da se rjesenje diferencijalne jednadzbe
y/ =1+ y2

koje zadovoljava pocetni uvjet
y(0) =0

ne moze produZiti izvan intervala (—%, g) .
RjeSenje. Integriranjem jednadzbe, imamo

arctany =z + C, —g<x+0<g.

Odavde slijedi da je rjesenje dato sa
™

t u <z <
=tanzr, ——<ux
Y ) B 9

7r T

Ovo rjesenje ima dvije vertikalne asimptote x = —3 iz = 5 Dakle, rjesenje
T

posmatranog pocetnog problema ne moze se produziti lijevo od tacke —3 niti

™ m™ T
desno od tacke 5 tj. ne moze se produziti izvan intervala (—5, 5) . ¢

1.1.3 Neprekidna zavisnost rjeSenja od pocetnih uvjeta

Cauchyev problem (1.36) moze da predstavlja model nekog fizikalnog problema
u kojem su Cesto ukljuceni parametri poput duzine, mase, temperature itd.
Vrijednosti ovih parametara mogu se mjeriti samo do nekog stepena tacnosti.
Dakle, u posmatranom Cauchyevom problemu (1.36), pocetni uvjet (xo,yo) kao
i funkcija f(z,y) mogu se javiti sa nekom "greskom” ili zbog potrebe, ili zbog
pogodnijeg posmatranja problema. Zato je veoma vazno znati Sta se deSava sa
rjeSenjem problema (1.36) ako se pocetni uvjet (xg,yo) i funkcija f(z,y) "mijen-
jaju”. Odgovor na ovo pitanje dat ¢emo u sljede¢em teoremu.

Teorem 1.1.5. Naka su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

(i) Funkcija f(x,y) je neprekidna na oblasti D koja sadrzi tacke (xo,yo) ©
(x1,y1) ravni i ogranicena je konstantom M na toj oblasti.
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1.1. Diferencijalne jednadzbe i rjesenja

(i) f(x,y) zadovoljava Lipschitzov uwvjet na D (sa Lipschitzovom konstantom
L)

(ii)  Funkcija g(x,y) je nepekidna na D i ogranicena na toj oblasti konstantom
M.

(iv) y(x) i z(x) su rjesenja pocetnog problema (1.36) i
Z/:f($,2)+g($,z), Z(xl):yh
na intervalu J koji sadrzi xo © x1.

Onda za svako x € J vrijedi sljedeéa nejednakost

1
9(0) = @) < (10 = 3]+ (M + Mo = + 1 ) om0 1.5

Dokaz. Ranije smo pokazali da je rijesiti Cauchyev problem isto S$to i rijesiti
odgovarajucu integralnu jednadzbu. Stoga za svako z € J, imamo

A) = pt / "t 2(0) + gt 2(1)))de

1
x

_ y1+/x f(t,z(t))dt—&—/zo f(t,z(t))dt+/ g(t, 2(1))dt.

L1

Sada je

y(t) — =(1)

w-unt | ) — Ft=(0))dt

o
xry xr
- [ stesena- [ gtesar
o T
Iz prethodnog, imamo
ly(z) = 2(x)] < |yo — w1l + Mlzr — x| + M|z — o (1.54)

x
[ vt~ stoyae

xT

0

+ L : (1.55)

Stavljajuéi u(z) = f;o ly(t) — z(t)|dt i rjeSavanjem dobivene diferencijalne nejed-
nakosti, dolazimo do trazene nejednakosti. (I

Iz nejednakosti (1.53) je jasno da ako se pocetni uvjeti malo mijenjaju i ako
je funkcija f(z,y) ogranifena, onda razlika izmedu dobivenih rjesSenja takoder
mala. Dakle, izjava, ako se funkcija f(x,y) i pocetni uvjet (zo,yo) neprekidno
mijenjaju, onda rjeSenje pocetnog problema (1.36) se neprekidno mijenja ” je
tacna. Takoder, jasno je da rjeSenje z(x) poetnog problema 2’ = f(z,z) +
g(x,z), z(x1) = y1 ne mora biti jedinstveno.
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Primjer 1.1.18. Posmatrajmo diferencijalnu jednadzbu iz Primjera 1.1.14, ali
sa pocetnim uvjetom y(0) =1, t.
y =sin(xy), y(0)=1

na pravougaoniku R = {(z,y) : || <1/2, |y — 1| < 1/2}. Sliéno kao u Primjeru
1.1.14, pokaze se da ovaj problem ima jedinstveno rjesenje na intervalu |z| < h <
1/2. Kao aproksimaciju prethodno posmatranog problema, uzmimo problem

2=z, 2(0)=11,
koji takoder ima jedinstveno rjesenje z(x) = 1.1e**/2 na intervalu |x| <1/2. Po

Taylorovoj formuli, imamo

3 3
1 1/1 3 9
_ . _ < = 6 < |z _ = — = M,.
lg(x,y)| = |sin(zy) — zy| < 6|$Z/| =5 (2) (2> 128 1

Na osnovu Teorema 1.1.5, imamo

9\ () 9
— < 1 N 2 _ <
ly(z) — z(z)| < (07 + 64> e i Zasve lz| <

1.1.4 Opce i partikularno rjesenje

Diferencijalna jednadzba

y' = f(z,y) (1.56)
moze imati beskona¢no mnogo rjesenja. Familija rjeSenja jednadzbe (1.56), koja
zavisi od jedne proizvoljne konstante C :

y=¢(z,0), (1.57)

naziva se opée rjesenje jednadzbe (1.56). Geometrijski gledano ta familija pred-
stavlja familiju integralnih krivih u ravni (z,y), koja zavisi od jednog parametra
C, pri ¢emu se jednadzba te familije moze rijesiti po y. Za svaku vrijednost
proizvoljne konstante (parametra) C (od dopustivih vrijednosti) formula (1.57)
daje rjesenje (integralnu krivu) jednadzbe (1.56).

Iz formule (1.57), opéenito govoreci, mozemo dobiti rjesenje Cauchyevog prob-
lema jednadzbe (1.56). Dakle, mozemo dobiti rjeSenje koje zadovoljava date
pocetne uvjete (xg,yo). Naime, u formuli (1.57) zamijenimo x sa xg i y sa yo,
nakon ¢ega izratunamo vrijednost konstante C = Cy. Vratimo se u formulu (1.57)
i C zamijenimo sa Cy i dobivamo rjesenje Cauchyevog problema y = ¢(z, Cp).

Ovdje je veoma vazno ista¢i da nema garancije da se moze jednadzba yy =
(g, C) rijesiti po C, kao i da je nadeno rjesenje Cauchyevog problema jedin-
stveno. Stoga, da bismo imali i jedinstvenost rjesenja Cauchyevog problema,
potrebno je na funkciju y = ¢(x, C) postaviti neka ogranicenja, za koja bi for-
mula (1.57) bila pogodna za rjeSenje Cauchyevog problema za bilo koje pocetne
uvjete (xo,yo) iz neke oblasti D promjenljivih z i y. Zato ¢emo u oblasti D prom-
jenljivih (z,y) posmatrati neku oblast ¢ijom svakom tackom prolazi jedna i samo
jedna integralna kriva jednadzbe (1.56). Imamo sljedeéu definiciju.
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Definicija 1.1.7. Podskup oblasti definiranosti D obicne diferencijalne jednadzbe
(1.2) kroz ¢iju svaku tacku prolazi samo jedna integralna kriva, zvat éemo oblast
egzistencije i jedinstvenosti rjesenja posmatrane jednadzbe. Ovu oblast éemo
oznaciti sa &.

Dakle, opce rjesenje definiramo na sljede¢i nacin:

Definicija 1.1.8. Neka je € oblast egzistencije i jedinstvenosti rjesenja jednadzbe
(1.56). Funkcija y = (x,C), definirana u nekoj oblasti D promgjenljive x i
parametra C, je opée rjedenje jednadzbe (1.56) ako vrijedi:

(i) o(z,C) je neprekidno-diferencijabilna po x u oblasti D;

(i) jednadzba y = (x,C) je rjesiva po C u oblasti &, tj. C = p(x,y) za svako
(2,y) € &;

(iii) funkcija p(x,C) je rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe (1.2) za svako
C, pri cemu je C = (z,y) za svako (z,y) € E.

Nije tesko vidjeti da opce rjeSenje sadrzi sva rjesenja Cauchyevog problema.
Naime, neka je (xg,y0) € & proizvoljna tacka i neka je funkcija y(z) rjeSenje
Cauchyevog problema, tj. neka je y'(z) = f(z,y(x)) i y(xo) = yo- Neka je p(x, C)
opce rjeSenje te jednadzbe. Jednadzba y = p(z, C) je rjesiva po C; C' = ¢(x,y)
za svako (z,y) € £, zato postoji konstanta Cy tako da je ¥(zo, yo) = Co. Stavimo
da je ¢(z,Cy) = y1(x). Ova funkcija je rjesenje Cauchyevog problema koje prolazi
tackom (zg, yo) zato §to je

yl(‘ro) = 90(5307 CO) = 90(55071/)(%0, yO)) = Yo-

Ako tatkom (z,yo) prolaze dva rjeSenja Cauchyevog problema, kako je £ oblast
egzistencije i jedinstvenosti, oba se rjeSenja moraju poklapati na zajednickom
intervalu definiranosti, te je proizvoljno rjesenje Cauchyevog problema sadrzano
u opéem rjesenju.

Zbog navedenog, ¢esto se opce rjeSenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe (1.56)
definira kao rjesenje koje zavisi od proizvoljne konstante C' ako se iz njega za
odgovarajuce vrijednosti konstante moze dobiti bilo koje rjesenje Cauchyevog
problema.

Primjer 1.1.19. Obicna diferencijalna jednadzba y' = y? ima opée rjesenje
1

y = o—2 Uzmimo tacku (—1,1). Integralna kriva koja prolazi ovom tackom
—x

je p(x) = =%, x € (—o0,0). Integralna kriva koja prolazi kroz tacku (1,0) je

data sa ¢p(x) =0 x € (—00,400) i ovo rjesSenje je sadriano u opéem rjesenju za
C = .

SMoze se dogoditi da je oblast egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja podijeljena u nekoliko
podoblasti pa u tom slucaju svaka od oblasti imat ¢e svoje opce rjesenje.
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Definicija 1.1.9. Za rjesenje jednadzbe (1.56) kazemo da je partikularno ako
se moze dobiti iz opcéeg rjesenja za neku vrijednost konstante C.

Sada ¢emo definirati pojam integrala diferencijalne jednadzbe (1.56). Pod-
sjetimo se da funkcija t(z,y) definirana u Definiciji 1.1.8, ima osobinu da je
Y(z, p(x,C)) = C za svako x iz oblasti definiranosti rjesenja ¢(z,y).

Definicija 1.1.10. Funkcija ¢ (xz,y), definirana, neprekidna i sa neprekidnim
parcijalnim izvodima prvog reda w oblasti £, pri cemu je w;(w,y) # 0 za svako
(xz,y) € &, je integral jednadzbe (1.56) u toj oblasti ako duZ bilo kojeg rjesenja
ima konstantnu vrijednost.

Uvjet w;(m,y) # 0 je nametnut jer bi u protivnhom iz totalnog diferencijala
dip = Yidr + ydy = 0 i iz jednadzbe (1.56) slijedilo da je funkcija f(z,y)
neodredena u nekim tackama oblasti £.

Vrijedi sljede¢i Teorem.

Teorem 1.1.6. Funkcija, 1)(x,y) definirana i neprekidna zajedno sa parcijalnim
izvodima prvog reda w oblasti &, pri cemu je ¥, (v,y) # 0 za svako (z,y) € &, je
integral jednadzbe (1.56) ako i samo ako je

(V(z,y) € &) Vp(2,y) +vy(z,y) f(z,y) = 0.
Dokaz. Buduéi da integralna kriva proizvoljnog rjeSenja o(z), x € (a,b) pri-
pada oblasti £, imamo

(V(z,y) € &) Py(x, (@) + vy (2, 0(2))f (2, () =

= 4, p(a)) + 4 (o, (@) (@) = oo, (2)),

odnosno, za svako = € (a,b) je ¥ (z, p(x)) = const.
Analogno se dokazuje tvrdnja za diferencijalnu jednadzbu u simetri¢nom ob-
liku, samo sto relacija iz Teorema 1.1.6 postaje

(V(ﬂ?,y) € g) %(%y)N(%ZJ) - %(%y)M(xay) =0.
O

Definicija 1.1.11. Ako je funkcija ¢(z,y) za (z,y) € &, integral jednadzbe
(1.56), tada se izraz
Y(z,y) = C, C = konst., (1.58)

naziva opéi integral te jednadzbe.

Konstanta C' u izrazu (1.58) je proizvoljna pod uvjetom da sam izraz ima
smisla.

Za datu funkciju ¢(¢), definiranu u oblasti vrijednosti integrala ¢ (z,y), (x,y) €
&, funkcija F(x,y) = p(¢(z,v)), (z,y) € £ je konstantna duz bilo kojeg rjeSenja.
Ako je funkcija (t) neprekidno diferencijabilna i ako je ¢'(t) # 0 na svom
domenu, onda je funkcija F(z,y), (z,y) € € integral jednadzbe (1.56). Naime,
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funkcija F'(z,y) je definirana i neprekidna zajedno sa svojim parcijalnim izvodima
prvog reda u oblasti £, pri ¢emu je

(V(z,y) € &) Fy(z,y) = ()¥,(z,y) # 0.
Bududi da je

(V(JL‘,y) € 5) F;(.I,y) + F;(J:,y)f(x,y) =
= (¥ (@,y))[We(2,y) + ¥y (2,9) f(2,9)] = 0,

po Teoremu 1.1.6 slijedi da je funkcija F(z,y), (x,y) € &, integral jednadzbe
(1.56).

1.1.5 Singularno rjesenje

Do sad smo upoznali dvije vrste rjesenja jednadzbe (1.56) opée i partikularno.
Sada ¢emo govoriti o rjesenju koje se ne moze dobiti iz opéeg niti za jednu vrijed-
nost konstante C' ukljucujuéi +oo. Takvo rjesenje se zove singularno. Integralne
krive singularnog rjesenja ne pripadaju oblasti jedinstvenosti rjesenja.

Definicija 1.1.12. Za rjesenje w(x) jednadzbe (1.56) kaZemo da je singularno
ako bilo kojom njegovom tackom, osim mjega, prolazi i neko drugo rjesenje koje
u toj tacki ima istu tangentu kao i rjesenje w(x), a razlikuje se od njega u ma
kojoj okolini te tacke. Integralna kriva singularnog rjesenja se naziva singularna
integralna kriva.

Primjer 1.1.20. Pokazati da jednadzba (y')? — 4y = 0 ima opée rjesenje dato
say = (x + C)%. Koliko rjesenja prolazi tackom (z¢,0)?

Rjesenje. Direktnom zamjenom se pokaZe da je familija funkcija y = (z + C)?
opée rjesenje jednadzbe (y')? — 4y = 0. O¢igledno je funkcija y = 0 rjesenje
date jednadzbe koje se ne moze dobiti iz opceg rjesenja ni za jednu vrijednost
parametra C' uklju¢ujuéi +oo. Graficki opée rjesenje predstavlja familiju parabola
(Slika 1.3). Pored rjeSenja y = 0, kroz tacku (zg, 0) prolazi i rjeSenje y = (z—x¢)?
koje se dobije iz opceg rjesenja za C' = —zg, pa je y = 0 singularno rjesenje. 4

U sljedetem primjeru diferencijalna jednadzba je slicna diferencijalnoj jed-
nadzbi u prethodnom primjeru, ali su oblasti definiranosti rjeSenja drugacije.

Primjer 1.1.21. Pokazati da jednadzba y' = 2,/y ima opce rjesenje y = (x +
C)?%, x > —C. Koliko rjesenja prolazi tackom (—w¢,0)?

Rjesenje. Direktnom zamjenom se pokaze da je familija funkcija y = (z +
C)?, z > —C opée rjesenje date jednadzbe. Integralne krive ¢ine dijelovi parabola
desno od tacke x = —C. Primijetimo da je funkcija y = 0 takoder rjesenje.
Medutim, ovo rjeSenje nije sadrzano u opéem rjesenju niti za jednu vrijednost
konstante C. Ovo rjesenje je singularno. Osim toga, tackom (—zg,0) prolaze
dvije integralne krive: y = 0iy = (v + 20)?, = > —w, imaju zajednicku
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Slika 1.3: Polje pravaca i integralne krive diferencijalne jednadzbe (y')? — 4y = 0.
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Slika 1.4: Polje pravaca i integralne krive diferencijalne jednadzbe y' = 2,/y.

tangentu u toj tacki, pa je prava y = 0 obvojnica poluparabola, i kao takva,
singularna integralna kriva (Slika 1.4). Ovdje treba uociti da ova jednadzba ima
i rjeSenja koja se mogu dobiti iz partikularnih i singularnih rjesenja, na nacin da
se uzme dio partikularnog i dio singularnog, koja imaju u zajednickim tackama
istu tangentu. Takva rjesenja se zovu ni partikularna ni singularna rjesenja. Na

primjer,
. 07 X S —X0,
Y= @+20)2, 2> —w0,

nije ni partikularno ni singularno. Takoder, tackom (—xg,0) prolazi beskonaéno
mnogo rjeSenja, koja se lako mogu dobiti. ¢
Jedan od nacina pronalaska singularnog rjesenja diferencijalne jednadzbe

F(z,y,y)=0
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jeste preko p-diskriminante diferencijalne jednadzbe. Ako je funkcija F'(z,y,y’)
neprekidna i ako su njeni parcijalni izvodi F,, i Fy neprekidni u oblasti defini-
ranosti diferencijane jednadzbe, tada singularno rjesenje moze biti nadeno preko
rjesenja sistema jednadzbi

{F(x,y,y’)
/ N —
Fy/($,y,y)—0.

Jednadzbu ¥(z,y) = 0, koju dobijemo rjesavajuéi ovaj sistem nazivamo p-
diskriminantnom krivom. Da bismo ispitali da 1i je ona singularno rjeSenje
potrebno je provjeriti:

1. Da li je ona rjesenje diferencijalne jednadzbe?

2. Da li za svaku tacku krive ¥(x,y) = 0 postoje druga rjeSenja koja je
dodiruju u toj tacki. Odnosno ako je y; opce rjesenje dato eksplicitno a
Y2 rjeSenje za koje treba da utvrdimo da li je singularno (dato eksplicitno)
potrebno je da sistem jednadzbi

{ y1(zo0) = ya(zo)

y1(0) = ya(0)

ima rjesenje za svako x( iz oblasti definiranosti diferencijalne jednadzbe
F(z,y,y) =0.

Drugi nac¢in na koji mozemo pronaci singularno rjesenje svodi se na odredivanje
obvojnice familije integralnih krivih.

Neka je ®(x,y,C) = 0 opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe F(x,y,y’) =0
dato u implicitnom obliku. Ako je funkcija ¢(z,y,C) sa svojim parcijalnim
izvodima neprekidna, obvojnica familije integralni krivih je rjesenje sistema jed-

nadzbi
{ ®(x,y,0) =0
D (z,y,C) =0

Da bi rjesenje ovog sistema bilo singularno, potrebno je provjeriti da li su
zadovoljena dva uvjeta koja smo naveli za p-diskriminantnu krivu.

1.2 Matematicki modeli

Mnogi prirodni zakoni i hipoteze mogu se opisati preko matematickih jednadzbi
koje uklju¢uju izvode. Na primjer, izvodi se u fizici pojavljuju kao brzina i
ubrzanje, u geometriji kao koeficijent pravca tangente, u biologiji kao brzina
rasta populacije, u psihologiji kao brzina ucenje, u hemiji kao brzina reakcije, u
ekonomiji kao brzina promjene troskova zivota, a u finansijama kao brzina rasta
investicija itd.

U mnogim matemati¢kim modelima, s ciljem da se dobije jednadzba koja
opisuje problem iz stvarnosti, obi¢no pretpostavimo da je taj problem opisan
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sa jednostavnim zakonom, Sto ¢e re¢i da cesto imamo idealisticke pretpostavke.
Nakon Sto je napravljen model u obliku diferencijalne jednadzbe, sljedeéi korak
je rjesavanje diferencijalne jednadzbe te provjera da predvidanja do kojih se dode
sa rjesenjem diferencijalne jednadzbe nisu u suprotnosti sa stvarnosti. Ako ima
nekih neslaganja, potrebno je ponovo razmotriti pretpostavke koje su koristene
u pravljenju modela i ponovo pokusati izgraditi model koji bi bolje opisivao pos-
matranu pojavu.

Diferencijalne jednadzbe prvog reda su veoma korisne u primjenama. Neka
funkcija y = f(z) predstavlja vezu izmedu varijabli i y. Znamo da prvi izvod
y' = dy/dx predstavlja brzinu promjene funkcije y pri jediniénoj promjeni vari-
jable . Ako je ova brzina promjene poznata (recimo, na osnovu eksperimenata
ili fizikalnih zakona) i ako je jednaka funkciji f(z,y), tada y zadovoljava difer-
encijalnu jednadzbu prvog reda y' = f(x,y). Sad éemo navesti neke konkretene
primjere iz prakse”.

Biologija (Maltuzijanski zakon rasta populacije bakterija)

B Odavno je poznato da velika kolonija bakterija ima tendenciju rasta brzi-
nom koja je proporcionalna broju prisutnih bakterija u koloniji. Za takvu
koloniju, neka N = N(t) predstavlja broj bakterija u nekom vremenu ¢.
Tada, ako je k konstanta proporcionalnosti, funkcija N = N (t) zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu prvog reda ®

N' = kN (1.59)

Ova jednadzba je poznata kao Maltuzijanski zakon rasta populacije. T. R.
Malthus je zabiljezio 1798. god. da se veli¢ina stanovnistva u Evropi ud-
vostrucavala u regularnim vremenski intervalima, pa je zakljucio da je brz-
ina rasta populacije proporcionalna veli¢ini populacije. Jednadzba (1.59)
je diferencijalna jednadzba sa razdvojenim promjenljivim i njeno rjesenje je
dato sa N(t) = N(0)e**. U ovom slucaju N(0) predstavlja broj bakterija u
vremensko trenutku ¢t = 0, tj. u nekom pocetnom trenutku posmatranja.

Sljedeée argumente mozemo Kkoristiti kao opravdanje za jednadzbu (1.59).
Neka N(t) predstavlja veli¢inu kolonije u trenutku ¢ i neka je N(¢t + At)
veli¢ina kolonije u trenuku ¢ 4+ At. Pretpostavimo da je broj rodenih i umr-
lih bakterija u malom vremenskom intervalu At proporcionalan proizvodu
veli¢ine populacije i varijable At, tj.

Rodeni = bN(t)At i Umrli = dN(¢)At,

"Detaljnije pogledati [9]

8Kako funkcija N(t) uzima samo cijele vrijednosti, ona nije neprekidna pa samim tim ni
diferencijabilna. Medutim, ako je broj bakterija jako velik, mozemo pretpostaviti da se on
moze aproksimirati funkcijom N(¢), buduéi da se promjene u veli¢ini populacije javljaju u
veoma kratkim vremenskim intervalima.
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gdje su b i d pozitivne konstante. Tada je

N(t+ At) — N(t) = (b— d)N(t) At
i N(t + At) — N(t)
At

= (b—d)N(1).

Uzimajudi limes kad At — 0 i stavljajuéi da je k = b—d dobivamo jednadzbu
(1.59).

Treba naglasiti da jednadzba (1.59) predstavlja matemati¢ki model koji
opisuje rast kolonije bakterija prema vrlo jednostavnom zakonu: Rast kolo-
nije bakterija je proporcionalan sa brojem bakterija u datom trenutku t.
S druge strane, ovaj jednostavni zakon koji opisuje rast kolonije bakterija
dovodi do jednostavne diferencijalne jednadzbe. Rjesenje, N(t) = N(0)e*?,
jednadzbe (1.59) daje nam aproksimaciju stvarne veli¢ine kolonije bakter-
realne faktore kao sto su pretrpanost, ogranic¢enje na koli¢inu hrane i sli¢no.
Naravno, diferencijalna jednadzba koja bi uzimala sve to u obzir bila bi
komplikovanija. Treba naglasiti da je matematicki model sa kojim se ne
moze rukovati, matematicki potpuno beskoristan, pa samim tim neka po-
jednostavljena i modifikacije stvarnih zakona su ¢esto neophodne kako bi
se dobio prihvatljiv model.

Farmacija (Doziranje lijekom)

B U farmaciji je poznato da penicilin i mnogi drugi lijekovi iS¢ezavaju iz tijela
pacijenata u skladu sa sljedeé¢im jednostavnim pravilom: Ako je y(t) koli¢ina
lijeka u trenutku ¢, tada je brzina iSCezavanja lijeka y/(t) proporcionalna
sa koli¢inom lijeka u datom trenutku. Pa dobivamo da y(t) zadovoljava
sljede¢u diferencijalnu jednadzbu sa razdvojenim promjenjivim

y = —ky, (1.60)

gdje je k > 0 konstanta proporcionalnosti. Negativan znak u jednadzbi
(1.60) se javlja zbog ¢injenice da y(t) opada kad ¢ raste, pa je prema tome
izvod funkcije y(¢) u odnosu na ¢ negativan. Za svaki lijek konstanta k se
dobiva eksperimentalno.

RjeSenje jednadzbe (1.60) je dato sa
y(t) = yoe ™, (1.61)

gdje yo = y(0) pocetna koli¢ina (pocetna doza) lijeka. Na osnovu (1.61),
imamo da koli¢ina lijeka u tijelu pacijenta tezi ka nuli kad t — oco. Medutim
u mnogim sluc¢ajevima je neophodno odrzavati otprilike konstantnu koncen-
traciju lijeka u tijelu pacijenta u duzem vremenskom periodu. Da bi se to
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1.2. Matematicki modeli

postiglo potrebno je pacijentu dati inicijalnu poticajnu dozu yq lijeka te kas-
nije u istim vremenskim intervalima, recimo svaki 7 sati, davati pacijentu
dozu D lijeka.

Formula (1.61) daje nam koli¢inu lijeka u tijelu pacijenta u vremenskom
trenutku ¢. Odakle je jednostavno odrediti koli¢cinu doze D da bi pacijent u
trenutku 7 imao u tijelu lijek u koli¢ini yg. U trenutku 7, prije nego pacijentu
damo dozu D, koli¢ina lijeka prisutna u tijelu pacijenta je

y(1) = yoe M.
Ako Zelimo da odrzavamo pocetnu koli¢inu yq lijeka u tijelu pacijenta u
trenucima 7,27, 37, ..., doza D treba da zadovoljava jednadzbu

yoe 7 + D = yo.

Dakle, Zeljena doza je data formulom D = yo(1 — 7).

Psihologija (Model interakcije instruktor/uenik)

B U teoriji uCenja diferencijalna jednadzba prvog reda

p'(t) = a(t)G(p(t)) (1.62)

je osnovni model interakcije instruktor/uéenik. Funkcija G je poznata kao
karakteristi¢na funkcija ucenja koja zavisi od karakteristike uc¢enika i ma-
terijala koji se uci, p(t) je stanje ucenika u trenutku ¢, i a(¢) je mjera inten-
ziteta uCenja (veda vrijednost funkcije a(t) daje veéu brzinu uéenja ucenika,
ali i povedava troskove instruktora).

Mehanika (Newtonov zakon kretanja)

B Newtonov zakon kretanja, koji kaze da "brzina promjene momenta tijela je
proporcionalna rezultirajucoj sili koja djeluje na tijelo i nalazi se u pravcu
ove rezultirajuce sile”, povlaci da se kretanje tijela moze opisati obi¢nom
diferencijalnom jednadzbom. Napomenimo da je moment tijela jednak
proizvodu mv njegove mase i ubrzanja v. Ako je F' rezultirajuca sila koja
djeluje na tijelo, tada je

%(ml/) = kF, (1.63)

gdje je k konstanta proporcionalnosti. Jednadzba (1.63) je obi¢na diferen-

cijalna jednadzba po v koja zavisi od m i F. Masa m moze biti konstantna

ili u funkciji od t. Takoder, F' moze biti konstantna ili u funkcija od t, ili
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1.2. Matematicki modeli

cak funkcija od ¢ i v.

Geometrija (Ortogonalne trajektorije)

B Posmatrajmo jednoparametarsku familiju krivih koje su date jednadzbom
F(z,y) =C. (1.64)
Diferenciranjem jednadzbe (1.64), dobivamo da je
Fodr + Fydy = 0,
gdje su F;, i I, parcijelni izvodi funkcije F' u odnosu na z i y, redom. Dakle,

dy Fy

iz~ F, (1.65)
daje nam vrijednost koeficijenta pravca tangente svake krive odredene jed-
nadzbom (1.64). Zelimo odrediti drugu familiju krivih takvu da svaka kriva
iz te familije sijeCe svaku krivu familije (1.64) pod pravim uglom, tj. Zelimo
da odredimo ortogonalne trajektorije familije (1.64). Na osnovu jednadzbe
(1.65), nagib ortogonalne trajektorije familije (1.64) je dat sa (negativna
recipro¢na vrijednost od (1.64))

dy F,
_ Iy 1.
de Fy (1.66)

Opée rjesenje jednadzbe (1.66) daje ortogonalnu trajektoriju familije (1.64).

Postoje mnoge fizikalne interpretacije i primjene ortogonalnih trajektorija.
Biologija (Procesi u ¢eliji)

B Crvena krvna zrnca (eritrociti) imaju konacan vijek Zivljenja. Stoga je
potrebno konstantno snabdjevanje tijela sa novim eritrocitima koji se proizvode
u kostanoj srzi. Neka funkcija R(t) oznacava broj eritrocita u krvi u
trenutku ¢, a R'(t) njen izvod. Tada je

R(t) =rT(t) — (1), (1.67)

tj. brzina promjene broja eritrocita jednaka je razlici izmedu brzine nasta-
janja novih i brzine gubljenja starih eritrocita (uklonjenih iz tijela pomodéu
jetre i slezene). Pretpostavimo da je stopa izgubljenih eritrocita propor-
cionalna sa brojem eritrocita, tj. 7~ (t) = bR(t), gdje je b pozitivna kon-
stanta.
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1.3. Zadaci za samostalan rad

Brzina nastajanja novih eritrocita prilagodena je potrebama organizma,
prema tome, moze se smatrati funkcijom trenutnog broja eritrocita, tj.
rT(t) = h[R(t)]. Na osnovu (1.67) dobivamo novu diferencijalnu jednadzbu
po R(t),

R'(t) = —bR(t) + h[R(t)]. (1.68)

Jednadzba (1.68) je matematicki model za sistem eritrocita. Funkcija
"sprege” h(R) treba da obezbijedi da se model (1.67) ponasa u skladu kako
sistem eritrocita funkcionise u stvarnosti. Kao logi¢no namece se da funkcija
h(R) treba da bude opadajuca, tj. brzina nastajanja novih eritrocita je
obrnuto proporcionalno sa brojem eritrocita. Jednostavnosti radi, mozemo
uzeti da je h(R) = a/R (a > 0, konstanta), sto daje

R'(t) = —bR(t) + %. (1.69)

Rjesenje jednadzbe (1.69) je dato sa

R(t) = {[R(O)Q - %] et 4 %}1/2 , t>0. (1.70)
Ponasanje ovog modela je vrlo jednostavno. Polazeti od bioloski rele-
vantnog pocéetnog uvjeta R(0) > 0, sva rjeSenja imaju istu graniénu vri-
jednost, R(t) — (a/b)'/?, kad t tezi u beskona¢no. RjeSenja koja se dobiju
za potetni uvjet za koji je R(0) < (a/b)'/? su rastuée funkcije, a rjesenja
koja se dobiju za pocetni uvjet za koji je R(0) > (a/b)*/? su opadajuée
funkcije. Konstantna funkcija (1/b)!/? je takoder rjesenje. Ta vrijednost
predstavlja nivo eritrocita koji se obi¢no odrzava u krvi. Konvergencija
svih rjesenja ka (a/b)'/? znali da ako u bilo kojem momentu (ovdje je
uzeto t = 0) broj eritrocita opadne (npr. gubitkom krvi), njihova koli¢ina
¢e se vratiti na normalu. PonaSanje modela (1.69) moze se opisati i bez
eksplicitnog rjeSavanja njegove jednadzbe. Zaista, ako je R(t) manje od
(a/b)'/?, tada je desna strana jednadzbe (1.69) pozitivna. Dakle, R't) je
pozitivno pa je R(t) rastuéa funkcija. Analogno se izvede zakljucak kada
je R(t) > (a/b)"/2.
Rjesenja modela (1.69) teze ka ekvilibrijumu (a/b)'/? ¢ak iako je R(0) blizu
nule, dok u stvarnom zivotu. Opadanje broja eritrocita ispod kriticnog
nivoa vodi ka izumiranju svega, tj. R(t) — 0 (na primjer, teSko zracenje
kostane srzi). Poboljsani model zahtijeva ne tako jednostavan odabir funkcije
h(R).

1.3 Zadaci za samostalan rad

U zadacima od 1 do 8, provjeriti da li su navedene funkcije rjesenja odgovaraju¢ih
diferencijalnih jednadzbi.
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1.3. Zadaci za samostalan rad

1
1. y= <2> e’ je rjeSenje diferencijalne jednadzbe zy’ + y = ze®
x

2. y = e” je rjeSenje diferencijalne jednadzbe 3y’ +y = 0.

3. y = e~ % je rjeSenje diferencijalne jednadzbe y' —y = 0,

4. Dokazati da su funkcije y;(z) = 01 yo(z) = 22/4, x > 0, rjesenja diferen-
cijalne jednadzbe vy = y'/2.

5. Dokazati da je funkcija

0 for x <C

— M2
y(=) M for x > C,

(Uputa: Ne zaboravite pokazati da je funkcija y(x) diferencijabilna i za
z=C.)

6. Pokazati da je funkcija

1 kl'o -1 —k(t—
N = (t—to)
x( ) k + k € )
gdje su x¢ i to konstante, rjeSenje jednadzbe x’ = 1— kx. Pokazati, takoder,
da rjesenje prolazi kroz tacku (tg, zo); tj. z(to) = xo.

7. Pokazati da je N(t) = Ce*!, za bilo koju konstantu C, rjeenje jednadzbe
(1.59). Koje je znacenje konstante C?

8. Nadi diferencijalnu jednadzbu ortogonalne trajektorije familije linija y =
Crz.

U zadacima od 9 do 12, provjeriti da li su navedene funkcije rjesenja odgo-
varajuce diferencijalane jednadzbe.

9. y = xe” je rjeSenje diferencijalne jednadzbe y’' — 2y = e*(1 — x).

10. y = x + 1 je rjesenje diferencijalne jednadzbe yy' — y? = 2.
4 — 3 2 2
11. y=— v je rjesenje diferencijalne jednadzbe 3y’ = Tty .
3z 2xy
4 — g3 2 2
12. y=— < je rjesenje diferencijalne jednadzbe 3’ = _rty .
3x 2xy
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1.4. Neki integrabilni slucajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

13. Pokazati da svaka kriva iz jedno-parametarske familije krivih
22 +y* =2cx
sijee svaku krivu iz familije krivih
x? +y? = 2ky
pod pravim uglom i obrnuto.

14. Pokazati da ako familiju rjeSenja jednadzbe

Y +p@)y =q(x), plx)glz)#0

presjecemo pravom x = k, tangenete u presijecnim tackama rjeSenja i prave
x = k su paralelne. [Uputa: jednadzba tangente na rjesenje u tacki (k,c)
je y —c = [q(k) — ep(k)](z — k), pri ¢emu ova prava sadrzi tacku (k +

1/p(k), q(k)/p(k)).]

1.4 Neki integrabilni slucajevi diferencijalnih jed-
nadzbi prvog reda

Ovdje ¢emo govoriti o diferencijalnim jednadzbama ¢ija se rjesenja mogu dobiti
pomocu konacnog broja integracija.

1.4.1 Diferencijalne jednadzbe kod kojih se promjenljive
mogu razdvojiti

Jednadzba oblika
Y = f(x)g(y) (1.71)

zove se diferencijalna jednadzba kod koje se promjenljive mogu razdvojiti ili difer-
encijalna jednadzba sa separabilnim varijablama.

Napomenimo da ¢e se veéina jednadzbi, koje budemo proucavali, moéi pogod-
nim smjenama svesti na jednadzbu (1.71).

Za ovaj tip diferencijalne jednadzbe vrijedi sljede¢i teorem o jedinstvenosti
rjesSenja:

Teorem 1.4.1. Neka su funkcije f € C(ag,bo)® i g € Clay,by), pri cemu je
g(y) # 0 za svako y € (a1,b1). Onda za bilo koju tacku (zo,yo) iz oblasti &,
& = (ap, bo) x (a1,by1), postoji jedinstveno rjesenje y = p(x) obicne diferencijalne
jednadzbe (1.71) definirano u nekoj okolini tacke xq, koje zadovoljva uvjet (o) =
Yo-

98a C(a,b) éemo oznaditi skup svih neprekidnih funkcija na (a, b).
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1.4. Neki integrabilni slu¢ajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

Ukoliko funkcije f i g zadovoljavaju uvjete prethodnog Teorema, onda iz difer-
encijalnog oblika jednadzbe (1.71) je

b

9(y)

pa za proizvoljnu fiksnu tacku (xg,yo) € £ i za svako (z,y) € £ imamo

d</ng(1t)dt/zjf(t)dt> =0,

t d ' dt=C, C=k 1.72
/yog(t) t/xof(t)t , C = konst. (1.72)

dy - f(l')dl‘ = Oa

odnosno

Funkcija

B(ay) = /y y e | F(t)dt

je definirana i neprekidna u oblasti £ i ima neprekidne parcijalne izvode prvog
reda u toj oblasti. Osim toga, za svako (z,y) € € je ¢y (z,y) = ﬁ #01i

L
9(y)

pa po Teoremu 1.4.1 slijedi da je funkcija ¢ (x,y) integral obi¢ne diferencijalne
jednadzbe (1.71) u oblasti £. Dakle, formulom (1.72) je definiran opéi integral
koji implicitno definira rjesenje.

Jednadzbom v o1 .
—dtf/ F(t)ydt =0 1.73
/yo St [ o (1.73)

je implicitno definirano Cauchyevo rjesenje Cija integralna kriva prolazi tackom
(zo,yo) € €.
Ako postoji a tako da je g(a) = 0, onda je funkcija y = a, x € (a,b), rjesenje
obi¢ne diferencijalne jednadzbe (1.71) koje mozZe biti partikularno ili singularno.
Najjednostavniji oblik jednadzbe (1.71) je ¢’ = f(x). Ako je f € C(a,b), tada
jey= f;; f)dt+C, z € (a,b). Ova jednadzba nema singularnih rjesenja.

Vo (x,y) + ¢y (2, 9) f(2)g(y) = —f(2) + — f(2)g(y) = 0,

Sljedeée jednadzbe su jednadzbe sa razdvojenim promjenljivim

xdr — (5y* +3)dy = 0 (1.74)
20(y + )dz + (2 = 1)dy = 0 (1.75)
e’ Yy = sinx (1.76)
One se jednostavnim transformacijama mogu dovesti na sljedeée oblike:
zdr = (5y* 4 3)dy (1.77)
xff —dr = frj_ldy, za x4+l y#£—1 (1.78)
e Vdy = e “sinxdx (1.79)

Primjer 1.4.1. Naéi opée rjeSenje jednadzbe (1.74).

45



1.4. Neki integrabilni slucajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

Rjesenje. Kao Sto smo vidjeli jednazba (1.74) je jednadzba sa razdvojenim
promjenljivim. Ako integriramo obje strane jednadzbe (1.77), dobivamo

/xdx = /(5y4 +3)dy + C.

Dakle,
1
5932 =y +3y+C
predstavlja opce rjesenje jednadzbe (1.74) u implicitnom obliku. ¢

Primjer 1.4.2. Rijesiti jednadzbu (1.75).

Rjesenje. Varijable jednadzbe (1.75) se mogu razdvojiti kao u jednadzbi (1.78).
Integriranje obje strane jednadzbe (1.78) daje

Injz? —1]=—In|y + 1|+ C.
Dakle,

Injz? —1|+Injy+1 = C
= | -DE+1)] = C

Koriste¢i ¢injenicu da je e™P = p, imamo

(@ =Dy +1)] =e
=@ -Dy+1) = =+

Kako je C proizvoljna konstanta, jasno je da je £e ponovo proizvoljna konstanta,
razli¢ita od nule, koju ¢emo opet oznacavati sa C, gdje je C # 0. Imamo da je

)

(xzfl)(erl):C'éy:flJrﬂ_

opce rjesenje polazne jednadzbe.

Ne zaboravimo da je jednadzba (1.78) dobivena iz jednadzbe (1.75) dijeljenjem
sa (2 — 1)(y + 1). Dakle, moramo biti sigurni da ovaj izraz nije nula. Moramo
pretpostaviti da je x # +1, y # —1 i y # 0. Na kraju moramo utvrditi Sta
¢e se desiti kad je x = £1 i y = —1. Vracajuéi se u jednadzbu (1.75) vidimo
da tri linije x = +1, i y = —1 takoder zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu
(1.75). Ako izostavimo uvjet C' # 0, kriva y = —1 ¢e biti sadrzana u formuli
y=—1+[C/(2? —1)] za C = 0. Medutim, krive z = +1 se ne mogu dobiti iz
navedene formule niti za jednu vrijednost konstante C. ¢

Primjer 1.4.3. Pokazati da je rjesenje pocetnog problema

y = ky, kjekonstanta
y(0) = wo
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Slika 1.5: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalne jednadzbe 2z (y +
dz + (2% — 1)dy = 0.

dato sa y(t) = yoe**. Slicno pokazati da je rjesenje pocetnog problema

y = —ky, kjekonstanta
y(0) = wo
dato sa y(t) = yoe F*.

RjesSenje. Jasno je da se rjeSenje drugog pocetnog problema moze dobiti iz
prvog zamjenjujuéi konstantu k sa —k. Dakle, dovoljno je naci rjeSenje prvog
problema. Kako je ' = dy/dt, razdvajajuéi varijable y i t dobivamo, za y # 0,

dy

— = kdt.
Yy
Integrirajuéi obje strane imamo da je
Inly] = kt+cC
=yl = €M = (Cekt
=y = +e%M

=y = Ce, C+#0.

Kako je y = 0 rjeSenje jednadzbe 3’ = ky, slijedi da je opée rjesenje jednadzbe
Yy = ky dato sa y = Ce*, gdje je C proizvoljna konstanta. Koristeéi pocetni
uvjet, imamo da je yo = C, odakle slijedi da je y(t) = yoe**, pa je ovim dokaz
kompletiran. ¢

Primjer 1.4.4. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu y(1 + xy)dx = z(1 — zy)dy.
Ispitati da li ima singularnih rjesenja te odrediti ono rjesenje koje zadovoljava
pocetni uvjet y(—1) = —1.
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Rjesenje. Oblast definiranosti ove diferencijalne jednadzbe je skup R?\{(0,0)}.
Ocito ova jednadzba nije sa razdvojenim promjenljivim. O¢ito su x = 0 za
y € (0,00),z=0zay € (—00,0),y=0zazx € (0,00)iy=0z x € (—00,0)
rjeSenja ove jednadzbe. Smjenom zy = v, gdje je v = v(x), koristeéi ¢injenicu da
e
: dy = xdv ;vdx’

x

polaznu diferencijalnu jednadzbu svodimo na jednadzbu
2udx = (1 — v)dv.

Razdvajanjem promjenljivih (z # 0 i v # 0) dobivamo jednadzbu

d 1
2t = ( - 1) dv.
x v
Integriranjem obje strane ove jednadzbe dobivamo da je

Inz? =Injv|—v+C.

Vractajuéi smjenu dobivamo da je opce rjesenje dato sa

ln’g‘—xy—i—C:O.
x

Slika 1.6: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalne jednadzbe y(1 +
xy)dz = z(1 — zy)dy.
Ako opée rjesenje napisemo u obliku

Yy _
Z = Fe™ C,

T
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rjeSenja: x = 0za y € (0,00), x =0zay € (—00,0), y =0 zax € (0,00) i
y =0z z € (—00,0) dobivamo iz opéeg rjeSenja za C' = Foo, pa jednadzba
nema singularnih rjesenja.

Iz pocetnog uvjeta dobivamo da je C' = 1, pa je partikularno rjesenje koje
zadovoljava poéetni uvjet y(—1) = —1 dato sa y = xe®¥~!  za x € (—00,0). 4

Primjer 1.4.5. Nadéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe (x+y+1)dz+ (4o +
4y + 10)dy = 0. Ispitati da li postoje singularna rjesenja?

Rjesenje. Uvedimo smjenu
r+y=u=>y=u—z=dy =du—dzx.
Uvrstavajuéi ovo u polaznu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
2(2u 4+ 5)du = 3(u + 3)dz.

Pretpostavimo da je u # —3. Razdvajanjem promjenljivih dobivamo diferenci-

jalnu jednadzbu
3 do — 2045

—dx
2 u-+3
Integriranjem lijeve i desne strane ove jednadzbe dobivamo

3
5:2u—1n|u+3|+6’.

du.

Kako je x + y = u, dobivamo opce rjeSenje u implicitnom obliku

g+2yfln\:c+y+3|+0:0.

Ako je u = x + y = —3, jednostavno se provjeri da je prava y = —x — 3 rjesenje
polazne jednadzbe koje se dobiva iz opéeg rjesenja za C' = —oo, pa jednadzba
nema singularnih rjeSenja (Slika 1.7). ¢

1.4.1.1 Zadaci za samostalan rad

U zadacima od 1 do 14, odrediti koje od jednadzbi su sa razdvojenim pro-
mjenljivim, te ih rijesiti.
1. (14 2)yde 4+ axdy =0
(22 + y?)dx — 2zydy = 0
y/ _ y1/2

vy +y=3

A S

Yy +ry=3
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1.4.

Neki integrabilni slucajevi diferencijalnih jednadzbi prvog reda

Slika 1.7: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalne jednadzbe (xz +y +
1de+ (dx+4y+10)dy =0,za —2<zx<2i-4<y<2.

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

© ® X o

a2 — Ap — Bp?; A, B #0.

dt
vy = n = oy’
yy' =y+a®

y=x—ay—y+1

3zydr + (22 +4)dy =0

cos x sin ydy — (cosy cosx + cosz)dx =0
yy' = 16223 + y%x

yidr + (22 — 3y)dy = 0

(1 +y?) coswdr = (1 +sin’ x)2y

Nadi krivu koja prolazi tackom (0,1) i ¢iji je nagib u bilo kojoj tacki (x,y)
jednak ordinati y.

Thurstone je 1930. godine dosao do diferencijalne jednadzbe kao metematickog
modela koji opisuje stanje ucenika, ili krivu ucenja ucenika, dok ucenik uci
odredenu materiju. Ako y(t) oznacava stanje ucenika u trenutku ¢ tada je

dy 2k i
PRy
gdje su k i m pozitivne konstante koje zavise od ucenika i kompleksnosti
materije koja se uc¢i, redom. Rijesiti navedenu diferencijalnu jednadzbu.
(Uputa: Uvesti smjenu y = sin®6.)
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17.

18.

19.

20.

21.

Volterra je dobio sistem diferencijalnih jednadzbi oblika
dz (a1 + azy)
— =z(a1 +a
at 1 2Y
dy
dt

kao matematicki model koji opisuje kompeticiju izmedu dvije vrste koje

koegzistiraju na istom podruc¢ju. 1z ovog sistema, koriste¢i lancano pravilo

dy _dy dt
de  dt dz’
mozemo dobiti diferencijalnu jednadzbu

dy _ y(b1 + box)
dr  x(a1 +agy)’

y(bl 1 + ng)

Rijesiti navedenu diferencijalnu jednadzbu.

Pretpostavimo da je brzina raspadanja radioaktivnog materijala propor-
cionalna njegovoj koli¢ini u datom trenutku. Za odredeni uzorak je utvrdeno
da se 50% materije raspadne za 1600 godina. (Ovo je ta¢no, na primjer, za
radium 226.)

(a) Napisati diferencijalnu jednadzbu koja opisuje proces raspadanja ra-
dioaktivne tvari.
(b) IzraCunati konstantu proporcionalnosti.
(¢) Koji procenat radioaktivne materije ¢e se raspasti za 800 godina?
(d) Za koliko godina ¢e ostati samo jedna petina radioaktivne materije u
odnosu na koli¢inu na pocetku?
Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

dx ax®/6

dt — (b— Bt)3/?
Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

d
& ka-2)(b—2), kab>0
dt

koja se javlja kod opisivanja hemijskih reakcija. Odrediti Cemu tezi x kad
t — oo?
Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

dI

— =0.088(24 -1

= 0.088(2.4 - 1),

koja modelira podatke koji su dobiveni eksperimentalno, te odrediti ¢emu
tezi I kad w — oo.
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22,
23.

24.

25

26.

27.

28.

Odrediti ortogonalne trajektorije jednoparametarske familije krivih y = cx.

Kolonija bakterija se povec¢ava brzinom koja je proporcionalna veli¢ini kolonije.

Ako se broj bakterija utrostruci za 4 sata, poslije koliko vremena ée se
kolonija povecati 27 puta u odnosu na pocetnu veli¢inu?

Pretpostavimo da populacija raste prema Verhulstovim logistickom zakonu

aN _ AN — BN?,
dt

gdje je N = N(t) veli¢ina populacije u trenutku ¢, a konstante A i B su
vitalni koeficijenti populacije. Kolika ¢e biti veli¢ina populacije u trenutku
t?7 Cemu ce teziti veli¢ina populacije kada t — oo.

Odrediti parametar a tako da se smjenom y(x) = z%z(x) obi¢na diferenci-

jalna jednadzba
22y’ +yv/ax2yt —14+y=0

transformira u diferencijalnu jednadzbu kod koje se promjenljive mogu razd-
vojiti. Zatim naci sva rjesenja koja prolaze tackom (1,—1).

Odrediti oblast egzistencije i jedinstvenosti rjesenja obi¢ne diferencijalne
jednadzbe
xy’ cosy + siny = 0

. P . . v 3
i nadi integralne krive koje prolaze tackom (0, 5 ).

Rjesenja diferencijalne jednadzbe

, A—=x

Y =B+ Cx+ Ds2?

daju vazne funkcije distribucije u statistici za razlicite vrijednosti param-
etara A, B,C i D. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu u sljede¢im slucajevima:

a) C=D=0, B>0i A proizvoljno (normalna distribucija).

b) A=B=D=0iC >0 (eksponencijalna distribucija).

¢c) B=D=0,C>0,iA>—-C (gama distribucija).

d) B=0,C=-D, (A-1)/C<1,i A/C >—1 (beta distribucija)

Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

aN _ bANe M,
dt

gdje je N veli¢ina tumora, a b i A pozitivne konstante. Pokazati da tumor
zaista raste.
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29. U clanku'® od M. Slatkin i D. J. Anderson, koji su se bavili kompetitivnim
modelima, dat je sljede¢i pocetni poroblem

dF

— = —47RDF*(R), F(0)=1

dR u ( )7 ( ) i
gdje je F(R) vjerovatnoéa da slu¢ajno odabrana individua prezivi u radiusu
R, i D je pocetna gustoca. Pokazati da je

1

F =
() 1+27R2D

30. Na konferenciji o populacionoj dinamici,!! J. R. Thompson je govorio na
temu "Modeli-Osnove ispitivanja AIDS: Njegovi uzroci i krajnja eliminacija”
gdje je dao sljede¢i model: Neka je

Y = broj inficiranih u trenutku ¢,

k = broj kontakata po jedinici vremena

«a = vjerovatnota da kontakt izazove AIDS
p = stepen emigracije i

6 = stopa smrtnosti od AIDS-a .

Tada u ranim fazama bolesti vrijedi,

dy
2 (ka—pu—0)Y.
7 (ka —p —9)

Rijesiti ovu diferencijalnu jednadzbu kada je

ka = 0.25, p = 0.00556, § = 0.1, i Y(0) = 2000.
Jednadzba
y' = flax + by + ¢),

pri ¢emu je ab # 0, f € C(a,b), se smjenom az + by + ¢ = u(x) moZe svesti na
jednadzbu kod koje se promjenljive mogu razdvojiti.

31 Rijesiti jednadzbu

y = /4x + 2y — 1.

10 Beology 65 (1984):1840.
' Novembar 20-22, 1986, University of Mississippi, Oxford, Miss.38677.
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1.4.2 Homogena diferencijalna jednadzba

Jednadzba oblika y
I =z
Y =f (x) (1.80)

naziva se homogena diferencijalna jednadzba.
Ako je funkcija f definirana na intervalu (a, b), oblast definiranosti ove jednadzbe
je

D ={(z,y)lax <y <bx, x>0, br <y < azx, x <0}

Koordinatni pocetak je singularna tacka.

Smjenom y_ u, gdje je u(x) nova nepoznata funkcija, diferencijalna jed-
nadzba (1.80) se svodi na obi¢nu diferencijalnu jednadZzbu kod koje se promjenljive
mogu razdvojiti.

Za funkciju M (z,y) kazemo da je homogena stepena homogenosti m ako za svako
t € (—o0, +00) vrijedi M (tx,ty) = [t|" M (z,y).
Ako je data jednadzba

M (z,y)dr + N(z,y)dy = 0,

gdje su funkcije M (x,y) i N(z,y) definirane i homogene istog stepena homogenosti
u oblasti &, pri ¢emu je M?(z,y) + N?(z,y) # 0 za svako (z,y) € &, onda je ova
jednadzba homogena. Za t = %, x #0,je

dr ~  N(z,y)  |z["N(£1,£%)

dy  M(z,y)  |z["M(£1,£%) (y)

Primjer 1.4.6. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu xy' = yln L
T

Rjesenje. Oblast definiranosti diferencijalne jednadzbe je skup (—o0, 0)x (—o00, 0)U
(0,00) x (0, 00). Diferencijalnu jednadZbu mozemo napisati u obliku

=YY
T w

Y

Uvedimo smjenu y = uzx, gdje je u = u(x) nova nepoznata funkcija. Kako je

y" = vz + u, diferencijalna jednadzba se svodi na jednadzbu sa razdvojenim
promjenljivim
du dx
——=—, Inu—1z#0.
u(lnu — 1) z’ 7

Integriranjem lijeve i desne strane ove jednadzbe, dobivamo
In|lnu—1] =Inlz| + C.
Konstantu C' napisimo u obliku C' = In C; za Cy > 0, pa dobivamo da je

u = eliClx_
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Slika 1.8: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalne jednadzbe y’ =

Y
zyln =.
x

Ako je Cy = 0, lako se vidi da je y = xe rjeSenje diferencijalne jednadzbe, pa
je opée rjesenje polazne diferencijalne jednadzbe dato sa y = xe!t*, gdje je C
proizvoljna konstanta. Jednadzba nema singularnih rjesenja (Slika 1.8). ¢

Primjer 1.4.7. Odrediti opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
zy' =2y — 3\/zy — 222
Ispitati da li postoji singularno rjesenje? Odrediti rjesenja koja prolaze tackama

(07_1)7 (L?’) i (_17_2)'

Rjesenje. Oblast definiranosti diferencijalne jednadzbe je skup {(z,y) : (y >
2zAz > 0)V(y < 2zAz < 0)}\{(0,0)}. Jednadzba se svodi na dvije diferencijalne

jednadzbe
2
y="2_3/Y "2 2>0
xr xr
2
y="24y3/Y -2 z<o
xr X

Smjenom y = zz, gdje je z = z(z) nova nepoznata funkcija, ove jednadzbe se
svode na diferencijalne jednadzbe sa razdvojenim promjenljivim

xdz = (z F3vVz — 2)dzx.
Za x #01iz—3vz—2+# 0 opce rjesenje je dato sa
(Vz—2F2)* _c

(Ve—2x12
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pa je opce rjesenje polazne diferencijalne jednadzbe dato sa
252
( - il ) =Czx, z#0.
7
(VI-27 1)*

RjeSenja z = 0zay < 0ixz =0 za y > 0 se dobivaju iz opleg rjesenja za
C = o0. Jednadzba z — 3v/z — 2 = 0 ima dva rjesenja z = 6 i z = 3. Za y = 6z,
x # 0, polazna jednadzba postaje —6xdx = —6|z|dz, pa je funkcija y = 6z, > 0
partikularno rjeSenje polazne jednadzbe sadrzano u op¢em za C' = 0. Na isti
nac¢in se moze vidjeti da je funkcija y = 3z, > 0 partikularno rjesenje polazne
jednadzbe sadrzano u opéem za C = oo.

Poluprave y = 2x za x < 01y = 2x za x > 0, koje ¢ine rub oblasti defini-
ranosti, nisu rjeSenja polazne diferencijalne jednadzbe, pa polazna diferencijalna
jednadzba nema singularnih rjesenja. Kroz tacku (0, —1) prolazi rjeSenje x = 0
za y < 0, a kroz tacku (1, 3) prolazi rjesenje y = 3z, x > 0. Kroz tacku (—1, —2)

prolazi rjesenje
4 2
(”y_2:F2) —16x(1/y—2¢1> =0.
x x

Posmatrajmo sada jednadzbu

(a12 + b1y + c1)dz + (azx + bay + c2)dy = 0. (1.81)

Pokazat ¢emo da se ova jednadzba moze svesti na homogenu jednadzbu ili jed-
nadzbu kod koje se promjenljive mogu razdvojiti.

Prije svega, podsjetimo se nekih stvari iz analiticke geometrije u ravni. Jed-
nadzba prvog stepena ax 4 by + ¢ = 0 predstavlja pravu liniju. Zbog toga se
ona zove linearna jednadzba. (Prisustvo konstante ¢ u ovoj jednadzbi sprjecava
da jednadzba bude homogena.) Ako su koeficijenti uz = i y u jednoj linearnoj
jednadzbi proporcionalni sa odgovarajué¢im koeficijentima u drugoj, onda su odgo-
varajuce prave linije paralelne. A ako su sva tri koeficijenta u jednoj jednadzbi
proporcionalna sa odgovarajuca tri koeficijenta u drugoj, onda se odgovarajuce
prave linije poklapaju.

Drugi koncept koji ¢emo ovdje trebati je pojam "translacije osa”. Naime, neka
su (z,y) koordinate tacke P u odnosu na koordinatni pocetak. Sada translatiramo
koordinatni podetak iz polozaja (0,0) u novi polozaj (h,k) i taj novi polozaj
oznac¢imo sa (0,0). Tacka P sada ima dva polozaja: jedan u odnosu na (0,0) i u
tom slué¢aju njene korodinate su (x, ), i drugi u odnosu na (0, 0), u ovom slué¢aju
njene koordinate ¢emo oznagditi sa (u, v). Pitanje koje postavljamo je : "Kakva je
veza izmedu koordinata (x,y) i (u,v)?” Lako se vidi da je

u=x—h, v=y—k.

Ovo su jednadzbe za translaciju. Sada ¢emo pokazati kako se translacija koordi-
natnih osa moze iskoristiti za rjeSavanje jednadzbe (1.81).
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Pretpostavit ¢emo da prave predstavljene linearnim jednadzbama u brojniku
i nazivniku nisu paralelne. Osim toga, pretpostavit ¢emo da su ¢; i ¢y oba
razli¢iti od nule (u protivhom ako su oba jednaki nuli, imat éemo homogenu
obi¢nu diferencijalnu jednadzbu, za koju znamo kako se rjesava.) Buduéi da smo
pretpostavili da prave nisu paralelne, onda sistem linearnih jednadzbi
ax+biy+ca = 0
asx +bay+cy = 0.
ima jedinstveno rjesenje po x i y. Oznacime ovo rjeSenje sa (h,k). Ako sada
translatiramo koordinatni pocetak (0, 0) za (h, k) redom, i oznac¢imo novi polozaj
a (0,0), jedandzba (1.81) postaje

[a1(u+ h) + b1 (v+ k) + c1]du + [az(u + h) + ba(v + k) + co]dv = 0,
tj.
[a1u + bov + (a1h + bik + ¢1)]du + [agu + bov + (agh + bok + ¢2)]dv = 0.

Tacka (h,k) je tacka presjeka pomenute dvije prave, tj. lezi i na jednoj i na
drugoj, pa je izraz u malim zagradama prethodne relacije jednak nuli. Sada se
prethodna jednadzba reducira na

(ar1u + byv)du + (agu + bav)dv = 0,
$to je homogena obi¢na diferencijalna jednadzba.

Primjer 1.4.8. Nacéi opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe
y = L(rty—1 :
2 T +2 ’

Rjesenje. Prave h+k—1=01h+2 =0 se sijeku u tacki (—2,3). Smjenom
r=u—21y=wv+ 3 polazna jednadzba se transformise u homogenu jednadzbu

dv _ 1 (1+ 3)2
du 2 u/
Cije je rjesenje dato sa
2arctan (%) =In|u|l + C.

Odavde slijedi da je opce rjeSenje polazne jednadzbe dato sa

-3
2 arctan (y) =Inlz + 2|+ C ( Slika 1.9).
T+ 2

¢

Drugi nacin da se rijesi obi¢na diferencijalna jednadzba (1.81) je da se uvede
smjena u = a1x+b1y+c1 i v = asx+boy+ ca, zatim se diferencira i izracunaju se
dz i dy i zamijene u (1.81). Dobiva se homogena obi¢na diferencijalna jednadzba.
Ukoliko su prave u (1.81) paralelne, onda se uvodi smjena u = a1+ b1y + 1.
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Slika 1.9: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalne jednadzbe y' =

2
1 (z+y—1
2 x+2

1.4.3 Zadaci za samostalan rad

1. Nagdi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

’ z® y3
T
2. Nag¢i rjesenje pocetnog problema

(2% + y*)dx + 2xydy = 0, y(1) = —1.

3. Odrediti ortogonalne trajektorije jednoparametarske familije krivih z2 +
2
y- =2Cx.

Rijesiti diferencijalnu jednadzbu zy’ —y = xze¥/*.
Rijesiti diferencijalnu jednadzbu (2z — y + 1)dx + (z + y)dy = 0.
Rijesiti jednadzbu (2z + 3y — 1)dx + (4x + 6y + 2)dy = 0.

N o e

Pokazati da se smjenom y(z) = zv(x), gdje je v = v(x) nova nepoznata
funkcija, jednadzba y"f(z) + g(y/z)(y — zy’) = 0 svodi na jednadzbu sa
razdvojenim promjenljivim.

8. Dokazati da se smjenom varijabli yz™ = v diferencijalna jednadzba y' =
2"~ 1 f(y/a2™) svodi na jednadzbu sa razdvojenim promjenljivim. Koristeéi
to rijesiti diferencijalnu jednadzbu

2y = 2y(a® —y).
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9. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

,_ Yy -y
T+ 12y

koristeéi smjenu y = vz™, za pogodno odabrano n, v = v(z) nova nepoznata
funkcija.

10. Nadi krive koje imaju osobinu da bilo koja tangenta na tu krivu sijece x—osu
u tacki koja je podjednako udaljena od tacke dodira i od koordinatnog
pocetka.

11. Nagci krive kod kojih je zbir normale i subnormale proporcionalan apcisi.

12. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

(y* — 322)dy + zydz = 0.

13. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
20y’ = y*/r — 222 —y
smjenom varijabli y = 2™, za pogodno odabrano m.

14. Rijesiti diferencijalnu jednazbu

+vy r—+vy
rnymETY o .
W'+ )nx+3 r+3

Odrediti ono rjesenje za koje je y(—4) = 5.

1.4.4 Linearna diferencijalna jednadzba

Jednadzba oblika
y' +p(z)y = q(x) (1.82)

naziva se linearna diferencijalna jednadzba prvog reda. Ako je q(x) =0, tj. jed-
nadzba
Yy +plx)y=0 (1.83)

se naziva homogena diferencijalna jednadzba pridruZena jednadzbi (1.82). Ako su

funkcije p i ¢ neprekidne na intervalu (a,b), onda je oblast egzistencije i jedin-

stvenosti data sa £ = (a,b) x (—00,+00). Buduéi da je £ oblast egzistencije i

jedinstvenosti obi¢ne diferencijalne jednadzbe (1.82), nema singularnih rjesenja.
Opée rjesenje diferencijalne jednadzbe (1.83) je dato sa

7/ p(t)dt
y=_Ce Jao z € (a,b),

)
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gdje je (zo,yo) € & proizvoljna tacka. Rjesenje Cauchyevog problema za diferen-
cijalnu jednadzbu (1.83) je dato sa

. / " ()t
o , = € (a,b).

Linearna diferencijalna jednadzba (1.82), moZe se rjesavati na viSe nacina.

Y = Yoe

1.4.4.1 Metod varijacije konstanti (Lagrange)

Ovaj metod sastoji se u tome da se pode od opéeg rjesenja homogene jednadzbe
(1.83) tako da se umjesto konstante C' posmatra neprekidno diferencijabilna
funkcija C(z) takva da je funkcija

—/mp@ﬁﬁ
C(z)e J=o , « € (a,b)

rjeSenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe (1.82). Nakon difrenciranja i uvrstavanja
u jednadzbu (1.82), dobivamo opée rjeSenje:

y:

_ ’ t)dt z t w)du
y=e /ﬂﬂop() C’—l—/ q(t)e/mop() dt|, z € (a,b). (1.84)

Ovom formulom je dato opce rjeSenje, jer funkcija na lijevoj strani izraza (1.84)
zadovoljava uvjete Teorema o integralu u oblasti £. Za datu tacku (xg, yo) rjeSenje
pocetnog problema je dato sa

- mp(t)dt P tp(u)du
y=-ce /’»80 Yo +/ q(t)e/ﬂfu dt| , x € (a,b) (1.85)

1.4.4.2 Metod neodredenih koeficijenata (Bernoulli)

Bernoulliev metod sastoji se u tome da se rjesenje jednadzbe (1.82) trazi u obliku

proizvoda dvije funkcije u(z) i v(x) koje su neprekidno diferencijabilne na (a,b).

Dakle, trazimo rjeSenje u obliku y = u(x)v(z). Kako je za svako = € (a,b)
u'(z)o(z) + u(@)[v'(z) + p(e)o(@)] = q(z),

to se funkcija v(z) odreduje iz uvjeta

V(@) + px)o(z) =0,
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tj. kao rjesenje odgovaraju¢e homogene jednadzbe. Dakle,

v(x) = e_ /;p(t)dt.

u(z) = C + / ' q(t)e/xo p(u)dudt.

Mnozenjem ovako dobivenih funkcija w(z) i v(z) dobivamo opée rjeSenje.

1.4.4.3 Metod integracionog faktora (Euler)

O integracionom faktoru govorit ¢emo detaljno kod obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi totalnog diferencijala.
Dakle, diferencijalna jednadzba (1.82) se pomnozi sa tzv. integracionim fak-

fL p(t)dt

torom e’=o (cilj ovog mnozenja je da lijeva strana jednadzbe (1.82) bude
totalni diferencijal) dobije se

. / , ()t / x bl

I ye =q(v)e

Odavde integracijom i smjenom dobivamo opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
(1.82).

Primjer 1.4.9. Nadéi rjesenje diferencijalne jednadzbe

d
di: + (tanz)y = sinx

na intervalu (0,7/2).

Rjesenje. Ovo je linearna diferencijalna jednadzba prvog reda sa
p(z) =tanz 1 ¢(x)=sinz,
gdje su obje funkcije neprekidne na (0,7/2). Mnoze¢i obje strane jednadzbe sa

1

cosx’

/ .
1 sinx
Y = .
Ccos T cosx
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Integriraju¢i ovu jednadzbu, imamo da je

1
cos T

Y =(C —Incosz.

Dijeledi je sa 1/ cos x dobijemo rjesenje y(x) = (cosz)(C' —Incosz), 0<xz < F.

¢

Primjer 1.4.10. Rijesiti problem pocetnih vrijednosti
xy — 2y = —a?,

y(1) =0.

2
Rjesenje. Ovu diferencijalnu jednadzbu mozemo napisati u obliku 3y’ — ;y =

2
—z, gdje je x # 0. Ovdje je p(z) = —= i gq(x) = —z. Prema tome, interval I,
T
gdje su p(z) i g(x) neprekidne je (—o0,0) ili (0,00). Kako xg = 1 lezi u intervalu
(0, 00), to postoji jedinstveno rjesenje definirano na intervalu (0, c0). Kako je

2
7/7dx 21 In 22
e T — ¢ 2z _ —Ina® _

1\ _ 1
Y2 ) T T

Integriranjem obje strane ove jednadzbe dobivamo da je

to imamo da je

1
y— =C—Inuz.
x

Pa je opée rjesenje dato sa y(x) = 22(C —In ). Koristeéi éinjenicu da je y(1) = 0,
dobivamo

0=1%(C —1In1)
=(C=0,
pa je rjeSenje pofetnog problema dato sa y(r) = —z?lnz, x> 0. ¢

Primjer 1.4.11. Jednadzbu
(22 + 9> + 1)dy + zydz =0
svesti na linearnu uvodenjem pogodne smjene.
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1.4. Neki integrabilni slu¢ajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

Rjesenje. Ocigledno je y = 0 rjeSenje polazne jednadzbe. Polaznu jednadzbu
mozemo napisati u obliku

,_dr 2?4410z 1yt 41

Cdy -y y oy

T

Mnozeéi obje strane prethodne jednadzbe sa x # 0 dobivamo jednadzbu

y2+1
y

2
a:m’—|—£+ 0.

Smjenom

/

u
u:x2:>u':2wx/:>5:mx’

prethodna jednadzba se svodi na linearnu jednadzbu

2 241
W2 = oY + ,
Y Y
Cije je rjesenje dato sa
2 2
— 7dy 2 2 1 /7dy
u(y) =e /y C,/ (er)e Y dy| =
Y
2
Y
=— +< 41
2 + 5 +

Vrac¢ajuéi smjenu dobivamo da je opce rjesenje polazne jednadzbe dato sa

C 2
2% = =+ % +1 (Slika 110).

y?
¢
1.4.5 Bernoullieva diferencijalna jednadzba
Jednadzba oblika
Y +p()y = q(z)y, (1.86)

gdje je a bilo koji realan broj razlicit od 0 i 1. Naime, ako je & = 0, onda je
diferencijalna jednadzba (1.86) linearna, a ako je o = 1, onda je diferencijalna
jednadzba (1.86) sa razdvojenim promjenljivim.

Pretpostavimo da p(z),q(z) € C(a,b). Oblast definiranosti jednadzbe (1.86) je
D = (a,b) x Y, gdje je Y oblast definiranosti funkcije y®.
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1.4. Neki integrabilni slucajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

Slika 1.10: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalne jednadzbe (z2 +
y? + 1)dy + xydx = 0.

Ako je y # 0, onda nakon dijeljenja sa y, jednadzba (1.86) postaje

y= Y +p(x)y' " = q().

Smjenom, y! = = z, pri ¢emu je z = z(x) nova nepoznata funkcija od x, diferen-

cijalna jednadzba (1.86) se transformira u linearnu diferencijalnu jednadzbu
7+ (1= a)p(x)z = (1 — a)q(x).

Zatim rijesimo ovu jednadzbu i to rjesenje uvrstimo u smjenu. Koristeéi izraz za
opce rjesenje linearne diferencijalne jednadzbe, dobivamo opce rjesenje Bernoul-
lieve jednadzbe:

y=e

— ’ t)dt T - t u)du B
- /xop() c+<1—a>/q<t>e(l )Lop() dt| . e (a,b).

0

Uoc¢imo da jednadzba (1.86) ima rjesenje y = 0, = € (a,b). Ovo rjesenje je
partikularno za a > 1 i moze se dobiti iz opéeg za C = co. Ako je 0 < a < 1, ovo
rjeSenje se ne moze dobiti iz opéeg niti za jednu vrijednost konstante C' ukljucujuéi
+00, pa je singularno.

Primjer 1.4.12. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
zy +y=vy’lnzx

te odrediti ono koje prolazi tackom (1,1).
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1.4. Neki integrabilni slu¢ajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

Rjesenje. Ovo je Bernulijeva jednadzba za o = 2. Ocigledno je y = 0 rjesenje
!

U
ove jednadzbe. Smjenom u =y~ = ¢ = ——, Jednadzba se svodi na linearnu
u
jednadzbu
1
oot
x x

Cije je rjesenje dato sa
1 1
/fdx Inz —/fdx
u(z) =el ¥ C—i—/—e T dx| =
x

=lnz+ 14 Cx.
Opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa
1 1

y:azlnx—l—l—&—Cm'

Iz ovog rjesenja izdvojimo ono koje prolazi kroz tacku (1,1). Lako se vidi da je
C = 0, pa je trazeno rjesenje dato sa

z € (et 00) (Slika 1.11 (a)).

VAP AP

/oo e — = — -
/o e e e e — — -
NN N N N — — = — -
NN N N N — — = — -
NN N N~ — — — — -
NN N N — — — — — -
NN N~ — = — — — -
NN N — — = — — — -
NN N — — — — — — -
NN~ — — — — — — -

A T N ENERNEEN
AN NN NN
N N N VENRNEN
NN R NN

N N N NN

AN N N N N NN
AN N NN N NN
SN NN N N N N S~
PN NN NG NGNS (e
NN NN
NN N N
N N N N N N o — = -

(a) (b)

Slika 1.11: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalnih jednadzbi (a)
2y +y=y*Inxi(b)y —1=e"T2v,

Primjer 1.4.13. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

y/ — 1= ex+2y
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1.4. Neki integrabilni slucajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

RjeSenje. Smjenom

1t
eV =t t=tx)>0=2/e? =t =y = 57
se polazna jednadzba svodi na Bernulijevu jednadzbu

72 — 2t = 2¢7,

za a = 2. Smjenom z = t~! = —t't72 = 2/, ova jednadzba se transformira u
linearnu jednadzbu
2+ 22 = —2€7,

Cije je rjesenje dato sa

—z/d:c 2/da;
z(x) =e C—Z/exe dz| =

2
=C -2z = z
e 3¢
: 1 L . S 9
Kako je z = - = —5, OPCe rjesenje polazne jednadzbe je dato sa 3e™*Y =
e
Ce™2% 4+ 2¢* ( Slika 1.11 (b)). ¢

1.4.6 Zadaci za samostalan rad
1. Rijesiti jednadzbu y3dx + 2(2? — 2y?)dy = 0.
2. Rijesiti jednadzbu 3y?y’ + y°> + x = 0.
3. Rijesiti jednadzbu dx + (z + y?)dy = 0.

4. Rijesiti jednadzbu y"~!(ay’+y) = z, za razne vrijednosti parametara a € R
ineN.

5. Rijesiti jednadzbu 3’ —y = xy? i naéi ono rjesenje koje prolazi tackom (0, 0).
6. Pogodno odabranom smjenom rijesiti diferencijalne jednadzbe:

(a) ay’ +1=¢Y
(b) y' cosy + gsiny =x + 1
(¢) ¥ + siny + xzcosy +x =0

7. Naci jednadzbu krivih kod kojih je odsjecak koji gradi normala na y—osi
jednak 2 /y.
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1.4. Neki integrabilni slu¢ajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

1.4.7 Darbouxova diferencijalna jednadzba

Jednadzba oblika

M(z,y)dx + N(x,y)dy + P(z,y)(xdy — ydx) = 0 (1.87)

gdje su M(x,y) i N(x,y) homogene funkcije stepena homogenosti «, a P(z,y)
homogena funkcija stepena homogenosti 5, naziva se Darbouzova diferencijalna
jednadzba.

Akoje f—a+2#0ili §—a+1# 0, smjenom J = z, gdje je z = z(x)
x
nova nepoznata funkcija, Darbouxova jednadzba se transformira u Bernoullievu.
Naime, u dijelu zajednicke oblasti definiranosti funkcija M, N, P i u kome je x > 0
(analogno za x < 0), jednadzbu (1.87) napiSimo u obliku

z*M (1, %) dr +z*N (1, %) dy + z°P (1, %) (zdy — ydx) = 0.
Stavimo y = zx, onda je xdy — ydx = z2dz, pa jednadzba postaje
[M(1,2) + zN(1, 2)]dz + N(1, 2)xdz + P(1, 2)2’~**2dz = 0.

Ako je M(1,z) + zN(1,2z) # 0, ovo je Bernoullieva jednadzba po nepoznatoj
funkciji x(z). MozZe se pokazati da ako je x(z) rjeSenje ove jednadzbe, onda je
y = zz(x), gdje je z(x) inverzna funkcija funkcije x(z), rjeSenje Darbouxove
jednadzbe.

Ako je zp korijen jednadzbe M(1,z) + zN(1,z) = 0, onda posebno treba
ispitati da li je neka od funkcija y = 2oz, * < 0, ili y = 29z, = > 0 rjeSenje
jednadzbe (1.87), a zatim odrediti prirodu rjesenja.

Ako je B —a+2 =0, onda je diferencijalna jednadzba (1.87) linearna, a ako
je B—a+1=0, onda je jednadzba (1.87) homogena.

Primjer 1.4.14. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

(x — xy)dx + (y + 2?)dy = 0.

Rjesenje. Oblast definiranosti diferencijalne jednadzbe je skup R? \ {(0,0)}.
Jednadzba je Darbouxova diferencijalna jednadzba, jer se moze napisati u obliku

xdy + ydz + z(zdy — ydx) = 0.
Smjenom y = zx ona se svodi na diferencijalnu jednadzbu
d(zr+at)+22+1=0
koja je Bernulijeva po z, tj. imamo da je

x + F —— 1 x?
22417 22417
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1.4. Neki integrabilni slucajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

Smjenom u = 27! = 2’ = —u'/u? ova jednadzba se svodi na linearnu diferenci-

jalnu jednadzbu
, z 1

z2+1U7 2241

Cije je rjesenje dato sa

u(e) =l F o [ e Rt
2241

\/m[m/dz}.

(24+1)vz2 +1
Kako je

/ dz B z
(2+1DV2+T V2+T
to je u(z) = Cv/2% 4+ 1+ 2. Vraéajuéi smjenu dobivamo da je opée rjeSenje polazne

jednadzbe dato sa
y+ Cv/y? 4+ 22 =1 ( Slika 1.12).

e e e T s T~ S — — — —

S~~~ N NN N N\
- — = ~ ~ N NN\ \ 0\
NN N N
— — — -~~~ N

AN
AN
N\
\
\
\
\
\
|
|

- - - - - s
R O Y ]

Slika 1.12: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalne jednadzbe (z —
zy)dz + (y + 2%)dy = 0.

Primjer 1.4.15. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

zy —a(y —2)Vy? —2? =y.

Odrediti ono rjeSenje koje sadrzi tacku (—2,—2).
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1.4. Neki integrabilni slu¢ajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

Rjesenje. Oblast definiranosti diferencijalne jednadzbe je skup {(z,y) : |y| >
|z} \ {(0,0)}. Jednadzba je Darbouxova diferencijalna jednadzba

xdy — ydr — x(y — )V y? — 22dx =0

za N(z,y) = 0. Smjenom y = zx ona se svodi na diferencijalnu jednadzbu sa
razdvojenim promjenljivim dz — |x|(z — 1)v/22 — 1dz = 0. Ako je 22 — 1 # 0, njen

opdi integral je
dz = [ |aldz+C
Gonveot ) e
Kako je

dz _ z+1
/(z V22 -1 B _\/22—1’
to je
z+1
N
pa je rjesenje Darbouxove diferencijalne jednadzbe
2[(C — 22)? + 4]
(C—a2)2 -4~
Za z = 1, funkcije y = x za x > 0iy = = za ¢ < 0, su partikularna rjesenja
sadrzana u opéem rjesenju za C' = oo.

= C — sgn(z)z?,

Za z = —1, funkcija y = —z za x < 0 je singularno rjesenje, jer kroz proizvoljnu
tacku (g, —xg), ¥g > 0, osim nje prolazi i Cauchyevo rjesenje

g T5—
Diferenciranjem ovog izraza lako se vidi da je y'(x¢) = —1, pa je integralna kriva
y = —x za x < 0 njegova tangenta u tacki (zg, —x¢). Prema tome, ova prava je
singularno rjesenje, kao i prava y = —x za x > 0.
Kroz tacku (2, —2) prolazi singularno rjesenje y = —z, = < 0, i Cauchyevo
rjesenje
z[(4 — 22)? + 4]

e Ve p —V6 < 2 < —V2 (Slika 1.13 ).

1.4.8 Zadaci za samostalan rad
1. Rijesiti sljede¢e Darbouxove diferencijalne jednadzbe:

(a) (z+ 3y)dz +2ydy + a(z + y)(zdy —ydz) =0
(b) (2® — zy?)dz + 22%ydy — (zdy — dyx) =0

2. Rijesiti jednadzbu zdz + ydy + z(xdy — ydz) = 0.
3. Rijesiti jednadzbu (22 — y)dz + (2%y + x)dx = 0.
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Slika 1.13: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalne jednadzbe zy’ —
a(y —z)\/y?* —a? =y.

1.4.9 Riccatieva diferencijalna jednadzba

Jednadzba oblika

y' = p(x)y* + q(z)y + r(z) (1.88)

se naziva Riccatieva diferencijalna jednadzba.

Ako su funkeije p(z), ¢(x), r(x) € C(a,b), onda slijedi da je £ = (a,b) X (—00, +0)
oblast egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja. Buduéi da je £ i oblast definiranosti
diferencijalne jednadzbe, onda jednadzba (1.88) nema singularnih rjeSenja. Za
razliku od integralnih krivih linearne diferencijalne jednadzbe, integralne krive
Riccatieve jednadzbe ne moraju biti definirane na cijelom intervalu (a, b).

Primjer 1.4.16. Rjesenje diferencijalne jednadzbe y' = y? sa pocetnim wvjetom
y(0) = 1, jey = 1/(1 — x). Ovo rjesenje nije definirano svuda na realnoj osi.
Naime, ono je definirano samo za 1 —x > 0, tj. za x < 1, dok je desna strana
date diferencijalne jednadzbe definirana svuda na R.

Ono $to karakterizira jednadzbu (1.88) je da se ona u opéem sluéaju ne moze
rijesiti pomocu konacnog broja integracija.

S druge strane, Riccatieva jednadzba se uvijek moze rijesiti ako je poznat

1

jedan partikularni integral y;. Smjenom y = y; + —, gdje je z(z) nova nepoz-
nata funkcija, ona se transformira u linearnu diferencijalnu jednadzbu. Postoje
specijalni slucajevi ove jednadzbe koji se mogu rijesiti:

Na primjer, ako su a, b, ¢ konstante, takve da je a? + ¢ # 0, onda jednadzba
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1.4. Neki integrabilni slu¢ajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

(i) v = f(z)(ay® + by + ¢) je diferencijalna jednadzba koja razdvaja prom-
jenljive (f je data funkcija);

(ii) ¢ = z%yQ + gy + ¢ je homogena diferencijalna jednadzba;

(iii) ¥ = 2y* + 5=y + ¢, smjenom y = z/7, gdje je z = z(z) nova nepoznata
funkcija, transformira u diferencijalnu jednadzbu sa razdvojenim prom-
jenljivim

Ve =a2? +ec.

(iv) v = Ay? + ;B,y + %, gdje su A, B i C konstante za koje vrijedi (B +1)% >
4AC ima jedno partikularno rjesenje u obliku

1= -,
X

gdje je a neka konstanta, pa se rjesava kao u prethodno opisanom slucaju.

(v) ¥ + Ay? = Ba™ se za m = 0 se svodi na diferencijalnu jednadzbu sa
razdvojenim promjenljivim, dok za m = —2, jednadzba se svodi na oblik
pod (iv). U ostalim slu¢ajevima ovu jednadzbu je moguée rijesiti preko
integrala akko je

m _
2m+4

k, Kk jecijeli brojim # 0,m # —2.

U tom slucaju se smjenom

svodi na diferencijalnu jednadzbu
/ 2 1
tz' + az 4+ Bz° = ~t, a:k—§7

koja se smjenom

t 1+«

(raa>1) z= ,
a+u ¥

)

)

t
(zaa<l) z=a+—, a=-—
u

™| Q

svodi na diferencijalnu jednadzbu oblika kao pod ii).
Riccatieva diferencijalna jednadzba (1.88) moze se smjenom
y=a(x)z

prevesti u Riccatievu diferencijalnu jednadzbu kod koje su koeficijenti uz kvadrat
+1ili —1. Smjenom
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ne mijenjajuéi koeficijent uz kvadrat, data Riccatieva diferencijalna jednadzba
se moze svesti na oblik koji ima uz y koeficijent nula. Kombinirajuéi prethodno

opisana dva postupka, svaka Riccatieva diferencijalna jednadzba se moze svesti
na oblik
y' = +y* + R(x).

Moze se pokazati da je opée rjesenje Riccatieve jednadzbe oblika

~ CA(x) +B(z) ’

te da je jednadZba Cije je opée rjesenje dato sa y = %, Ay (z)B(x) —
A(x)Bi(x) # 0 Riccatieva diferencijalna jednadzba.

Primjer 1.4.17. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
Yy =—y*+1+2%
RjesSenje. Ocigledno je jedno partikularno rjesenje dato sa y; = x. Smjenom
1
y=xr+ -
z
polazna jednadzba se svodi na linearnu diferencijalnu jednadzbu 2’ — 22z = 1,

Cije je rjesenje dato sa
z=e" <C—|—/e_’”2dx> )

Odavde slijedi da je opce rjeSenje dato sa

e’
y:$—|— C—"_fe_zzdfx.
¢
Primjer 1.4.18. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
y/ — y2 =+ .%'_4.
Rjesenje. Ovdje je m = —4. Kako je 5 m+ 1= —1 € Z, to je polazna diferen-
m
cijalna jednadzba rjesiva pomoc¢u kvadratura. Smjenom
z 1
= t= 9 = 14 ’
y=- = 2=2(1)
dobijemo diferencijalnu jednadzbu
1 1 1 1
t2 4+ 24 =22 = ——t =
gt st (a=3)

72



jednadzbi prvog reda

iferencijalni

cajevi

Neki integrabilni slu

1.4.

t
Kako je a < 1, to smjenom z = —1 + — ova jednadzba se svodi na jednadzbu

2

!/

tu — —u —

Smjenom u = vy/t, prethodna jednadzba se svodi na jednadzbu sa razdvojenim

promjenljivim

1+02
2

VVE =

dato sa

Cije je rjesenje

v

k& e

+

—C

m —C -2 <Vis<

= tan(Vt + C)

v

Zbe je dato sa

lazne jednad

v

¢e rjesenje po

canjem smjena op

,

Vra

Slika 1.14 (a)).

(

T
2

LSS S

Slika 1.14: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalnih jednadzbi (a)

v 4zt (b) ay =2%y® — 2z + 1)y + 1.

y =

diferencijalne jednadzbe

s

7

¢1i opce rjesenje

er 1.4.19. Na

.

imj

Pr

22y? — (22 + )y + 1.

/

Ty
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1.4. Neki integrabilni slucajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

Rjesenje. Uvedimo smjenu y = a(z)z = 3y = o’z + 2’a. Uvrtavajuéi u po-
laznu jednadzbu dobijemo da je

, 5 (z+1la+adz 1
2 =razt——m———— 2 —.
ax ax
Odaberimo « tako da koeficijent uz y2 bude 1, tj. a = 1/x za z # 0. U tom slucaju
se jednadzba svodi na diferencijalnu jednadzbu sa razdvojenim promjenljivim
2 =22-22+41

koja se moze za, z # 1, napisati u obliku

dz
— =dx.
G-
Integriranjem obje strane prethodne jednadzbe dobivamo da je 7% =xz+ C.
Vratanjem smjene dobivamo da je opée rjesenje dato sa yx — 1 = 7%%' Ako je
z =1, tada dobivamo da je y = 1/z, rjeSenje koje se dobiva iz opéeg rjesenja za
C = —oo (Slika 1.14 (b)). ¢

1.4.10 Zadaci za samostalan rad
1. Rijesiti sljedeée diferencijalne jednadzbe:

a) xy + 3y +y* = a?,
b) ay’ — by —y? = a2,
o)y +y*=a""4

d) 2%y + (zy —2)* =0,

e) y =y? +a 3.

2. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

1
22 (y? +y) — 2 2y + 1t Nz2 =0, A eR,

b
ako ima partikularno rjesenje oblika y(z) = ax+ . Izdvojiti rjeSenje koje
cx
prolazi tackom (0,1).
3. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
1 1
r_ =2
VooV Ty

4. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

, 2cos’x —sin?x + y?
Yy = .

2cosx

Odrediti ono rjesenje koje sadrzi tacku (0,1).
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5. Rijesiti pogodnim smjenama diferencijalne jednadzbe:

a) ¥y +ay(y —z) —1=0,
b) v +zy(y — 2%) — 22 =0,

4

o) Y+ + S - — =0,

b
d) v +ay® = Pl

1.4.11 Diferencijalne jednadzbe totalnog diferencijala

Posmatrajmo funkciju
2(x,y) = 32y + by + y°> + 5.

Diferencijal ove funkcije je

0 0
dz = a*;da: + aizdy = (6zy + 5y)dx + (32% + 5 + 3y*)dy.

Dakle, ako je data neka neprekidna funkcija z = z(z, y) onda nije tesko naéi njen
totalni diferencijal. Medutim, mozemo postaviti obrnuto pitanje, tj. da li je izraz

(62y + 5y)dx + (322 + bz + 3y?)dy

totalni diferencijal neke funkcije.
Prije nego detaljnije damo odgovor na postavljeno pitanje navedimo sljede¢u
definiciju.

Definicija 1.4.1. Izraz
M (z,y)dx + N(z,y)dy
se zove totalni diferencijal ako postoji funkcija f(z,y) za koju je ovaj izraz totalni
diferencijal, tj.
af _of

M(z,y) = 3 N(z,y) = By

Sada ¢emo precizno definirati jednadzbu totalnog diferencijala. Neka su
funkcije M (z,y) i N(x,y) definirane i neprekidne u jednostruko povezanoj oblasti'?
D C R? i neka je u toj oblasti M2+ N2 # 0, za sve (z,y) € D. Jednadzba oblika

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (1.89)

120blast (otvoren i povezan skup) D jednostruko povezana ako se svaka jednostavna
zatvorena Jordanova kriva koja lezi u D moze neprekidnom deformacijom stegnuti na tacku
a da se pri tome ne izade iz D. Pod zatvorenom Jordanovom krivom podrazumjevamo po
dijelovima glatku, jednostavnu zatvorenu ravansku krivu.
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zove se diferencijalna jednadzba totalnog diferencijala ako je njena lijeva strana
totalni diferencijal neke funkcije U(z,y) definirane u oblasti D, tj. ako za svako
(x,y) € D vrijedi

oU(x,y), | U(zy)

dU(z,y) = e oy

= M(z,y)dz + N(z,y)dy.

Uvijet M? + N2 # 0 je uvjet odredenosti polja pravaca u oblasti D, pa je zbog
toga oblast D i oblast definiranosti diferencijalne jednadzbe (1.89).

Postavlja se pitanje veze izmedu funkcije U i rjeSenja diferencijalne jednadzbe
(1.89). Moze se pokazati da ako je y(x), x € (a,b), bilo koje rjesenje jednadzbe
(1.89), onda je U(x,y(x)) = const. za svako = € (a,b). Naime, kako je y(x)
rjeSenje jednadzbe (1.89), onda je

3U(agj(x)) n 3U(ﬂg;(3&))y,($)

=dU (z, y(x))-

0= M(z,y(x))dx + N(z,y(z))dy =

Dakle, U(x,y(z)) = const. zasve x € (a,b). Moze se pokazati da vrijedi i obratno:
svaka funkcija ¢(z), = € (a,b), implicitno definirana jednadzbom F(z,y) = C, je
rjeSenje jednadzbe (1.89). Zaista, zbog neprekidnosti funkcija M (x,y) i N(z,y)
i uvjeta odredenosti polja pravaca u oblasti D, funkcija F(x,y) je neprekidna i
ima neprekidne parcijalne izvode prvog reda u toj oblasti, pri ¢emu je bar jedan
od njih razli¢it od nule. Na primjer, %’Z’y) = N(z,y) # 0 u oblasti Dy C D.
Kako je F(z,¢(x)) = C, z € (a,b), to je

OF (x, ¢())

d
ox T

dF (z,¢(x)) =

OF (z,6(x))
SO 4o ()

= M(x, ¢())de + Nz, ¢(x))dg(x) = 0,

i po Teoremu o integralu, slijedi da je funkcija F(z,y) integral diferencijalne jed-
nadzbe (1.89). Dakle, jednadzbom F'(z,y) = C je odreden integral diferencijalne
jednadzbe (1.89), pa su njome implicitno definirana sva Cauchyeva rjesenja.

Pogledajmo koje uvjete treba da ispunjavaju funkcije M (z,y) i N(z,y) da
bi jednadzba (1.89) bila diferencijalna jednadzba totalnog diferencijala. Vrijedi
sljedeti Teorem.

Teorem 1.4.2. Neka su funkcije M (z,y), N(z,y), %‘;’y) i % definirane i
neprekidne u oblasti D, pri cemu je M?(x,y) + N?(x,y) # 0 za svako (x,y) € D.
Diferencijalna jednadzba (1.89) je diferencijalna jednadzba totalanog diferencijala

ako i samo ako je
OM(z,y) _ ON(z,y)
oy or

, (z,y) €D. (1.90)
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Dokaz. Ako je (1.89) jednadzba totalnog diferencijala, zbog neprekidnosti funkcija
OM(z,y) . ON(z,y) *F(z,y) . 0°F(z,y)

Oy YT o Oxdy ! Oydxr '
odnosno relacija (1.90).

Pretpostavimo, sada da vrijedi relacija (1.90), onda je moguée odrediti funkciju
F(z,y) definiranu u obasti D, tako da je dF(z,y) = M(x,y)dx + N(z,y)dy za
svako (x,y) € D. Samim tim ¢e biti odreden opéi integral ove jednadzbe.

OF (x,y)
ox

slijedi jednakost parcijalnih izvoda

Neka je (xo,y0) € D proizvoljna tacka. Iz = M(x,y) za svako

(z,y) € D, dobiva se
F(z,y) = / M(t,y)dt + ¢(y),

gdje je ¢(y) proizvoljna diferencijabilna funkcija. Ovu funkciju ¢emo odrediti iz
relacije

OF (x,y)
_— M(t,y)dt
Sl = 5 [ M+ o) = Ny,
M
Buduéi da su funkcije M(z,y) i W neprekidne, integral se moze diferen-
Y

cirati po parametru y za svako (z,y) € D, tj.
L OM(z,y
/ OM(@,y) 1y ¢'(y) = N(z,y).
w0 Oy

z (1.90) slijedi

TON(t, ,
/ Wit + 4/ (4) = N(w.),

pa je ¢'(y) = N(zg,y), odnosno

o) = [ " N(eo t)dt + Cr.

Yo
Sada je
z y
Flow) = [ Mt.g)de+ [ Nao.tyit+ o
Zo Yo
paje jednadzba F(z,y) = Cy opéi integral diferencijalne jednadzbe (1.89). Dakle,
opce rjesenje ove jednadzbe je implicitno definirano jednazbom

z y
/ Mt i+ [ No )t =C, C=Cy—Ch.
Zo

Yo

% = N(z,y),

Ako se u odredivanju funkcije F(z,y) krene od relacije

x y
/ M(t,y0)dt + / N(z,t)dt =
Zo Yo
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1.4. Neki integrabilni slucajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

Dakle, pod uvjetom Teorema 1.4.2, oblast D je oblast egzistencije i jedinstvenosti
rjeSenja, pa diferencijalna jednadzba (1.89) nema singularnih rjesenja. g

Primjer 1.4.20. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
(142222 — y?)dx — 2y\/2? — y>dy = 0.

Rjesenje. Oblast definiranosti ove diferencijalne jednadzbe je skup {(x,y) :
|z| > |y|} \ {(=1/2,0)}. Lako se vidi da je ovo jednadzba totalnog diferencijala,
tj. da vrijedi

OM(z,y) _ ON(z,y) = 2wy

8y oxr 1’2 — y2 ’

oF
Kako je B = 1+ 2z+/22 — 42, dobivamo da je
x

Pl = [ (4 200/a = y)dn = o+ S0 = )2 + 6(0),

gdje je ¢(y) nepoznata funkcija koju éemo odrediti.

OF
UvrStavajuéi ovo u B0 = —2y+/x2 — y2, dobivamo da je
Yy

oF _ 9
dy Oy

o4 32— 4 o) = 2/

odakle slijedi da je ¢'(y) = 0, tj. ¢(y) = C, gdje je C konstanta. Dakle, opée
rjeSenje je dato sa

2
z+ §(x2 — 23241 C =0 (Slika 1.15 (a)).

Primjer 1.4.21. Pokazati da se diferencijalna jednadzba

yly — 2%V/22 —y2)de — (xy/22 —y2 + 2)dy =0

smjenom y = vz, z = z(x) svodi na diferencijalnu jednadzbu sa totalnim diferen-
cijalom. Odrediti joj opée rjesenje. Ispitati postojanje singularnih rjesenja.

Rjesenje. Oblast definiranosti ove diferencijalne jednadzbe je skup {(x,y) :
|z| > |y|} \ {(0,0)}. Smjenom se svodi na jednazbu

(2 — 2?|2|\/22 — y?)dx — (2®|x|\/22 — y2 + x)(2dz + zdx) = 0.

Za 1 — 2% > 0, ova diferencijalna jednadzba se svodi na jednadzbu

sgn(x)
z(1+ 22)dz + <x22—|—> dz = 0.
t+) Vi
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PR ~ o~ ~
PR — -~ N
s s == v = — ~ NN
s - == -~ -~ NN
/ L s = D Z - ~ X \
WS s = = Gl RN Y
/ Y i = — — NN W\ \

kY

e ~ N

(a) (b)

Slika 1.15: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalnih jednadzbi (a) (14

22+/22 — y2)dx —2y/22 — y2dy = 01 (b) y(y —22\/22 — y?)dx — (vy/22 — y2 +

x)dy = 0.

Jednostavno se moze vidjeti, primjenjujuci postupak kao u prethodnom primjeru,
da je funkcija ¢iji je totalni diferencijal jednak lijevoj strani prethodne jednadzbe,
data sa ) )
7ty
2
Pored toga, moze se vidjeti da je funkcija y = z, x # 0, singularno rjesenje polazne
jednadzbe. Zaista, na primjer, kroz tacku (zg, z¢) integralne krive y = x, = # 0,
prolazi i partikularno rjesenje

+ sgn(x) arcsin Y_c.
x

22 + y?
2

Yy o T
+ arcsin — = ry + —,
T 2

sa koeficijentom pravca tangente u toj tacki y'(z) = 1 (Slika 1.15 (a)).

1.4.12 Zadaci za samostalan rad
1. Rijesiti jednadzbu
z(y? + 1)dx + (2%y + 2y°)dy = 0.
Ispitati ponasanje rjesenja u blizini singularne tacke.
2. Rijesiti jednadzbu
(322 4 6xy?)dx + (62%y + 4y*)dy = 0.
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3. Rijesiti jednadzbu
dx — xdy

y
d d =0.
xaxr + ydy + R

4. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

(r+2y)dr +ydy

0.
x+y)?

Odrediti ono rjesenje koje sadrzi tacku (1,0).

1.4.13 Integracioni faktor

Prednost diferencijalne jednadzbe totalnog diferencijala je u tome Sto se opce
rjeSenje uvijek moze odrediti, pa je zato od interesa traziti uvjete pod kojima se
moze diferencijalna jednadzba prvog reda, u normalnom obliku, transformirati u
jednadzbu totalnog diferencijala.

M N
Neka su funkcije M (z,y), N(z,y), OM (z,y) ; ON(z,y)

oy Or
u jednostruko povezanoj oblasti D, pri ¢emu je M?(z,y) + N2(x,y) # 0, za svako
(x,y) € D. Ako uvjet (1.90) nije ispunjen, onda jednadzba

definirane i neprekidne

M(z,y)dxz + N(x,y)dy =0 (1.91)

nije jednadzba totalnog diferencijala, pa se ne moze odmah integrirati. Zato je
potrebno od jednadzbe (1.91) probati napraviti diferencijalnu jednadzbu totalnog
diferencijala.

Definicija 1.4.2. Funkcija pu(x,y) definirana i neprekidna i sa neprekidnim par-
cijalnim izvodima prvog reda u oblasti D, razli¢ita od nule u toj oblasti, je integra-
cioni faktor diferencijalne jednadzbe (1.91) ako nakon mnoZenja sa ovom funkci-
jom jednadzba (1.91) postaje diferencijalna jednadzba totalnog diferencijala, tj.
ako je diferencijalna jednadzba

p(z, y)M(z, y)d + p(z, y)N(z, y)dy = 0 (1.92)
jednadzba totalnog diferencijala.

Sada se problem svodi na odredivanje funkcije u(z, y). Jasno je, iz prethodnog
poglavlja, da se ta funkcija odreduje tako da je ispunjen sljedeéi uvjet

o(uM) _ (uN)

dy Or

Odavde dobivamo linearnu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

oy auM:u<aM azv)

dr oy oy Oz
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koja se opcéenito tesko rjesava.
Medutim, postoje slucajevi u kojima se ova jednadzba moze rijesiti. Na prim-
jer, ako je integracioni faktor funkcija samo od x ili samo od y.
Op¢enito, ako pretpostavimo da je p(z,y) = u(w), tada se p moze odrediti iz
sljedece diferencijalne jednadzbe
oM _ ON
dﬂ _ 0y  Ox
T NOw e W
jz Ngz - M oy

pod uvjetom da je
OM _ N

Qﬁ* dy Ox
- dw dw
NﬁfMa—y

funkcija od w. U tom slucaju je
= ef P(w)dw
gdje funcija w moze da bude, na primjer, sljedeteg oblika

w=-, w=-=, w=2Y, w:1’2+y2, w=zr+y, w=x-—y, itd.

Ono $to je vazno uociti kada je u pitanju integracioni faktor je da on nije jedin-
stven, tj. problem se svodi na izbor jedne takve funkcije, a njih moze biti i
viSe. Zapravo, ako je u(z,y) jedan integracioni faktor, onda je svaka funkcija
wo(z,y)u(z,y), gdje je po neka neprekidno diferencijabilna funkcija, takoder in-
tegracioni faktor. Odavde zakljuc¢ujemo da integracionih faktora ima beskona¢no
mnogo. Takoder, ako su ug i p1 dva integraciona faktora diferencijalne jed-
nadzbe (1.91), Fy integral koji odgovara integracionom faktoru pg, tada postoji
neprekidno diferencijabilna funkcija ¢(x) takva da je pu1 = po@(Fp). Dakle, svaka
dva integraciona faktora jednadzbe (1.91) su zavisna.

Na kraju, ako su pg i p1 dva integraciona faktora jednadzbe (1.91) i neka je
Ho # const. u zajednickoj oblasti definiranosti funkcija pg i @1, tada je B _ ¢

21 k1
opéi integral diferencijalne jednadzbe (1.91).

Primjer 1.4.22. Odrediti opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

(1 — 22y)dx + 2*(y — x)dy = 0.

Rjesenje. Oblast definiranosti ove diferencijalne jednadzbe je skup R?\{(1,1)}.
U ovom sluéaju je M (x,y) = 1 —ay? i N(z,y) = 22(y — z) te se lako moze vidjeti
oM
da je B #+ B te jednadzba nije jednadzba totalnog diferencijala. Pokusajmo
Y z
odrediti integracioni faktor. Imamo da je

oM ON

Y= DU Br 2z(z —y))
NG —MGe  [a2(y — )52 — (1 - a%y) 52
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Ako uzmemo da je w = z, tada dobijemo da je ¥ = ¢(w), odakle slijedi

d 2 1
24 L
X X

I

Lako se vidi da je funkcija F) ¢iji je totalni diferencijal jednak lijevoj strani izraza

(1 —2”y)da + 2*(y — z)dy] =0,

z2
data sa
1 y?
F =——— = +C
(@y) = —— —yo+ 5 +C,

pa je opce rjesenje polazne jednadzbe dato sa

1 2

—f—yx—l—y——i-C:Ozax;éO.

x 2
Jednostavno se vidi da je x = 0 rjesenje koje se dobije iz opéeg rjesnje za C' = —o0,
pa polazna jednadzba nema singularnih rjesenja (Slika 1.16 (a)). ¢

e

PR I
-

-

-
s

\
N\
N\
N\
\
N\
N\
N\
N\

VR A A A A Sl
sy s s
A A W N

////////////////////

(a) (b)

Slika 1.16: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalnih jednadzbi (a)
(1 — 22y)dz + 2%(y — x)dy = 01 (b) (/22 — y + 2x)dz — dy = 0.

Primjer 1.4.23. Odrediti opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

(Va2 —y+2z)de — dy = 0.

82



1.4. Neki integrabilni slu¢ajevi diferencijalnih jednadzZbi prvog reda

Rjesenje. Oblast definiranosti ove diferencijalne jednadzbe je skup {(z,y) :

y < 22}. U ovom slucaju je M(z,y) = /22 —y +2z i N(z,y) = —1 te se lako
moze vidjeti da je aM aN , pa jednadzba nije Jednadzba totalnog diferencijala.
Pokusajmo odredltl mtegra(nom faktor. Imamo da je

oM _ 8N -1

oy~ or 2¢/22—y
N%:—Mg—‘; —9u (/22 —y+23)%

Ako uzmemo da je w = 2% —y, tada dobijemo da je ¢ = 1)(w) = —1/(2w), odakle
slijedi

S

dys 1 1 1
_— = —7d = —_— = = —
LT Tyt alw) = oE = y) = =

Lako se vidi da je funkcija F) ¢iji je totalni diferencijal jednak lijevoj strani izraza
1
\/? {(\/12 —y+ 2z)dx — dy] =0,
z? —y
data sa

F(x,y):?va—y+a:+C7

pa je opce rjesenje polazne jednadzbe dato sa

2v/x2 —y+z2+C =0.

Jednostavno se vidi da je i funkcija y = 22 rjesenje polazne jednadzbe. Kako kroz
proizvoljnu tacku (xg, z3) krive y = 22 prolazi i partikularno rjesenje 21/22 — y+
x—xo =0, za x < xp, sa koeficijentom pravca tangente y'(zo) = 2x¢, to je ona
i singularno rjesenje polazne jednadzbe (Slika 1.16 (b)). ¢

Primjer 1.4.24. Odrediti opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
(z%y® + y)dx + (2%y* — x)dy = 0.

Rjesenje. Oblast definiranosti ove diferencijalne jednadzbe je skup RQ\{(O O)}
U ovom sluéaju je M(x,y) = 2%y> +y i N(z,y) = 2%y* — z, i Vrljedl oM 4 9 Bm,
pa jednadzba i u ovom slu¢aju nije jednadzba totalnog diferencijala. Pokusajmo
odrediti integracioni faktor. Kako je

oM _ ON
Yo —Ov _0r_ 2
N%—M‘g—‘; (x3y2—m)g—“;—(x2y3+y)%’
ako uzmemo da je w = zy, tada dobivamo da je ¢ = ¥(w) = —1/w, odakle slijedi
dp

1 1 1
W Zi = pw) = = = pla,y) = —.
I w w Ty
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Lako se vidi da je funkcija F), ¢iji je totalni diferencijal jednak lijevoj strani izraza

1
” [(#%y® + y)dx + (2°y® — z)dy] =0,

data sa
22y
Fla,y) = 225 ~nly] +Infa| + C.
pa je opée rjesenje polazne jednadzbe
2,2
Izy —Injy| +In|z| + C = 0.

Ako opée rjesenje napisemo u obliku

Yy ie(wzyz)/%‘C’

xT

jednostavno se vidi da su i funkcije y =0, 2 >0,y =0, 2 <0, 2 =0,y >0
iz =0,y <0 rjesenje polazne jednadzbe. za C' = 00, pa polazna jednadzba

nema singularnih rjesenja (Slika 1.17). ¢
PO
POV |
I 1
AN
VAt
NNV | 4
N\ \ / Vi
3 AN / ~
S\
///\\\

A R A A A3 4 \ NN\ ANV )
oSS TNNNNN
NN ] (NN \ W7y
SNV WA
SN[ Wl
SN Y B e WA S
N RN TR IR TR Y

Slika 1.17: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalne jednadzbe (z%y3 +
y)dx + (23y? — 2)dy = 0.

1.4.14 Zadaci za samostalan rad

Rijesiti diferencijalne jednadzbe:
1. m(4+ ﬁ) dm—y<4—ﬁ)dyzo.
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2. (y+2?)dy + (z — zy)dz = 0.
1 1 _
4. (y+ay?)de + (a?y+y+1)dy =0.
5. (%—%)dw—!— (ﬁ—%)dx:&
6. axdy + bydx + 2™y™ (axdy + Bydxr) = 0, gdje a,b,a, 5 € Rim € Z.

1.5 Diferencijalne jednadzbe koje nisu rijesene
po prvom izvodu

Obic¢na diferencijalna jednadzba prvog reda koja nije rijesena po prvom izvodu
ima oblik
F(z,y,y") =0, (1.93)

gdje je F data funkcija definirana u oblasti D C R3, naziva se diferencijalna
jednadzba prvog reda u implicitnom obliku.

Definicija 1.5.1. Funkcija o(x), definirana na intervalu (a,b) je rjesenje difer-
encijalne jednadzbe (1.93) ako za svako x € (a,b) vrijedi:

(i) postoji ' (x);
(ii) (z,¢(x),¢' (z)) € D;

(ZZZ) F(l‘, 90('7;)7 (p/(.%')) =0.

Za datu tacku (zg, o), jednadzba F(zg,yo,2) = 0 moZe imati viSe rjesenja,
pa u toj tacki diferencijalna jednadzba (1.93) ima viSe polja pravaca. Integralna
kriva rjesenja ima osobinu da se tangenta u svakoj njenoj tacki poklapa sa jednim
od pravaca polja u toj tacki.

Cauchyev problem za jednadzbu(1.93) se postavlja na sljedeéi nacin: Za datu
tacku (xo,yo) odrediti rjesenje p(z) diferencijalne jednadzbe (1.93), definirano u
nekoj okolini tacke xg, koje zadovoljava uvjet o(zo) = yo.

Kao i kod diferencijalnih jednadzbi u eksplicitnom obliku, tako i ovdje zanima
nas jedinstveno rjesenje Cauchyevog problema. Ovdje se jedinstvenost posma-
tra u sljedeéem smislu: Postoji jedinstveno rjesenje Cauchyevog problema, ako
postoji okolina tacke xg u kojoj se poklapaju sva rjesenja c¢ije integralne krive
prolaze tackom (zg, yo) i koje u toj tacki imaju istu tangentu. Jedinstvenost nece
biti narusena ako tackom (xg, %) prolaze dva rjeSenja ¢1(x) i p2(x) za koja je
¢1(20) = 2(0) 1 ¢1(20) # @5(o).

Dakle, Cauchyev problem ¢e biti definiran ako zadamo tacku (zo,yo) i zadamo
koeficijent pravca tangente y; u toj tacki, gdje je y{, neko od rjesenja jednadzbe
F(zo,y0,2) =0.

Sada ¢emo navesti teorem o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja Cauchyevog

problema za diferencijalnu jednadzbu (1.93).
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Teorem 1.5.1. (Teorem o egzistenciji i jedinstvenosti) Neka je funkcija
F(z,y,y") definirana i neprekidna i sa neprekidnim parcijalnim izvodima prvog
reda poy 1y' u nekoj okolini tacke (xo, yo,y,) € D, pri cemu je F(xo,y0,y,) =0 ¢
F, (0,90, yp) # 0. Onda diferencijalna jednadzba (1.93) ima jedinstveno rjesengje
p(x), definirano i neprekidno diferencijabilno u nekoj okolini tacke xq, koje zado-
voljava uvjete p(xo) = yo, ¢’ (zo) = Y{-

Dokaz. Funkcija F(z,y,y’) zadovoljava uvjete teorema o implicitno datim funk-
cijama, pa jednadzba F(z,y,y’) = 0 ima jedinstveno rjeSenje po y’. Znagdi, postoji
jedinstvena funkcija f(z,y) definirana i neprekidna u nekoj okolini O(xg, yo), tako
da je za svako (z,y) iz te okoline ¢’ = f(x,y), v, = f(xo,v0) 1 F(z,y, f(z,y)) = 0.
Zadnji identitet diferenciramo po y, za svako (z,y) € O(zo, yo), imamo

E,(z,y, f(x,y)) + F, (z,y, f(z,y)) f,(x,y) =0,
pa je, prema uvjetima teorema, funkcija

F(x,y, f(x,y))
FZ;,(IE, Y, f(xay))

neprekidna u toj okolini. Slijedi da postoji jedinstveno rjesenje p(z) diferencijalne
jednadzbe y' = f(x,y) definirano i neprekidno diferencijabilno u nekoj okolini
O(xo), koje zadovoljava uvjet p(zo) = yo. Takoder je ¢’ (xg) = f(xo,¢(x0)) =
f(@0,90) = vp-

Funkcija ¢(z) je rjesenje diferencijalne jednadzbe (1.93). Naime, buduéi da
je F(x,y, f(z,y)) = 0 za svako (z,y) € O(zo,y0) 1 ¢'(x) = f(x,p(x)) za svako
x € O(xp), to je

f;(:v,y) =

F(z, ¢(x),¢'(2)) = Fx,0(x), f(z, (x))) = 0.

1.5.1 Nacini rjesavanja
1.5.1.1 Rjesavanje bez parametrizacije

Neka se diferencijalna jednadzba (1.93) moze rijesiti po 3’ i to tako da se dobije
konacan broj diferencijalnih jednadzbi u normalnom obliku

Yy = felz,y), k=1,2,...,m.

Neka su funkcije fi(x,y), k = 1,2,...,m definirane u nekoj oblasti D; C R? i
neka se u proizvoljnoj tacki te oblasti polja pravaca svih jednadzbi medusobno
razlicita. Ako je D; oblast egzistencije i jedinstvenosti rjesenja proizvoljnog
Cauchyevog problema ovih jednadzbi, tj. ako postoje odgovarajuéi opéi integrali
Up(z,y) =C, k=1,...,m, opéi integral jednadzbe (1.93) piSe se u obliku

(Wi (2,y) = Cl[Wa(z,y) = C]-- - [Wm(z,y) = C] = 0.
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Ovaj nacin pisanja opéeg integrala je prirodan jer je bilo koje rjesenje diferenci-
jalne jednadzbe (1.93) integral neke od jednadzbi ' = fi(z,y), k=1,...,m.
Ovom tipu jednadzbi pripada diferencijalna jednadzba oblika

po(@, )y + -+ Pur(z,9)y + pulz,y) = 0.

Posebno nas interesiraju ona rjesenja kod kojih je narusena jedinstvenost Cauchye-
vog problema, tj. singularna rjesenja. Naravno, ovdje treba shvatiti singularno
rjesenje na nacin kako smo rekli. Ono Sto karakterizira diferencijalnu jednadzbu
(1.93) u odnosu na diferencijalnu jednadzbu u normalnom obliku je da se even-
tualna singularna rjesenja mogu odrediti iz same jednadzbe.

Teorem 1.5.2. Neka je funkcija F(xz,y,y’) definirana i neprekidna i neka ima
neprekidne parcijalne izvode prvog teda po y iy’ u oblast D. Onda singularno
rjesenje diferencijalne jednadzbe (1.93) zadovoljava jednadzbe

F(z,y,y)=0, Fy(z,y,9)=0 (1.94)

Dokaz. Naime, ako je funkcija ¢(z), = € (a,b), singularno rjeSenje diferenci-
jalne jednadzbe (1.93), kao rjeSenje ono identicki zadovoljava jednadzbu, pa je
F(z,0(x),¢' (x)) = 0 za svako = € (a,b). Pokazimo da ¢(x) zadovoljava i drugu
jednadzbu. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je (zg,¢(xg)) proizvoljna tacka
singularne integralne krive rjeSenja y = ¢(z) i neka je Fy,(zo, p(20), ¢'(20)) #
0. Oznadimo sa p(xg) = yo i ¢ (x0) = yj. Buduéi da je F(zo,y0,y,) = 0 i
F,/(z0,90,9p) # 0, slijedi da jednadzba (1.93) ima jedinstveno rjesenje (ranije
dokazani teorem) t(z) definirano u nekoj okolini tacke z i koje zadovoljava
uvjete ¥(zg) = yo 1 ¥ (xg) = yj. Buduéi da rjesenja ¢(z) i ¢¥(z) zadovoljava-
ju iste pocetne uvjete, zbog jedinstvenosti, moraju se poklapati u zajednickoj
oblasti definiranosti, pa funkcija ¢(z) ne moze biti singularno rjeSenje, $to je
suprotno pretpostavci. Dakle, mora biti F}, (2o, ¢(z0), ¢'(z9)) = 0. Buduéi da
je (zo, ¢(w0)) proizvoljna tacka singularne krive, to je Fy, (z,¢(z),¢'(x)) = 0 za
svako x € (a,b). Ovim je teorem dokazan.

Eliminiranjem ¢’ iz sistema jednadzbi (1.94) se u opéem slu¢aju odreduje vise
krivih koje se nazivaju diskriminantne krive diferencijalne jednadzbe (1.94). Iz
prethodnog teorema slijedi da svaka singularna integralna kriva jeste diskrimi-
nantna kriva. Obratno ne vrijedi, tj. svaka diskriminantna kriva nije singularna
kriva, ¢ak ne mora biti ni integralna kriva. Dakle, za nalazenje singularnog
rjesenja potrebno je nac¢i sve diskriminantne krive i ispitati koja je od njih singu-
larna integralna kriva.

Pojam singularnog rjesenja je povezan sa pojmom obvojnice jednoparam-
etarske familije krivih. U tom smislu, moze se pokazati da ako je jednadzbom
®(x,y,C) = 0 opisana jednoparametarska familija rjeSenja diferencijalne jed-
nadzbe (1.93) koja ima obvojnicu, onda je obvojnica singularna integralna kriva.
Ako diferencijalna jednadzba ima oblik

y? +2p(z,y)y + q(z,y) =0,
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onda jednadzbe diskriminantnih krivih se dobivaju iz jednakosti polja pravaca u
tackama tih krivih: p?(x,y) — q(z,y) = 0. Pravac polja u tacki diskriminantne

krive je y'(z) = —p(z,y).

1.5.1.2 Opéi metod parametrizacije

Kada nije moguce rijesiti diferencijalnu jednadzbu (1.93) po 3/, onda se pristupa
parametrizaciji, tj.

T = 91(”7’0)7 Yy= 62(’&,1}), yl = 83(’&,1})

gdje su funkcije 6;, i = 1,2, 3 definirane i neprekidne u oblasti  C R3, a funkcije
0, i A2 imaju neprekidne parcijalne izvode prvog reda u toj oblasti. Osim toga,
preslikavanje (u,v) — (01,02,03) je obostrano jednoznacno iz Q u Dy, Dy C D
(gdje je D oblast definiranosti funkcije F') za svako (u,v) € Q je F(61,602,03) = 0.
Buduéi da je dy = y'dx, onda je

004 004 (891 004 )

na ovaj nacin dobivamo diferencijalnu jednadzbu u obliku

00- 064 00 00, _
(au — 93%) du + (av - 0350) dv = 0.

Moze se dokazati da ako je v = p(u), u € (uy,u2) rjeSenje ove jednadzbe,

onda je
{ z =61 (u, p(u))
y = Oa(u, po(u)), u € (uy,us),

rjesenje u parametarskom obliku.

Postupak parametrizacije moze biti slozen. Obi¢no se parametrizacija pri-
mijenjuje kada nije moguce na drugi nacin rijesiti diferencijalnu jednadzbu, sto
ne znaci da ¢e obavezno i parametrizacija dovesti do rjeSenja. Postoje slucajevi
kada je parametrizacija dosta jednostavna. Takve sluc¢ajeve diferencijalnih jed-
nadzbi ¢emo navesti. Obi¢no se radi o jednadzbama koje ne sadrze bar jednu od
promjenljivih z ili y. Takve jednadzbe zovu se nepotpune diferencijalne jednadzbe.

(i) Najjednostavnija nepotpuna diferencijalna jednadzba ima oblik
F(y') =0.
Ukoliko jednadzbu F'(z) = 0 ne mozemo eksplicitno rijesiti, ali mozemo

dokazati egzistenciju rjeSenja z = z,, kK = 1,2,...,m, onda iz 3y = z
imamo y = zxx + C. Sada je opéi integral dat sa

F(y;c>:0.
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(ii) Diferencijalna jednadzba oblika
F(z,y') =0

je nepotpuna diferencijalna jednadzba koja se opéenito rjesava parametrizaci-
jom i to tako da se stavi

x=01(u), ¥ =0s(u),

pri éemu funkcije 6; i 0y treba birati tako da je 6, € Cl(uy,uz), 62 €
C(u1,uz), F(61(u),02(u)) =0 za svako u € (u1,usz).

Iz dy = y'dx dobivamo diferencijalnu jednadzbu kod koje se promjenljive
mogu razdvojiti

dy = 0(u)0 (u)du.

Sada jednadzba F(x,y’) = 0 ima opce rjesSenje u parametraskom obliku:

{l‘ —91()
Yy —fag d'l.L+C UG(Ul,’LLQ)

Cauchyevo rjeSenje y = f(x) sa poletnim uvjetom f(z9) = yo odreduje
se pomocéu ug i to tako da je zg = 01(ug), a C = yog — (f 929’1du) =g -
Napomenimo, ukoliko postoji konstanta a takva da je F(a,c0) = 0, onda
je funkcija x = a rjesenje koje moze biti i singularno.

(iii) Diferencijalna jednadzba oblika

F(y,y)=0

je nepotpuna diferencijalna jednadzba koja, ukoliko se ne moze drugacije
rijesiti, rjesava parametrizacijom

y="01(u), ¥ =0a(u).

Funkcije 0; i 6 biramo tako da je 6; € C(uy,u2)'®, 0y € C? € (uy,us), 0 #
0 za svako u € (uy,uz2) i F(61,02) = 0 za svako u € (uy,us2). Iz dy = y'dz
dobije se jednadzba

01 (u)du = O (u)dz

koja ima opée rjesenje u parametarskom obliku

/92d +C

Yy *91

Cauchyev problem se rjesava kao i u prethodnom slucaju. Ukoliko postoji
konstanta a takva da je F(a,0) = 0, funkcija y = a je rjeSenje koje mozZe
biti singularno.

301 (ug, uz)-skup neprekidnih funkcija sa neprekidnim prvim izvodom na (u1,us2).
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(iv) Ako jednadzbu F(z,y,y’) = 0 mozemo rijesiti po nepoznatoj funkciji y, tj.
ako je
Y= f(l’, y/)»
pri ¢emu je funkcija f(z,y’) definirana i neprekidna i ima neprekidne parci-
jalne izvode prvog reda u oblasti promjenljivih z i y’. Uvedemo parametar
u = 7, tada jednadzba postaje y = f(x,u). Buduéi da je dy = udzx, onda

je
0 wu) yy  Ale)
Ox ou
of(w,u)du _  Of(z,u)

Ako je rjesenje prethodne jednadzbe u = ¢(z), = € (a,b), onda je funkcija
y = f(z,¢(x)), x € (a,b) rjeSenje diferencijalne jednadzbe y = f(z,v’).
Ovo se jednostavno provjeri diferenciranjem. Opce rjeSenje diferencijalne
jednadzbe (1.95) je dato u parametarskom obliku

{x = 1(u)
Yy :f(’(/}(u)vu)’ ue(ubu?)

(v) Ako diferencijalnu jednadzbu F(z,y,y’) = 0 moZemo rijesiti po z, tj.
x = f(y,y"), onda koristeéi prethodnu parametrizaciju dobivamo jednadzbu
z = f(y,u). Iz dox = %dy imamo jednadzbu koja se moze rijesiti po prvom
izvodu.

Primjer 1.5.1. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

9y'? — 4z = 0.
Rjesenje. Oblast definiranosti ove diferencijalne jednadzbe je skup {(x,y) :
z > 0}. Ovu jednadzbu moZzemo rjesiti po = te dobivamo da je z = (9y%) /4.

Uvodenjem smjene y' = u, u = u(z) moZemo je napisati u obliku z = (9u?) /4.
Uzimajuéi diferencijal lijeve i desne strane, dobivamo da je

9 9
dx = 1 2udu = iudu.
Kako je dy = udzx, zadnji izraz mozemo napisati kao
d 9 9
& _ Zudu ili dy = =u’du.
U 2 2

Integriraju¢i obje strane dobijemo da je y = %u3 + C, gdje je C proizvoljna
konstanta. Na osnovu ovog imamo da je opée rjeSenje dato u parametarskom
obliku

3
y= gug +C7
xr = ZUQ.
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Ako iz druge jednadzbe izra¢unamo u, dobivamo da je u = j:%\/f Uvrstavanjem

u prvu jednadzbu dobivamo da je opce rjesenje dato sa y = :I:%xﬁ +C. ¢
Primjer 1.5.2. Integrirati diferencijalnu jednadzbu

Y3 — xy’? — dyy’ + day’ = 0.
Rjesenje. Ovu jednadzbu mozemo napisati u ekvivalentnom obliku (y'? —
4y)(y' — ) = 0. Jednadzba 3y’ = x ima rjeSenje dato sa y = ""2—2 + C. Jed-
nadzba y? = 4y (y > 0), je ekvivalentna sa y’ = +2,/y te joj je rjeSenje dato
sa y = (&x + O)2. Dakle, opée rjesenje polazne jedandzbe je dato sa

(1-5-C) - +07) - (a4 0P) =0

Primjer 1.5.3. Naci opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

eV +y =u.

Rjesenje. Ova jednadzba je rjesiva po x pa uvedimo smjenu y' = u, odakle
slijedi da je z = e* 4 u. Diferenciranjem obje strane zadnje jednadzbe, koristeci
¢injenicu da je dy = udz, dobivamo da je dy = u(e® + 1)du. Integrirajuéi obje
strane ove jednadzbe dobijemo da je

2
y:w71WHf%+O.
Odavde slijedi da je opce rjesenje polazne jednadzbe dato u parametarskom obliku
y=(u—1e"+% +C,
z=e"+u.

¢

Primjer 1.5.4. Integrirati diferencijalnu jednadzbu y = y’2ey/ 1 ispitati da li ima
singularnih rjesenja.

Rjesenje. Uvedimo smjenu 3’ = u, dobivamo da je y = u?e*. Kako je dy =
udz, imamo da je u (2e* + ue*)du = udx. Za u # 0 rjeSenje ove jednadzbe je
x =2e"+ (u—1)e* 4 C, odakle slijedi da je opée rjesenje polazne jednadzbe dato
u parametarskom obliku

y = u’e",
x=2e"+ (u—1)e*+C.

Ako jednadzba ima singularno rjeSenje, tada je to prava y = b pri ¢emu je
F(b,0) = 0, gdje je F(y,y') = y — y'%e¥. O¢igledno je b = 0 rjeSenje ove
jednadzbe, te se jednostavno vidi da je prava y = 0 singularno rjesenje koje sa
moze dobiti i za u = 0. ¢
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Primjer 1.5.5. Naéi rjesenje diferencijalne jednadzbe
2y = 222 + day’ + 2.

Rjesenje. Neka je y' = u, u = u(z) nova nepoznata funkcija, tada jednadzbu
mozemo napisati u obliku 2y = 222 4+ 4zu + u?. Diferenciranjem obje strane ove
jednadzbe, kako je dy = udx, dobivamo da je

2xdx + udzr + 2zdu + udu = 0 < (22 + u)(dx + du) = 0.

Pretpostavimo da je dz + du = 0. Na osnovu ovog dobivamo da je u = —x + C.
2
Uvrstavajuéi to u 2y = 222 + 4zu + u?, dobivamo da je y = C? — %-, pa je opce

I‘jeéenje dalo Sa
2 2
{ Z[ = C — 9

rz=—-u+C.

Pretpostavimo da je 2z +u = 0. Dakle, 22 + ¢’ = 0 tj. yv = —2? + C, gdje
je C konstanta koju treba odrediti tako da y = —z2 4+ C bude rjeSenje polazne

jednadzbe. Jednostavno se uvrstavanjem dobije da je C = 0, pa je y = —a2
rjeSenje polazne jednazbe koje se ne moze dobiti iz opceg rjesenja niti za jednu
vrijednost parametra C| tj. to je singularno rjesenje. ¢

Primjer 1.5.6. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
2 (y —zy') = yy'”*,

te ispitati postojanje singularnih rjesenja.

Rjesenje. Jednadzbu mozemo napisati u ekvivalentnom obliku

3,/
7y /
V=g VTED

Stavimo da je 3’ = u, tada jednadzba postaje y = x;”iiuuz Uzimajudéi diferencijal

lijeve i desne strane, koristeéi ¢injenicu da je dy = udz, imamo

2, (2 _ 22} _ 3 3(p2 _ 2 3
3xtu(z® — u®) — 2z(zu) g+~ (2% — u?) + 2u(zu) du.
(22 — u2)? (22 — u2)?

dy = udx =

$to se poslije sredivanja svodi na
ud(u? + 2?)de = 23 (2 + u?)du < vPdr = 23du.

Zau # 0ix # 0imamo da je m%dx = u—lg,du. Integrirajuéi ovu jednadzbu dobivamo
da je
11 1 1-2%C
U

u? T
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Odnosno, imamo da je

2

2
mzalfﬁt C>0.

Odavde slijedi da je

22
+2° Vi—ere  dad|z|(1 - 2?C)  +V1-—22C
2?2 — L —z*CV1 — 22C C ’

$to je ekvivalentno sa y?C? = 1 —22C, pa je to i opée rjesenje polazne jednadzbe.
Zay =tz jey= :t% + C, uvrstavanjem se vidi da to nije rjeSenje polazne
jednadzbe.
Ako je u = 0 tada je ¢y = 0, pa se lako vidi da je u tom slu¢aju jedino rjesenje
y = 0, koje se moze dobiti iz opéeg rjesenja za C' = 0o, pa slijedi da jednadzba
nema singularnih rjesenja (Slika 1.18 (a)). ¢

y:

R CE

"
X
X
*
*
+
+
+
4
+

< =N\ % N\ K+ + 4+
< =S A A S+ +

(a) (b)

Slika 1.18: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalnih jednadzbi (a)
2y —ay) =yy” i (b) *(L+y?) =alz+yy) zaa=1.

Primjer 1.5.7. Nacéi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

v +y?) =alz+yy).

!
Rjesenje. Uvedimo smjenu y? = z, 2z = z(x). Tada je 2yy’ = 2/, tj. v/ = 22— =
Y

Z/

+2/z

. Uvrstavanjem ove smjene u polaznu jednadzbu dobijemo z = ax + §2' —
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2 . . . 2 .
#r. Uvedimo sada smjenu 2’ = u. Tada je z = ax + Su — . Kako je dz = ud,
to diferenciranjem lijeve i desne strane dobivamo da je

1
(a —u)dx = fg(a — u)du.
Za a # u to je ekvivalentno sa dx = —%du. Integriranjem ove jednadzbe dobivamo

da je
1
m:—§u+C’:>u:2C'—2x,
odakle slijedi da je

a 4-(C—x)?
= —_ . 2. — J—

z =ax + 5 (C—x) 1

=aC — (C — x)?,

tj. opce rjeSenje je dato sa y?> + (C —2)> =aC. Akojeu=a = 2 =a = 2z =

. . v . . . v . . 2
ax + C1. Lako se vidi, uvrstavanjem, da je ovo rjesenje samo ako je C1 = 7, pa

2
a
jey ==+ ax + T rjeSenje koje se ne moze dobiti iz opéeg ni za jednu vrijednost

parametra C. Jednostavno se vidi da je to obvojnica familje integralnih krivih
opceg rjeSenja, zato je to singularno rjeSenje (Slika 1.18 (b)). ¢

Primjer 1.5.8. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
y(y' +2y)° +y+y =0.

Rjesenje. Uvedimo parametar u tako da je ¢ +2y = u. Na osnovu toga imamo

da je 3’ = u — 2y. Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobijemo y = = za

1
u # %1, odakle slijedi 3/ = u — 2y = u(ulztlf), u # 1. Kako je dy = y'dz, to
imamo da je
u u(l + u?)
d(l—u2) T 1 dx
1—u?+2u?  u(l+u?)
(1 —wu?)? S
du

u(u? —1)

odakle, integriranjem zadnje jednadzbe, dobivamo da je

d 1 Cly/|u? -1
x:/u(uduz1nu2—1|—ln|u|—$—lnC':ln<|||u|>7

u? —1) 2 |ul

dr =

dr =

za C # 0. Opce rjesenje je dato u parametarskom obliku
Y=

len(W>.

Jul
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1.5. Diferencijalne jednadzbe koje nisu rijeSene po prvom izvodu

Oslobodimo se sad parametra u. Iz druge jednadzbe je
o — Cly/|u* — 1] o e — C2|u|.
Jul [yl
2z

—u
Kako je u? = L, iz posljednje jednadzbe dobivamo da je (y — u)e*® =

—144/144y2

C?lulsgn(y). 1z prve jednadzbe dobivamo da je u = o , pa je opée
rjesenje dato sa
14 /1 + 492 141+ 42
y— ———v— | 2 = | —— YT Isgn(y), y#DO.
2y 2y

Ako je u = £1 moZe se vidjeti da rjeSenja diferencijalne jednadzbe 3y’ + 2y = +1
nisu i rjeSsenja polazne jednadzbe. Ako je u = 0, tada je rjesenje jednadzbe
Yy + 2y = 0 dato sa y = Cre %, pa samo za C; = 0 imamo da je to rjeSenje
polazne jednadzbe, koje se moze dobiti iz opceg rjesenja za C = 0, te je ono
partikularno rjesenje (Slika 1.19 (a)). ¢

[
= - _
= e
=~ -

. X T
VY Vv
\ A} Vv
\ \ Vo
\ S LR
\ Nl W [NENRURY
& AR Ly
\ \&\\‘%\.\ \UENENEN
< Tha ) RS
rt e D
P ’l’/f% P
s ﬂ/ v v s
/ Ny ////////
’ b A il fr s
’ Ay 74 AN A
/ e ///// il
o ool ofolofd e
/ A " A

L~ N~

,,,,,,,,,,

Slika 1.19: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalnih jednadzbi (a)
y(' +2y)° +y+y =0i(b) (z+2y°)y =y =0.

Primjer 1.5.9. Integrirati diferencijalnu jednadzbu
(x+29%)y = y.

Rjesenje. Ocigledno je prava y = 0 rjesenje polazne jednadzbe. Pored toga

—92 3,/ —92 3
imamo da je x = w Uvedimo smjenu ¢y’ = u. Tada je z = L
U
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1.5. Diferencijalne jednadzbe koje nisu rijeSsene po prvom izvodu

L. 2%, Kako je dy = udz, dobivamo da je
u

1
dy = ud (% — 2y3) =u (udy — %du — 6y2udy) ,

U
Sto poslije sredivanja daje jednadzbu sa razdvojenim promjenljivim — = —6ydy,
u
1
¢ije je rjesenje — = 3y? 4+ C. Na osnovu ovog imamo da je z = LA 293 =
U U

y(3y? + C) — 2y3. Dakle, opée rjesenje polazne jednadzbe je dato sa
z =y +yC (Slika 1.19 (b)) .

Primjer 1.5.10. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
3 +y'3 = 3zy’ = 0.

Rjesenje. Uvedimo parametar u tako da je y’ = uz. Tada je 23 +ux® —3uz? =

3 3
0, odakle je je z = 2% _ Na osnovu tog je y' = 2% Kako je dy = y'dx, to
) 1 3 14+ud

+u
je
3u2 3(1+4uf)—9ud (1 —ub)u?
&y - w31 +u’) udu:( u)udu,
1+ud (14 u?)? (14 u?)?
9(1 — u3)u? 3 1+4u?
Y S A i Y 6]
y /(1—|—u2)2 u+C 5 (1—|—u2)2+0

Dakle, opce rjeSenje je dato u parametarskom obliku

3
{ y=73 e 0

T = lizg.
¢
1.5.2 Lagrangeova i Clairautova diferencijalne jednadzba
Ove dvije jednadzbe su specijalni slu¢ajevi diferencijalne jednadzbe F(x,y,y’) =
0, ali ih posebno radimo zbog nekih njihovih osobina.
Diferencijalna jednadzba oblika
y=zp(y) + ¥y, (1.96)

u kojoj je o(y') # v’ naziva se Lagrangeova diferencijalna jednadzba.
Ako su ¢, 1 € C*(u1,uz), pomoéu parametra y’ = u dobiva se

[p(u) — uldz + [ (u)x + ' (u)]du = 0.
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1.5. Diferencijalne jednadzbe koje nisu rijeSene po prvom izvodu

Ako je p(u) — u # u za svako u € (u1, uz), linearna diferencijalna jednadzba

ima opce rjesenje oblika
z(u) = CA(u) + B(u),

gdje su A(u) i B(u) odgovarajuée funkcije, pa je opée rjesenje Lagrangeove difer-
encijalne jednadzbe dato sa

{ x = CA(u) + B(u)
y = eW)|CA(u) + B(u)] + ¢(u), u € (u1,usz).

Ako je wg rjesenje jednadzbe p(u) —u = 0, onda funkcija y = uox + ¢(ug) je
rjesenje Lagrangeove diferencijalne jednadzbe koje moze biti i singularno.

Diferencijalna jednadzba oblika

y=azy + ¢ (1.97)

se naziva Clairautova diferencijalna jednadzba.
Ako je funkcija ¢ (u) definirana na intervalu (u1,us), onda je opée rjeSenje
Clairautove diferencijalne jednadzbe dato sa

y = Cz+y(0),

Sto je jednoparametarska familija pravih, C' € (uq,uz). Clairatuova diferencijalna
jednadzba moze imati i drugih rjesenja. Naime, neka je ¢ € C?(uy,ug) i 9" (u) #
0 za svako u € (u1,usz). Uvedimo parametar y' = u, pa dobivamo jednadzbu

[z + ¢ (u)]du = 0.

Ako je du =0, tj. u = C, dobivamo opée rjesenje. Ako je x + ¢’(u) = 0, onda je

funkcija o
1y To v, e e (1.98)

rjesenje ove jednadzbe, sto se moze lako provjeriti.

Ovo rjesenje je singularno. Naime, uzmimo proizvoljnu tacku (zg, o) inte-
gralne krive rjeSenja (1.98). Postoji ug, jedinstveno, zbog uvjeta " (u) # 0 za
svako u € (u1,uz), tako da je xo = —9'(uo) 1 yo = —uo’(uo) + ¥ (up). Iz familije
y = Cx+1¢(C) odredimo konstantu C tako da odgovarajuéa prava prolazi tatkom
(20,y0). Buduéi da je Czg + ¥(C) = zoug + ¥ (ug) = yo, pa je C = ug, sada je
jednadzba trazene prave y = ugz + ¢ (ug). Ova prava je tangenta integralne krive
(1.98) u tacki (xo,y0), jer je

dy(zo,yo) _ y'(u)du

dr  2'(w)du lu=u to-
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1.5. Diferencijalne jednadzbe koje nisu rijeSsene po prvom izvodu

Dakle, svakom tackom integralne krive rjeSenja (1.98) prolazi neka prava iz fami-
lije y = Cz + ¢(C) koja je njena tangenta u toj tacki, tj. integralna kriva (1.98)
je obvojnica famlije pravih y = Cx + ¢ (C), pa je singularna integralna kriva.

Bududi da je singularna integralna kriva diskriminantna kriva familije funkcija
y = Cx + 9 (C), onda se singularno rjeSenje Clairautove diferencijalne jednadzbe
dobiva eliminacijom parametra C' iz sistema jednadzbi

y = Czx+¢(C)
0 = z+v'(0).
Primjer 1.5.11. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
y=ay?+y>.

Rjesenje. Ovo je Lagrangeova diferencijalna jednadzba. Poslije smjene 3y’ = u,
imamo da je y = zu? + v2. Kako je dy = y'dz = udz to je
dy = d(zu® + u?) = udz,
tj.
u?dzr + (2ux 4 2u)du = udz
ili
(u? — u)dz + 2u(z + 1)du = 0.
Ovo je linearna diferencijalna jednadZba po x pa je za u® — u # 0
dx 2 2

£+u—1x:1—u'

Rjesenje ove jednadzbe je

¢ 1
T=——"3 —
(w—1)2 7
pajey =au? +u?= (£“12)2. Opce rjesenje je dato u parametarskom obliku
B Cu?
y - (’LL _ 1)27
¢ 1
r=-———"7=—1.
(u—1)

Eliminacijom parametra u dobivamo da je opce rjeSenje u eksplicitnom obliku
Y= (\/:c+1+0)2.

Pretpostavimo sada da je u?> —u = 0, tj. nekajeuw = 0iliu = 1. Iz y =
zu? + u? dobivamo da rjeSenja polazne jednadzbe y = 0 iy = z + 1. Prvo
rjeSenje je singularno, jer kroz tacku (zg,0) za 29 > —1 prolazi i integralna kriva

1= (Vo +1— oo+ 1)2 pri ¢emu je yi(xo) = 0. Drugo rjeSenje se moze dobiti

iz. opteg za C' = 0, pa je ono partikularno rjesenje (Slika 1.20 (a)). ¢
Primjer 1.5.12. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
1
a2
y=yx 4y .
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1.6. Razni zadaci za samostalan rad

X X X X X X X X
X X X X X X X X

(a) (b)

Slika 1.20: Polje pravaca i neke integralne krive diferencijalnih jednadzbi (a)

y=ay?+y?i(b)y=yz—1y>

Rjesenje. Ovo je Clairautova diferencijalna jednadzba, pa je opce rjesenje dato
say = Cz — 1C?. Kako je (C) = —1C?, to je ¢""(C) = —% # 0, pa singularna
rjeSenja dobivamo eliminacijom parametra C' iz sistema
1
= Cz—-C?
Y €T 4
1
0 = —=C.
T3

Dakle, dobivamo da je y = x? singularno rjesenje polazne jednadzbe (Slika 1.20

(b))- ¢

1.6 Razni zadaci za samostalan rad
1. Rijesiti diferencijalnu jedandzbu

2u\/by — y2dz — (b* + 2?)dy = 0, b > 0,

zatim naéi ono rjesenje koje polazi tackom (0, b).

Uputa. Oblast definiranosti jednadzbe je D = (—o0, 00) x [0,b]. U oblasti
£ = (—00,00) x (0,b) jednadzba ima jedinstveno rjeSenje. Razdvoje se
promjenljive, itd. Prave y = 0 i y = b su integralne krive ove jednadzbe.
Rjesenje y = 0 je partikularo sadrzano u opéem za C' = oco. Analizirati
tacku (zg,b).
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1.6. Razni zadaci za samostalan rad
o/y> +1
2. Dokazati da svaka integralna kriva diferencijalne jednadzbe y’ = T
x
ima dvije horizontalne asimptote.
Uputa. Opéi integral diferencijalne jednadzbe je [ dy 1l de +
puta. Opéi integral diferencijalne jednadzbe je [ ——= = | ——
¢ Vy2+1 Vat+1
C i on se ne moze izraziti pomoéu elementarnih funkcija. Egzistencija
horizontalne asimptote se moze pokazati tako da se posmatra Cauchyevo
rjesenje
/ Yoody / o dt
wo VEFT oo VAT
Integral na lijevoj strani je divergentan kad y — oo, a integral na desnoj
strani je konvergentan kad x — oo. Dakle, postoji kona¢na vrijednost b > 0,
tako da je
) voodt . Toodt
lim ———— = lim ——
y=b Sy V2 +1 woee Joo Vit +1
Sli¢no se pokaze i egzistencija horizontalne asimptote y = —b kad = — oo.
3. Odrediti rjeSenje diferencijalne jednadzbe z%dy = (1 + cos2y)dx koje tezi
5T
R — 0Q.
4. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu yy'(yy’ — 2z) = 22 — 2y%. Koliko rjesenja
prolazi tackom (1,1)7
Uputa: Diferencijalna jednadzba se sastoji od dvije homogene jednadzbe
, T x?
Y ==+V2/5 -1
Y Y
Zatim naci oblast definiranosti jedandzbe itd.
5. Rijesiti jednadzbu (y* — 22%y)dx + (v* — 2zy3)dy = 0.
6. Rijesiti jednadzbu (2y — 3z + 1)%y' — (3z — 2y — 4)2 = 0.
7. Tangenta i normala u proizvoljnoj tacki M neke krive sijeku x—osu u
tackama A i B. Odrediti jednadzbu krive ako je OM° =0A" - OB".
8. Dokazati da integralne krive diferencijalne jednadzbe zy/ = —6zes 2+z+y
sijeku pravu y = 2x pod uglom g Ovaj zadatak rijesiti u opéem slucaju.
sin?
9. Odrediti rjeSenje jednadzbe 3’ sinz — ycosxz = — 5— koje tezi nuli kada
T — o0. r
10. Rijesiti jednadzbu (2% — 5z + 6)y’ + 3zy — 8y + 2% = 0.
11. Pogodnom smjenom svesti jednadzbu yy’ sin® z + y? cos x sinz = 1 na line-

arnu, pa je rijesiti.
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1.6. Razni zadaci za samostalan rad

12. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu (22%y® + 2%y? — 22)y’ = 2y + 1.

13. Pogodnom smjenom tranformirati jednadzbu ¢’ cos y—cos x sin? y—siny = 0
na Bernoullievu i rijesiti je.

14. Normala u proizvoljnoj tacki krive odsijeca na x—osi odsjecak ¢ija je duzina
jednaka radijusu vektora te tacke. Odrediti jednadzbu krive ako ona prolazi
tackom (0, 3).

15. Odrediti jednadzbu krive ¢ija tangenta u tacki M (x,y) odsijeca na y—osi

3
.y .. ay
odsjecak d eb=|——"—5|.
) e 2z(1 + a?2?)

16. Odrediti rjeSenje jednadzbe xy’ —x(y—x)1/y? — 22 = 0 koje prolazi tackom
(_27 2)

17. Rijesiti jednadzbu (2® — 2xy?)dx + 3z2ydy = xdy — ydu.

18. Za Riccatievu jednadzbu dokazati:

(i) Ako su poznata dva partikularna integrala definirana na istom inter-
valu, onda se opce rjesenje dobije pomocu jedne integracije.
(ii) Ako su poznata tri partikularna integrala definirana na istom inter-
valu, onda se opce rjesenje dobije bez integracije.
(iii) Za bilo koja Cetiri partikularna rjeSenja ¢;(z), ¢ = 1,2, 3,4, definirana
na istom intervalu (a,b), za svako x € (a,b) vrijedi
pa(@) — (@) pa(a) —pulz)
pa(z) — p2(x)  p3(x) — p2()
(iv) Tri partikularna integrala definirana na (a,b) na jedinstven naéin
odreduju Riccatievu jednadzbu.

19. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu (22 — 1)y’ +y? —2zy +1 = 0. Koja rjesenja
imaju kosu asimptotu? Odrediti rjeSenje koje prolazi tackom (2, 3).

20. Odrediti opce rjesenje Riccatieve diferencijalne jednadzbe

Y = F@) +1) +eosh (- 27(@) )y -, feCR\{o})
sinh sinh
ako ima dva partikularna integrala ¢iji je produkt jednak 1.
e ver 1 .. . . 1 y? 22 1

21. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu | — — ———= | do+| —5 — - | dy =

. z  (z—vy) (-9 v
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.
32.

33.

34.

Pokazati da se diferencijalna jednadzba

.y —x2y/a2

— 2
xy\/ 2?2 —y?

smjenom y = zx, gdje je z = z(x) nova nepoznata funkcija, svodi na difer-
encijalnu jednadzbu totalnog diferencijala. Odrediti opce rjesenje, kao i
rjesenje koje prolazi tackom (1,1).

Rijesiti diferencijalnu jednadzbu (y/22 —y + 2x)dz — dy = 0, ako je poz-
nato da ima integracioni faktor pu(z? — y). Odrediti oblast egzistencije i
jedinstvenosti rjesenja.

Rijesiti diferencijalnu jednadzbu (2z2y + x)y’ — 22y® + 22y +y = 0.

Rijesiti diferencijalnu jednadzbu (zy* +22%y3 +2y+2)y' +9y° +y =0, pu=
w(@y®).

Odrediti parametre A i u tako da diferencijalna jednadzba

1
E(sz —yA)dx + (pz + 2 y)dy =0

ima integracioni faktor ﬁ Za tako dobivene parametre odrediti par-

tikularno rjesenje (z) koje zadovoljava uvijet p(a) =0, a > 0.
Odrediti dva integraciona faktora diferencijalne jednadzbe (3xy® — 4xy +
vy +y*(y* -2)=0.

Rijesiti diferencijalnu jednadzbu y? — (y + 22)y’ + 22y = 0. Odrediti ono
rjesenje koje prolazi tackom (0, 1).
Rijesiti diferencijalnu jednadzbu y'? + 4ay’ — y? — 222y = 2 — 422,

Rijesiti diferencijalnu jednadzbu y* + 3 — 3ayy’ = 0, a # 0. (Uvede se
parametar u tako da je y'u = y.)

Rijesiti diferencijalnu jednadzbu y'* — 4y(zy’ — 2y)? = 0.

Odrediti sva rjesenja koja prolaze tackom (1,1) diferencijalne jednadzbe

v =5y =(y—2)*

Ako diferencijalna jednadzba (2% — 4)y'? — 2xyy’ — 22 = 0 ima singularno
rjesenje, odrediti familiju integralnih krivih ¢ija je obvojnica singularna in-
tegralna kriva.

Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

gy +azy +by=0, a#0,b#0.
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35.

36.
37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

Odrediti jednadzbu ortogonalnih trajektorija familije krivih yIny'+z = 5
Rijesiti diferencijalnu jednadzbu zy? 4+ 2yy’ — 2 = 0.
Rijesiti diferencijalnu jednadzbu y = xy’? + (y' — 1),
Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
Bz +1)y? -3y +2)y +9=0.
Odrediti sva rjesenja koja prolaze koordinatnim pocetkom.

Odrediti jednadzbu krive tako da je produkt rastojanja dviju datih tacaka
od tangente u proizvoljnoj tacki krive konstantan i jednak b2.

Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singulanih rjesenja:
i) zy/T1—ydx — 1 —x2dy = 0;
i) y2de + (z/y% — 22 — zy)dy = 0;
(i) o + 22y = ze "”2;

iv) ¢ +y?=az+0b;
v) ¥ +y*+az™ =0.

Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singularnih rjesenja:

(i
(ii

y +y? —22%y+2* — 22 —1=0;
Y-yt —zy—z+1=0;
Y+ y2 =20 x> 0;

)
)
iii)
) /_y—m\/m.
)
vi)
ii)

LY
Yy —e*V+e” =0
vy —ay? — (222 + 1)y — 23 = 0;
(x+ 1)y +yly—z)=0.
Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singularnih rjesenja:
) (22 + 1)y +asinycosy — x(2® + 1) cos? y = 0;
) 2y —ay? — a2’ =0;
) (dy — 3z —5)y — 3y + Tx +2 = 0;
(iv) 2Qy—z -1y +y(2z—y—-1)=0;
) (22%y + )y — 2y’ + 22y +y =0
(vi) (*+2®+a2)y —y=0;

Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singularnih rjesenja:
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() 2(y? - 32)y +2y° — 5zy = 0;
(i) (62y® +2?)y’ —y(3y* —2) = 0;
(iii) 2y3 + 5x2y)y’ + dxy? + 2% = 0;
(iv) (Bzy® —day +y)y' +1°(y* —2) = 0;
(v) (228y% +a?y—a)y —wdyd +ay? —y =0;
44. Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singularnih rjesenja:
i) ¥ -2y —y*=0;
(i) y?—(z+1)y +y=0;
(iii) v + azdy’ — 2ax’y = 0;
(iv) ay?+yy +2°=0;
(v) (@+1y? = (y+a)y +y=0;
(vi) 2%y"? — 22y +a)y’' + y* = 0;
(vii) 2%y + (2%y — 22y + 2°)y’ + (y* — 2%y)(1 — ) = 0.
45. Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singularnih rjesenja:
(i) (y?+1)sin®(zy’ —y) = L;
(i) ¥ — 225y + 4y /Y.

46. Odrediti jednadzbu krive ¢ija tangenta u proizvoljnoj tacki gradi sa koor-
dinatnim osama trougao povrine 2a2.

47. Odrediti jednadzbu ortogonalnih trajektorija familije integralnih krivih difer-

. . . x
encijalne jednadzbe yIny' +x = —.

48. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu zy'? —2yy’ +4x = 0. Odrediti rjesenje koje
prolazi tackom (xg, 2x9).

49. Metodom sukcesivnih aproksimacija naci rjesenje Cauchyevog problema
y =x+4y, y(0) = 0, u oblasti D = {(z,y) : || < 1, |y| < 1}, proci-
jeniti gresku aproksimacije i odrediti rjesenje koje se ne moze produziti.

50. Neka je

0, =0, —c0o <y < +00,
_ 2¢, O0<zx <1, —oc0o <y <0,
f($7y)_ 293‘L;4U7 0<x§1,0§y§x2,
2z, 0<z<l1,2’<y<+o0
Dokazati da Cauchyev problem y' = f(z,y), y(0) = 0, ima rjesenje, ali da
niz iteracija ne konvergira ni na kom segmentnu [0,¢], 0 < e < 1.
51. Normala u proizvoljnoj tacki krive odsijeca na x—osi odsjecak ¢ija je duzina

jednaka kvadratu radijus vektora te tacke. Odrediti jednadzbu krive ako
ona prolazi tackom (0, 3).
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52. Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singulanih rjesenja:
(i) zyT—ydz — 1 —a2dy =0;
(ii) y2dz + (xv/y? — 22 — zy)dy = 0;
(ili) o + 2wy = ze " ;
) ¥ +y?=az+b;
) ¥y + 9% +ax™ = 0.

(iv
(v
53. Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singularnih rjesenja:
() o +y?—-22%y+2*—20—-1=0;
(i) v —y*—ay—z+1=0;
(iii) ¢y +2 2 y2 =2, x>0
y—a?/2? —y?
zy/22 — 2 +
(v) ¥ —e" ¥ Fe" =0
(vi) zy —ay? — (222 + 1)y — 2 = 0;
(vii) (z+ 1)y +y(y—x)=0.

(iv) v =

54. Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singularnih rjesenja:

(i
(ii

) (22 + 1)y +awsinycosy — x(2® + 1) cos? y = 0;

)
(iii) (dy—3z—5)y —3y+ 7z +2=0;

)

)

)

2yy’ —ay? —2° =0;

r2y —x— 1)y +yRr—y—1)=0;
222y + )y’ — 22y + 2xy® +y = 0;
(y?+ 22 +2)y —y=0.

(iv
(v
(vi
55. Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singularnih rjesenja:
(i) =(y?—3x)y + 2y — Szy = 0;
(i) (6ay? +2?)y" —y(3y* — ) = 0;
(iii) 2y3 + 5a2y)y’ + dxy? + 23 = 0;
) Bay® —dzy +y)y' +y2(y° —2) =0;
) (223y% 42y —a)y —aiyd +ay® —y=0.

(iv
(v
56. Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singularnih rjesenja:
(i) -2y —y*=0;
(i) y?—(z+1)y +y=0;
(iii) o + azdy’ — 2ax?y = 0;
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1.6. Razni zadaci za samostalan rad

(iv) 2y?+yy +2°=0;

(v) (@+1y?—(y+a)y +y=0;

(vi) 2%y — (2zy +a)y’ +y* =0;

(vii) ny’Q + (2% — 22y + %)y + (y* — 2?y)(1 —2) = 0.

57. Rijesiti diferencijalne jednadzbe i ispitati postojanje singularnih rjesenja:
(i) 2%+ 1sin*(ay’ —y) =L
(i) y2 —2z/yy + 4y/y.
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Poglavlje 2

Diferencijalne jednadzbe viseg
reda

2.1 Opéi pojmovi

Diferencijalna jednadzba n—tog reda nepoznate funkcije y i nezavisno prom-
jenljive x je data sa
F(z,yy,...,y™) =0, (2.1)

gdje je F data funkcija definirana u oblasti D C R™*2. Ukoliko jednadzbu (2.1)
mozemo rijesiti po najvisem izvodu, tj. ako postoji funkcija f definirana u oblasti
O C R"!, tako da je
y(n) = f(a:7 y? y/7 R 7y(n71)) (2'2)

dobivamo diferencijalnu jednadzbu u normalnom obliku. Buduéi da su diferen-
cijalne jednadzbe prvog reda specijalan slucaj diferencijalnih jednadzbi n—tog
reda, neki pojmovi i rezultati, koje smo formulirali za diferencijalne jednadzbe
prvog reda, bi¢e poopéeni na n—ti red.

Posmatrat ¢emo diferencijalnu jednadzbu (2.2). Prvo ¢emo definirati pojam
rjesenja.
Definicija 2.1.1. Funkcijay = p(z), definirana na intervalu (a,b), je rjiedenje
diferencijalne jednadzbe (2.2) ako za svako x € (a,b) vrijedi

(i) Postoji go(")(x);
(ii) (z,0(x),¢ (x),...,0""D(2)) € O;
(iii) o™ (x) = f(z, 0(x), ¢/ (), ...,V (x)).

IRjesenje moze biti definirano i na intervalima oblika [a,b), (a,b], [a,b], (—oo,b), (—o0,b],
(a7 OO), [a7 00)7 (_007 OO)
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2.1. Opéi pojmovi

Iz zahtjeva (ii7) Definicije 2.1.1 slijedi ako je funkcija f € C(O), onda ¢ €
C™(a,b).

Svakom rjeSenju diferencijalne jednadzbe (2.2), kao i u sluc¢aju diferencijalne
jednadzbe prvog reda, odgovara u ravni xy neka kriva, koju ¢emo, kao i ranije,
zvati integralnom krivom. Dakle, integralna kriva rjeSenja y = ¢(x), = € (a,b),
diferencijalne jednadzbe (2.2), ili grafik rjesenja, je geometrijsko mjesto tacaka
{(2.0(2) : 7 € (a,b)}.

Cauchyev problem za diferencijalne jednadzbe (2.2) formulira se na sljedeéi
(n—1)

nadin: Za datu tacku (zo,%0, 40, ---,¥5 ) € O odrediti ono rjeSenje y = y(x),
definirano u nekoj okolini tacke zq, koje zadovoljava uvjete
y(xo) = wo
y'(z0) = o
: (2.3)
y" i) = gy
Brojevi xo, Yo, Y5, - - - ,y(()"_l) nazivaju se pocetne vrijednosti, a uvjet (2.3) pocetni

uvjet ili Cauchyev uvjet. Problem (2.2)-(2.3) zove se problem pocetnih vrijednosti
ili Cauchyev problem. RjeSenje pocetnog problema (2.2)-(2.3) postoji ako postoji
interval (a, b) kome pripada tacka xg i ako postoji funkcija y = y(z), definirana na
tom intervalu, koja je rjesenje diferencijalne jednadzbe (2.2) i zadovoljava uvjet
(2.3). Takvo rjesenje, obi¢no, zovemo Cauchyevo rjesenje.

U sluéaju diferencijalne jednadzbe drugog reda y”’ = f(z,y,y’) Cauchyev
problem se sastoji u nalazenju onog rjeSenja y = y(z) koje zadovoljava pocetne
uvjete y(xo) = yo 1 y'(xo) = y(- Geometrijski gledano, treba naci takvu integralnu
krivu koja prolazi tatkom (xg,yo) 1 ima u toj tacki zadani koeficijent pravca
tangente. Prilikom razmatranja Cauchyevog problema, kao i kod diferencijalnih
jednadzbi prvog reda, tako i kod diferencijalnih jednadzbi n—tog reda, postavlja
se pitanje egzistencije i jedinstvenosti rjesenja Cauchyevog problema. Ovdje treba
napomenuti da jedinstvenost rjeSenja Cauchyevog problema jednadzbe (2.2) ne
znadi da zadanom tackom (zg,yo) prolazi samo jedna integralna kriva, kao Sto je
to bilo sa diferencijalnom jednadzbom prvog reda koje su se mogle rjesiti po prvom
izvodu. Na primjer, za diferencijalnu jednadzbu drugog reda y” = f(z,y,y)
jedinstvenost rjeSenja Cauchyevog problema y(zo) = yo i ¥'(z¢) = y(, potrebno je
posmatrati u smislu da tackom (z,yo) prolazi jedinstvena integralna kriva, koja
ima osobinu da tangenta na tu krivu u tacki (zo, yo) zaklapa sa pozitivnim dijelom
x—ose ugao ag Ciji tangens je jednak zadanom poCetnom uvjetu yj, tj. tanag =
Yo, & u isto vrijeme tatkom (zo,yo) prolazi beskonaéno mnogo integralnih krivih
ali sa drugim koeficijentom pravca u tacki (xo,yo)-

Primjer 2.1.1. Pokazati da Cauchyev problem
y'+y=0, y0)=1, y'(0)=0

ima jedinstveno rjesenje.
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2.1. Opéi pojmovi

Rjesenje. Moze se pokazati da data diferencijalna jednadzba ima rjesenje y =
C1 cos z+C5 sin z, gdje su Cy, Cs su proizvoljne konstante. Sada jey’ = —Cy sin z+
C5 cosx. Koristeti pocetne uvjete dobijemo C7 = 1 i Cy = 0, pa je rjeSenje
pocetnog problema dato sa y = cosz. Ovo rjesenje je jedinstveno, iako tackom
(0,1), osim krive y = cosz, prolazi beskonatno mnogo integralnih krivih y =
cosx + Cosinzx, gdje je Cy # 0. Medutim, tangenta niti jedne od krivih iz ove
familije u tacki (0,1) ne poklapa sa tangentom krive y = cosx u tacki (0,1). ¢

Familija rjeSenja jednadzbe (2.2) koja zavisi od n proizvoljnih konstanti C,
027 (X33} CTH
Yy = QO((E, Cla 027 ceey Cn)

naziva se op¢im rjesenjem te jednadzbe. Geometrijski ona predstavlja familiju
integralnih krivih u ravni zy koja zavisi od n parametara Ci, Cs, ...,C,, pri
¢emu je jednadzba te familije rijesena po y. U onom sto slijedi definirat ¢emo
opée rjesenje jednadzbe (2.2) u oblasti O promijenljivih z,, 3/, ...,y ). Speci-
jalno ¢emo u oblasti O posmatrati oblast u ¢ijoj svakoj tacki Cauchyev problem
(2.2)-(2.3) ima jedinstveno rjeSenje. Tu oblast ¢emo oznaciti sa € i zvati oblast
egzistencije i jedinstvenosti rjesenja diferencijalne jednadzbe (2.2).

Cauchyev problem (2.2)-(2.3) ima jedinstveno rjeSenje ako postoji okolina
tacke xg u kojoj se poklapaju sva rjeSenja diferencijalne jednadzbe (2.2) koja
zadovoljavaju pocetni uvjet (2.3).

Sada ¢emo definirati pojam opéeg rjesenja

Definicija 2.1.2. Neka je £ oblast egzistencije i jedinstvenosti rjesenja difer-
encijalne jednadzbe (2.2). Funkcija y = o(x,C,Cs,...,Cy) definirana u nekoj
oblasti IC promjenljivih x,C1,...,C,, je opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
(2.2), ako vrijedi:

(i) p(x,C1,...,Ch) jen puta neprekidno diferencijabilna po x u oblasti K;

(ii) sistem jednadzbi

Yy = ¢($7015"'7Cn)
y/ = ‘p/(‘rach < an)

yY = oY O, C).

je rjesiv po C1,Cy,...,Cpn u oblasti £, tj. C; = s(x,y,y,...,y"" D), i=
1,2,...,n, za svako (z,y,y,...,y" V) € &;

(iii) Funkcija p(z,Cq,...,Cy) je riesenje diferencijalne jednadzbe (2.2), za bilo

koje wvrijednosti Cy,...,Cy, pri cemu je C; = ¥i(x,y,y',. ..,y V), i =
1,2,...,n, za svako (z,y,y,...,y" V) € &.
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2.1. Opéi pojmovi

Iz Definicije 2.1.2 slijedi da je opce rjesenje familija rjesenja koja zavisi od n
parametara C1,Cy, ..., C.

Kao i kod diferencijalne jednadzbe prvog reda, tako se i ovdje moze dokazati
da opce rjesenje sadrzi sva Cauchyeva rjesenja u Cijim tackama nije narusena
jedinstvenost rjesenja.

Za jednadzbu

o(z,y,Cr,...,Cr) =0 (2.4)

kazemo da je opéi integral diferencijalne jednadzbe (2.2) ako je njome implicitno
definirano opce rjesenje.
Ako se eliminacijom parametra t iz sistema jednadzbi

z = pt,Ch,...,Ch)
Yy = w(t,C’l,...,Cn).

dobije opce rjesenje, onda kazemo da je ovaj sistem definira opce rjesenje u param-
etarskom obliku. RjeSenje diferencijalne jednadzbe (2.2) je partikularno ako se
moze dobiti iz opéeg rjesenja za konkretne vrijednosti parametara Cq,...,Cy,
uklju¢ujuéi i +oo. Rjesenje diferencijalne jednadzbe (2.2) je singularno ako je u
svakoj njegovoj tacki narusena jedinstvenost rjesenja odgovarajuéeg Cauchyevog
problema. Grafik singularnog rjesenja zove se singularna integralna kriva. Difer-
encijalna jednadzba (2.2) moze imati familiju singularnih rjesenja koja zavisi od
najvise n — 1 parametara.

Kad je u pitanju egzistencija i jedinstvenost rjesenja Cauchyevog problema
diferencijalnih jednadzbi viseg reda, vrijede analogni rezultati kao i u slucaju
diferencijalnih jednadzbi prvog reda.

Teorem 2.1.1 (Peanov teorem). Neka je u oblasti O C R" "1 definirana funk-
cija f(zy,y ...,y V) koja je neprekidna na O. Tada za svako

(%0, Yo, Yo, ...,y(()"_l)) € O Cauchyev problem (2.2)-(2.3) ima bar jedno rjesenje.
To rjesenje je definirano bar na jednom segmentu [xog — h,xo + h| gdje broj h

opéenito ne zavisi od (xo, Yo, Yj - - - ,yénfl)).

Teorem 2.1.2 (Picardov teorem). Neka je data jednadzba (2.2) i pocetni uvjeti
(2.3). Pretpostavimo da je funkcija f(x,y,y, ...,y V) definirana u nekoj zatvorenoj
1 ogranicenoj oblasti
R = {($7y7y/7' .. 7y(7l—1)) : ‘SU - .'170| S a, |y - y0| S b? |y/ - y6| S b7
)
(a i b su zadani pozitivni brojevi) i zadovoljava u ovoj oblasti sljedeée uvjete:

1. Funkcija f(z,y,y, ..., y("_l)) je neprekidna po svim svojim argumentima,
pa slijedi da je i ogranicena , tj.

|f(x,y,y oy < M,

gdje je M pozitivna konstanta, a (x,y,y,...,y(”_l)) proizvoljna tacka iz
oblasti R;
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2.1. Opéi pojmovi

2. Punkcija f(z,y,9,...,y™ D) ima ogranicene parcijalne izvode po argu-
mentima v,y ...,y .

af(x’ y) y/7 ot ’y(n_l))
3y

<K, 1=01,....,n—1; y(o) =y,
gdje je K pozitivna konstanta, a (x,y,vy,...,y" V) proizvolina tacka iz
oblasti R;
Onda jednadzba (2.2) ima jedinstveno rjesenge
y=y(x),
koje zadovoljava pocetni uvjet (2.3). Owo je rjesenje definirano i neprekidno,
zajedno sa svojim izvodima do reda n ukljucno, u intervalu

|z — 29| < h,

gdje je
b
ma (M /|- ™)

h = min < a,

Iz ovog teorema slijedi, ako je desna strana jednadzbe (2.2) polinom po svojim
argumentima, onda za bilo koje zadane pocetne uvjete, postoji jedinstveno rjesenje
jednadzbe (2.2) koje zadovoljava zadane pocetne uvjete.

Primjer 2.1.2. Da li jednadzba

ima singularnih rjesenja?

Rjesenje. Da bismo rijesili ovu jednadzbu, stavimo

gdje je z nova nepoznata funkcija od x. Koristeé¢i ovu smjenu, polazna jednadzba
postaje
2 =2/
Lako se dobije da je opce rjeSenje ove jednadzbe
z= (x+Cl)2, z > —Cf.
Koriste¢i smjenu, imamo
y =(x+C)? x>-C.
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2.1. Opéi pojmovi

Integriranjem ove jednadzbe, dobivamo opée rjesenje polazne jednadzbe
1 3
yzg(.’L'-i-Cl) +Cy, x> -—-C1.

Primijetimo da jednadzba 2z’ = 24/2 ima singularno rjeSenje z = 0 (ono je singu-
larno jer se ne moze dobiti iz opéeg rjeSenja niti za jednu vrijednost proizvoljnih
konstanti C7 i Cy ukljuéujudi i +oo). Koristeéi smjenu 3’ = z, dobivamo jed-
nadzbu 3’ = 0. Integriranjem ove jednadzbe dobivamo familiju rjesenja

y=C.

Svako rjesenje iz ove familije je singularno, jer se ne moze dobiti iz opéeg rjesenja
niti za jednu vrijednost konstanti Cy i Cy ukljucujuéi 4oco. ¢
Pojam rjesenja za diferencijalnu jednadzbu (2.1) dat je u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.1.3. Funkcija p(z) definirana na intervalu (a,b) je rjesenje difer-
encijalne jednadzbe (2.1) ako za svako x € (a,b) vrijedi:

(i) Postoji o™ (x);
(i) (@,0(2),¢' (@), ..M (2)) € D;
(i) F(o, (@), ¢'(@), ... oM (@) = 0,
Cauchyev problem za diferencijalne jednadzbe (2.1) se definira isto kao i

za diferencijalne jednadzbe u normalnom obliku. Ako za pocetne vrijednosti

20, Y0, Yoy - - - ,y(()nfl) jednadzba F(zq, Yo, Yy, - - - » yénfl), z) = 0 ima samo jedno

rjeSenje z = y(()"), onda Cauchyev problem ima jedinstveno rjesenje.

Vrijedi sljedeci teorem.
Teorem 2.1.3. Ako su:

oF OF oF
(Z) funkCZJe s ay ) 8y,7 ) 8:1/(”)

(Ian07y67 cee 7yén)) S D7

definirane i neprekidne u nekoj okolini tacke

(”) F($05y07y(l)""ay(()n)) :Oa

(iti) 525 (20, 40 Y- §") # 0,

onda diferencijalna jednadzba (2.1) ima jedinstveno rjesenje ¢(x), definirano i

n—puta neprekidno diferencijabilno uw nekoj okolini tacke xy, koje zadovoljava
y . _ -1y .

pocetne uvjete p(o) = Yo, ¥'(50) = Y, -, " V(o) = g 1 wnjet o™ (z0) =

()

Yo
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2.1. Opéi pojmovi

Uoc¢imo da za diferencijalnu jednadzbu (2.1), jedinstvenost rjesenja Cauchyevog
problema nije narusena ako iste pocetne uvjete zadovoljavaju rjeSenja 1(x) i

p2(x) za koje je i (o) # @3 (x0).
Singularno rjesenja zadovoljava uvjete

oF

F(xayvy/w .. 7y(n)) = 07 W(‘T,y7y/7. .. ’y(n)) =0.

Primjer 2.1.3. Mogu li jednadzbe

y' =22z +22—v iy =z + 22—y

imati singularnih rjesenja?

Rjesenje. Oblast egzistencije rjesenja obje jednadzbe je A = {(z,y,v’) : 2% >
y'}. Sada éemo nadi oblast jedinstvenosti rjeSenja. U tom cilju stavimo

F(xayay/) =2z + v$2—y/.

or -1

oy 2\ /a2 —y .
Fi 35 su neprekidne funkcije, pa po teoremu o egzistenciji i jedinstvenosti, oblast
egzistencije i jedinstvenosti rjesenja je £ = {(z,y,y’) : 2% > y'}. Ako je y' = 22
onda jey = %x3+0. Primijetimo da ova familija moze biti, eventualno, singularno
rjesenje prve jednadzbe ali ne i druge, jer za drugu jednadzbu ova familija rjesenja
nije uopce rjesenje, pa druga jednadzba nema singularnih rjesenja. ¢

Sada je

Sada ¢emo Primjer 2.1.2 uraditi koriste¢i gornje uvjete za postojanje singu-
larnog rjesenja.

Primjer 2.1.4. Ispitati da li jedandzba y” = 2./4/, &ije je opée rjesenje dato sa
Y= %(x + C1)3 + Oy, moze imati singularnih rjesenja.

Rjesenje. Oblast egzistencije rjesenja je R? x [0, 00). Stavimo

F(z,y,y) =2y,

imamo OF 1

F=0 —= .

o VY

Vidimo da je oblast egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja skup R? x (0,c0). Sada
¢emo ispitati Sta se deSava za vy’ = 0, tj. y = C. Uzmimo proizvoljnu tacku
(z0,Cp). Ovom tackom, pored rjeSenja y = Cp, prolazi i partikularno rjesenje
Y= %(m —x0)® + Cy, x > 10, sa koeficijentom pravca tangente jednakim nuli u
toj tacki. Dakle, y = yo je singularno rjesenje. ¢

Primjer 2.1.5. Da li pored date familije rjeSenja jednadzbe (y —z)y"” — 2y’ (v’ +
C.
1)=0, y=C1+ 72, ima i drugih rjesenja.
Xr — Cl
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2.2. Neki integrabilni tipovi nelinearnih diferencijalnih jednadzbi
viSeg reda

RjeSenje. Stavimo

F(z,y, v, v") = (w—a)y" =2 (y +1).

Sada posmatrajmo sistem jednadzbi

Flz,y,y'y") = (y—2)y" —2y/(y'+1)=0
aF / /!
(@9.9.y") _ R
ayl/
Rjesenja ovog sistema su ¢y’ = —11iy =0.
Za y' = —1 dobiva se familija rjeSenja y = —z + C3, koja nije sadrzana u

prvoj familiji. Za ¢ = 0, familija rjeSenja y = C je sadrzana u prvoj familiji za

Cy =0.

2.2 Neki integrabilni tipovi nelinearnih diferen-

cijalnih jednadzbi viseg reda

Diferencijalne jednadzbe (2.2), (2.1) mogu biti veoma sloZene, pa je zato jasno da
se one opcéenito ne mogu rijesiti. Sada ¢emo navesti neke tipove za koje je moguce
nekim metodom dobiti rjesenje ili bar dobiti diferencijalnu jednadzbu nizeg reda

koja se onda mozda moze rijesiti.

a) Najjednostavnija diferencijalna jednadzba n—tog reda je jednadzba

F(z,y™) =0.

Ako se ona moze rijesiti po y(™), y(™ = f(z), gdje je f neprekidna funkcija
na (a,b), onda se opce rjesenje moze dobiti uzastopnom integracijom n
puta. Zaista, kako je y(™) = [y("*l)]l onda jednadzbu y™ = f(z) mozemo
napisati u obliku

!/
{y(n—l)} = f(x),
pa je
yn b =/ f(z)dx + Cy,
zo
gdje je Cy proizvoljna konstanta a xg bilo koji fiksan broj iz (a,b). Analog-
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2.2. Neki integrabilni tipovi nelinearnih diferencijalnih jednadzZbi
viSeg reda

nim rezonovanjem dobivamo
yn? = / / f(z)dzdx + Ci(z — zo) + C2
o o

yn 3 = / / / f(z)dzdzdx + %(x —x0)% + Ca(z — 20) + C3

/ n—2
y = //.../fxdmdm...dm—i— T—T
zo J o o () (TL—?)!( 0)
[ ———
(n—1)—puta
(x—a: )y 3+&(az—x )t +C
0 ( 74)' 0 n—1
1 -1
y = f Ydzdz.. d:lc—i—( )(a:—xo)"
n— puta
@ 2)" 2 4t Cua(z —m0) + €
+(n_2)'$_$0 + ...+ Cn-1(z —20) + Ch.

Ova formula sadrzi u sebi sva rjeSenja jednadzbe y(™ = f(x) i daje opce
rjesenje te jednadzbe u oblasti

a<z<b—00<y<oo,—00<y <oo,..—00<y" N < .

Iz ove formule moze se dobiti rjesenje za bilo koje pocetne uvjete

Y(x0) = Y0,y (20) = Yy s "D (o) = 45Dy D (wo) =y, w0 € (a, ).

Uvrstavanjem u prethodnu formulu dobivamo vrijednosti za konstante
1) 2
Cl _y[()n CV2 _y(()n )7-“’Cn71 :y(/)7Cn = Yo-

Uvrstavanjem u formulu za y dobivamo Cauchyevo rjesenje

T T T (n—1)
y n—
/IO /xo LO f(z)dzdzx...dx + (nO— 1)!(:10 — o)t
—_———

n—puta
v o Y 5 ,
+(n72)!($—$0) +7(n73>!(x—x0) + .. + yo(z — z0) + Yo.

Primjetimo da je funkcija

Y = /l: /1: /l: f(z)dzde...dx (2.5)

—_———

n—puta
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2.2. Neki integrabilni tipovi nelinearnih diferencijalnih jednadzbi
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rjeSenje diferencijalne jednadzbe y(™) = f(x) ida je to partikularno rjesenje
jer se dobije iz opéeg rjesenja za C7 = Cy = ... = C}, = 0. Ovo rjeSenje zado-
voljava pocetne uvjete y1(z9) = 0,9} (x0) = 0,. ,y§" 1)( 0) = 0. Ovakvo
rjeSenje ¢emo zvati nultim rjeSenjem. Formula (2.5) sadrzi n integracija.
Ove integracije mozemo zamijeniti sa jednim integralom. Naime, vrijedi
sljede¢a Cauchyeva formula

0 = gy 0=
Zaista, smjenom u = z,t = 20, = u imamo
/w /w:f(x)dxd:c:/w: du/g: f(t)dt:/w:f(t)dt/tw du:/w:f(t)(x—t)dt
Sligno se dobije da je
ul?éjl:ﬂﬁMxMﬁ:/mdu/mf@Xu—tMt:
/’f ﬁ/’u—t / ft)(x—t)?

pa koriste¢i princip matematicke indukcije dobivamo datu formulu.
Sada opée rjeSenje mozemo zapisati u obliku

(n 1
n 1 n—1
= — dt —
yé" ” 2, 9 3
n— n— /
+m(w_$0) +m($_$0) +~--+/}/0($_$0)+90a
gdje su yo, Yo, -- ,y(()" D proizvoljne konstante.
Ova diferencijalna jednadzba nema sigularnih rjesenja. Ako diferencijalnu
jednadzbu F(z,y™) = 0 ne mozemo rijesiti po »™, ali je dozvoljena
parametrizacija

z=ot), y™ =), oeClty,ty), 1 € C(ty,12)

tako da je
F(p(t),¢(t)) =0
Tada iz
dy" Y = yMdz = (1) (t)dt
slijedi

y(- ”—/w (D)t +C1 = vu(t, Cy).
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Sa n — 1 uzastopnih integracija dobije se opce rjesenje u parametraskom
obliku

r = <p(t),

Yy = an(t»Cl,C%uan), te (tlat2)~
U slucaju kad jednadzbu F(z,y™) = 0 mozemo rijediti po z, tj. = =

©(y™) onda stavimo y™ = () pa je x = p[(t)], y™) = ¥ (t), parame-
tarska reprezentacija jednadzbe = = p(y™).

Sada ¢emo razmotriti nekoliko tipova diferencijalnih jednadzbi kod kojih se
moze sniziti red.

b) Ako je diferencijalna jednadzba oblika
F(x7y(k),y(k+1), y™)y=0,0<k<n,
smjenom y*) = z, gdje je z = z(x) nova nepoznata funkcija, se transformira
u diferencijalnu jednadzbu (n — k)— tog reda,
Fx,z,2 ..., 20070,

Ako je moguée odrediti opce rjesenje ono je oblika z = w(z, C1,Ca,...,Cph_i) =
0. Ako je moguce odrediti opéi integral on je ¢(z,z,C1,Ca,...,Cph_i) = 0.
Tako se dobiju diferencijalne jednadzbe k—tog reda

y(k) = w(x, Cl, CQ, ey Cn—k)7
odnosno

p(a,y™, 01, Co,...,Cry) = 0,

koje smo posmatrali u a). Dakle, integracijom ovih jednadzbi dobiva se
opce rjesenje polazne diferencijalne jednadzbe.

¢) Ako je diferencijalna jednadzba oblika

/ /!
F(y7y7y 7"'7y(n)):O7
tj. ako ne sadrzi nezavisno promjenljivu, onda se njen red snizava smjenom
y' = z, wzimajuéi y za novu nezavisno promjenljivu, a z = z(y) za novu
nepoznatu funkciju. Diferenciranjem i zamjenom u odgovarajucée izvode,
dobivamo diferencijalnu jednadzbu (n — 1)—reda,

Fy,z,01(2,2"), ..., on_1(z,7, .. .,z("_l)) =0.

Ako znamo odrediti njeno opée rjeSenje z = ¢(y, C1,...,Cp_1), onda nam
ostaje jos da rijesimo diferencijalnu jednadzbu y' = p(y,Cq,...,Ch_1).
Ako jednadzba F(b,0,...,0) = 0 ima korijene b = b;, i = 1,2...,m,
rjeSenja ove diferencijalne jednadzbe su i funkcije y = b;, i = 1,2,...,m.
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d) Ako je u diferencijalnoj jednadzbi (2.1) funkcija F' homogena stepena ho-
mogenosti m u odnosu na nepoznatu funkciju i njene izvode, tj.

Faz,ty,ty', ... . ty™) =t"F(z,y.9/,....y™),

onda se njen red snizava smjenom y’ = yz, gdje je z = z(x) nova nepoznata
funkcija. Zaista,

y' = Yzt =yt =y(2P 4+ 2)
y M = yw(z, .., 2D,
onda je
F(l’?%yzyy(zg + Z)7 e ,yw(z, Z/a ceey Z(n_l)) = 07
.

YF(2,1,2,22 42, w(z, 2 2T =y (e 2, 2L 2 Y) =0,

Prema tome,
Pz, 2,2, ...,z D) =0 ili y=0.

Ako zadnja diferencijalna jednadzba ima opée rjeSenje z = p(z,Cq, ..., Chr_1),
iz % = z, dobivamo opce rjesenje polazne jednadzbe, u obliku

y = C’nef <P($,C17~-vcn71)d$'

Funkcija y = 0 je partikularno rjesenje, koje se dobiva iz opéeg rjesenja za
C,=0.

e) Ako postoje brojevi k i m tako da je
F(etx, ekt% e(k_l)tyl7 RS e(k_n)ty(n)) = eth(x7 Y, y/a cee 7y(7b))7

onda se diferencijalna jednadzba (2.1) naziva poopéena homogena. Za x > 0,
parametrizacijom

r=c¢, y=ue,
gdje je t nova nezavisno promjenljiva, a u = u(t) nova nepoznata funkcija,
diferencijalna jednadzba (2.1) se transformira u diferencijalnu jednadzbu
koja ne sadrzi nezavisno promjenljivu, tj. u jednadzbu tipa c).

Ako je k = 0, dovoljno je primijeniti transformaciju samo nezavisno prom-

jenljive x = e’.
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f) Ako je lijeva strana diferencijalne jednadzbe (2.1) totalni izvod neke funkcije
o(z,y,y, ... ,y(”’l)), red diferencijalne jednadzbe se snizava za jedan, jer
se iz

n d n—
F(x7y7y/7"'7y( )):%¢(z7y7yl7"'7y( 1)):O

dobiva
o, y, 9.,y ) = O

Ako diferencijalna jednadzba nije totalnog diferencijala, onda je u nekim
slu¢ajevima moguée odrediti funkciju u(z,y,y/, . ..,y™)— koja je integra-
ctoni faktor ove diferencijalne jednadzbe, pa se dobiva diferencijalna jed-
nadzba totalnog diferencijala. Ona moze imati rjesenja p = 0, pa treba
ispitati da 1i su to rjeSenja diferencijalne jednadzbe (2.1). Takoder, treba
ispitati rjesenja koja se dobivaju iz uvjeta prekidnosti funkcije u.

Primjer 2.2.1. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu y"” = 6x, te odrediti partiku-
larno rjesenje za koje je y(0) =0, y'(0) = 1.

Rjesenje. Integriranjem dva puta ove jednadzbe dobivamo da je

y = 32240
y = 22+ Ciz+Ch

pa je y = 23 + C1x + Cy opée rjesenje polazne jednadzbe. 1z y'(0) = 1 dobivamo
da je C1 =1, a iz y(0) = 0, dobivamo da je Cy = 0 pa je trazeno partikularno
rjesenje dato sa y = x> + . ¢

Primjer 2.2.2. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

1"
eV +y' =u.

Rjesenje. Uvedimo parametar t stavljajuéi y” = t pa je x = e' + t. Kako je
dy' = y'dx = t(et + 1)dt to je

t2
y':/t(et+1)dt+C’1 :(t—l)et+§+cl.

Dalje je
2
dy = y'dz = [(t —1e' + 7+ C’l} (e + 1)dt,

pa je
t2
y = / {(tl)et+2+(}1} (e' + 1)dt + Oy

= (Eo3) ey ﬁ+C—1 et+ﬁ+Ct+C
Y= 21 2 T 6 T
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Dakle, opce rjesenje je dato u parametarskom obliku sa

x=el +t,
y=(%—%)ezw(§+Cl—1)et+%+01t+02.

¢
Primjer 2.2.3. Naci opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
4y’ +y'"% = day.
2,2
Rjesenje. Uvedimo smjenu 3’ = z. Tada jednadzba postaje z = x2’ — v Ovo
je Clairautova diferencijalna jednadzba cije je opce rjesenje dato sa z = xCq — %12,

pa je opce rjesenje polazne jednadzbe dato sa

Cl ((E — 62’1> —+ CQ.

Jednostavno se vidi da ova Clairautova diferencijalna jednadzba ima i singularno

x
rjeSenje dato sa z = 22. Moze se lako pokazati da je y = 3 + C' singularno

rjeSenje polazne jednadzbe. ¢

Primjer 2.2.4. Naci opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

(1+y7)yy" = By* — 1)y

d
Rjesenje. Uvedimo smjenu ¢’ = z, (z = 2(y)). Tada je " = d—zz, pa polazna
Y

diferencijalna jednadzba postaje

dz
(1+ yZ)y@z = (3y® — 1)z°.

Pretpostavimo da je z # 0. Poslije skra¢ivanja sa z dobivamo jednadzbu
dz
1+ y2)y— = (39> — 1)z,
(1+y7)y ay By~ — 1)z

koja se svodi na jednadzbu sa razdvojenim promjenljivim

dz  3y* -1
VT
z (1492

Opd¢i integral ove jednadzbe je:

In|z| = 2In(1 + »?) — In|y| + In|Cy|
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ili
Y
(1+y?)?
Kako je y' = z to se polazna jednadzba svodi na diferencijalnu jednadZbu prvog
reda

:Cl.

y'y

(1+y?)?

sa razdvojenim promjenljivim. Njeno opce rjesenje je dato sa
1

1492

:Ch

= 72011’ + CQ.

Ako je z = ¢y = 0, tada je y = C, pa se lako vidi da je i to rjeSenje polazne
jednadzbe gdje je C' proizvoljna konstanta, koje se ne moze dobiti ni za jednu
vrijednost konstanti C; i Cs, pa je ono singularno rjesenje. ¢

Primjer 2.2.5. Naci opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

zyy” +ay? —yy = 0.

Rjesenje. Ovo je homogena diferencijalna jednadzba po funkciji y i njenim
izvodima. Uvedimo smjenu 3y’ = yz. Tada je y” = y(22+2'), pa polazna jednadzba
postaje

(22 + 7)) + xy?2® — 9?2 = 0.
Poslije kracenja sa y? dobijemo Bernoullievu diferencijalnu jednadzbu

22+ a2 —2=0,

Cije je opce rjesenje dato sa
x
Z=—".
2+ C

/
Zamijenjujuéi z sa L dobivamo jednadzbu sa razdvojenim promjenljivim
Y

/

Yy T

y 22+’

Cije je opce rjesenje dato sa

y = Cov/x2 + C1.

Lako se vidi da je rjeSenje polazne jednadzbe i y = C (C # 0). Ovo rjesenje nije
sadrzano u op¢em rjesenju niti za jednu vrijednost konstanti C; i Co, uklju¢ujuéi
i 400, pa je ono singularno rjesenje. ¢
Primjer 2.2.6. Naci opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

1

x3y +2myy/_m2y/2_y2:().
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RjeSenje. Ispitajmo da li postoji konstanta k za koju je posmatrana jednadzba
poopéena homogena diferencijalna jednadzba. Uzmimo da z, y, ¥ i ¥ imaju
stepene homogenosti redom 1, k, k — 11 k — 2. Tada za k treba da vrijedi

34+ (k—2)=1+k+(k—1)=2+2(k—1) =2k,

odakle slijedi da je k = 1. Zato uvedimo smjenu = = ¢!, y = uet. Tada je

dy dt dy 1 dy _, du dy'  dy' _ d®u  du) _
= —_—— —— = — t = — /" = - = — t = - e t.
S Wdr T @ T wt T @ LI A T a2 ) ©

Sada polazna jednadzba postaje
eBt(u// + u/)e—t T Zetuet(u’ + u) _ e2t(u/ 4 u)Q _ u262t =0
ili
" +u —u?=0.
Stavimo da je v’ = z, gdje je u nova nezavisna promjenljiva, tj. z = z(u). Tada
jeu” =2’z paje 2’z + z — 22 = 0. Ako ovo skratimo sa z (2 # 0) dobivamo

Z+1—2=0 (2+#0).

RjeSenje ove jednadzbe je z = Cre¥ + 1. Kako je v’ = z to je ' = Cre¥ + 1.
Integriranjem dobivamo da je C2(Cy + e~ %) = e~ ¢, pa je

02 et

=In—0n .
Y nl—ClC’get

Vracajuéi promjenljive x i y dobivamo opce rjesenje

Cgl‘

=gln——4 .
y xn1—0102$

Ako je z = 0, tada imamo da je y = Cz, Sto nije rjesenje polazne jednadzbe. ¢

Primjer 2.2.7. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

" i

Yy 3y'y

y// 14+ y/2
Rjesenje. Kako je

y" 3y'y" d " 3 2
= — =— |1 — —1In(1
Y 1+y2?2  dr n|y”| B n(l+y<)|,

to je lijeva strana polazne jednadzbe totalni diferencijal. Polazna jednadzba se
sad svodi na

In|y”| — gln(l +9%) =In|Cy],
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ili y
Y
———-C; =0.
O

Kako je

y// d y/
Y o= = -z,
/(1 +y/2)3 dx /1 +y/2
to prethodna jednadzba daje

/

_ Yy
Vit

Koriste¢i metod za rjesavanje diferencijalnih jednadzbi prvog reda, koje su rjesive
po z, nije tesko vidjeti da je rjesenje ove jednadzbe dato sa

- leL‘ = 02.

Co Cs 1
2 2 2
r—a)*+(y—0b“=R a=——,b=—, R=—
(=) + (s 1) (a=-Gho-g R=5)

¢
Primjer 2.2.8. Naéi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

2 /
'y + 2%y +y? - ij =0.
Rjesenje. Mnozenjem polazne jednadzbe sa integracionim faktorom p = —,
yy

(yy' # 0), dobivamo

/! /

2
! +2yy’+y§—*=0(yy’=0?)

Y x
ili

4 n|y'|+y®+Inly| —2In|z|] =0

dz ’

pa dobijemo da je lijeva strana prethodne jednadzbe totalni diferencijal, zbog

cega je

In|y'| +y?+Inly| — 2In|z| = In|Cy| ili eV gy — Cra =0,

Kako je
Vo — C a_d (L., Cig
e P G R

dobivamo da je opce rjesenje polazne jednadzbe dato sa

1., C

—e¥ — 2% =,

2 g’ T
Ako je yy' = 0, tada je y = C. To je rjeSenje polazne jednadzbe sadrzano u opéem
rjesenju, tako da jednadzba nema singularnih rjeSenja. ¢
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Primjer 2.2.9. Naéi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

v+ fa)y + F(y)y? =0,

gdje su f(x) i F(y) zadane funkcije.

RjesSenje. Pomnozimo polaznu diferencijalnu jednadzbu sa integracionim fakt-

orom u = —, (3" #0), dobivamo
n=3 (

!

Z—, + f(@)+ Fy)y =0

x Y
% [1ny’| +/mo f(t)dt+/yo F(t)dt} =0.

Iz prethodnog slijedi da je
z y
In [y/| —|—/ f(a:)dx—|—/ F(y)dy = In|Cy],
Zo Yo
tj.
P T e

Integriranjem obje strane prethodne jednadzbe dobivamo da je opce rjesenje po-
lazne jednadzbe dato sa

Yy Y O 2)dz
/ efyoF(y)dydy:Cl/ o Joy @) i+ Cy.
Yo xo

(Za citatelje: Razmotriti slu¢aj y’ = 0.) ¢

2.3 Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti diferencijalnu jednadzbu za datu familiju krivih.
(i) (z+a)?+y+b)?=4%
(ii) y = c1sinz + cow;
(iii) Iny = c12? + ca.
2. Pokazati da date funkcije zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu:

(i) y=csinz+cycosz, y' +y=0;

*sint
i) y=cizv+cx [ —dt, zsinz-y’ —zcosxz-y +cosx-y=0.
t
0
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yll
3. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu r = ——.
/1 + y//2

4. Rijesiti jednadzbu y” = 2y, y(0) =1, ¥/(0) = 1. (Ovo je tip F(y,y") = 0,
rjeSava se parametrizacijom y' = p(y).)

5. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu y” + 3> = 2e7Y, te ispitati postojanje
singularnih rjesenja.

6. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu z = e¥” + y".

7. Odrediti rjesenje diferencijalne jednadzbe 3" — 3" + 3" = 0 za pocetne
uvjete y(—1) =1, y'(-1) =1, y’(-1) = 0.

1
(Za x # 0 jednazba se moze napisati u normalnom obliku y”" = —(y" +
x
y"?), desna strana zadovoljava uvjete Teorema o egzistenciji i jedinstvenosti
rjeSenja, pa postoji jedinstveno rjeSenje Cauchyevog problema. (Uputa:
Smjenom y”" = p svodi se na Bernoullievu.).)

8. Ispitati postojanje singularnih rjesenja kod diferencijalne jednadzbe 3’ —
zy” = /1 —y""2. Odrediti ona rjesenja koja prolaze tackom (0,1) i u toj
tacki imaju tangentu y = z 4+ 1. (Uputa: Smjenom y' = p svodi se na
Clairautovu diferencijalnu jednadzbu. Ispitati uvjete teorema o egzistenciji
i jedinstvenosti)

9. Rijesiti jednadzbe

i) A-2?)y" +ay =2
(i) zy” =y +ay”?+2?);
(iii) y"y" —/1+y"2=0.

10. Rijesiti jednadzbu yy” — 2yy’Iny — 32 = 0.

11. Odrediti sva rjeSenja diferencijalne jednadzbe y” cosy + y'?siny — ¢y’ = 0,
koja zadovoljavaju uvjete: y(—1) = 5,9'(=1) = 0; y(=1) = Z,9'(-1) = 2;
y(-1) =5,y (-1) =1

12. Da li diferencijalna jednadzba yy'y” = y'® + ¢""? ima singularnih rjeSenja?
Odrediti onu integralnu krivu koja u koordinatnom pocetku dodiruje pravu
z+y=0.

13. Odrediti jednadzbe krivih kod kojih je u proizvoljnoj tacki M poluprecnik
krivine proporcionalan odsjecku normale izmedu tacke M i tacke presjeka
sa x—osom, ako je faktor proporcionalnosti: £k = —1; k = —2; k =1 :
k = —2. (Uputa: Polupreénik krivine u tacki M je R = (1+y2)2 /|y"]).

14. Rijesiti jednadzbu zy” — (2zy + 23)y’' + 4y* = 0.

15. Rijesiti jednadzbu zy” + (xy’ —y)3 = 0.
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16. Rijesiti jednadzbu 322y — 2(3xy’ + y)y" + 4y = 0.
17. Rijesiti jednadzbu zyy” — 2xy"? + (y + 1)y’ = 0.

18. Rijesiti jednadzbu 3" (1 + y'?) — 2y'y""? = 0.

19. Rijesiti jednadzbu 5y"""? — 3y"'y™ = 0.

20. Rijesiti jednadzbu yy” + 2y%y"? + y? — === =
T
21. Rijesiti jednadzbu y(1 —Iny)y” + (1 +Iny)y? = 0.

22. Integrirati jednadzbu

2172(:[//2 _ 2yy/l) _ y2'

23. Naci opste rjesenje jednadzbe

(zy' —y)* + 2*yy" =0.

2.4 Linearne diferencijalne jednadzbe

Linearna diferencijalna jednadzba je jednadzba u kojoj se nepoznata funkcija i
njeni izvodi do n-tog reda javljaju u linearnoj vezi. Linerna diferencijalna jed-
nadzba ima oblik

ro(x)y™ +ri(2)y" Y + -+ (2)y = g(2), (2.6)

gdje su ro(z),r1(x),...,ra(x) date funkcije definirane na intervalu (a, b). Tacka
xo je singularna tacka ove diferencijalne jednadzbe ako je ro(zp) = 0. Ako je
ro(xzo) # 0, onda je tatka zp regularna. Ukoliko na intervalu ne postoji tacka
xo za koju je ro(xg) = 0, onda linearnu diferencijalnu jednadzbu (2.6) mozemo
podijeliti sa ro(z) i dobiti sljedeéu linearnu diferencijalnu jednadzbu

y™ 4 pi(@)y™ Y ot pa(z)y = fla), (2.7)

gdje su p;(x) = :;((g, i=1,2,....n f(x) = 7"90((2)). Ako je f(z) =0, onda dobi-

vamo linearnu diferencijalnu jednadzbu koju zovemo homogena linearna diferen-
cijalna jednadzba:

y(”) + p1 (:z:)y(”fl) +...+pu(x)y=0 (2.8)

Nije tesko vidjeti da linearna jednadzba (2.7) ostaje linearna ako se uvede smjena
nezavisno promijenljive z = 1 (t), gdje je ¢(t) definirana i neprekidna funkcija
sa svojim izvodima reda n ukljuno na intervalu (to,t1), pri ¢emu je a = 9 (to),
b= Q/J(tl), ¢I(t) # 0 na (to,tl).

Takoder, linearna jednadzba ostaje linearna pri svakoj linearnoj smjeni trazene
funkcije y. Naime, stavljajuéi y = a(x)z + b(z), gdje je z nova trazena funkcija, a
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a(x) i b(x) prizvoljne n puta neprekidno diferencijabilne funkcije varijable x, pri
¢emu je a(z) # 0 na (a,b), dobiva se ponovo linearna jednadzba po nepoznatoj
funkciji z.

Primijetimo da ako u jednadzbu (2.8) uvrstimo smjenu

y = alx)z,
onda dobivena jednadzba ponovo ostaje homogena i glasi
a(z)z"™ + (nd' (z) + p1(x)a(x)z"D + ... = 0.

Ako sada izaberemo funkciju a(z) tako da je na’(x) + p1(x)a(z) = 0, tj. a(x) =

e fpl(r)dr, onda dobivamo homogenu jednadzbu koja ne sadrzi z(*~1. Dakle,
smjenom

jednadzbu (2.8) svodimo na jednadzbu koja ne sadrzi 2~ izvod.
Kad je u pitanju jedinstvenost rjesenja Cauchyevog problema za linearne difer-
encijalne jednadzbe vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 2.4.1. Ako su funkcije f(x),p1(x),...,pn(z) € C(a,b), onda za svako
xo € (a,b) i proizvoljne realne brojeve yo, yj, . - - ,yon_l) postoji jedinstveno rjesenje
y(z) definirano na intervalu (a,b) koje zadovoljava pocetne uvjete

y(w0) = Yo, ¥/ (£0) = Yy - -,y D (wo) =y,

Kad je u pitanju linearna diferencijalna jednadzba, onda je neprekidnost
funkcija koje se pojavljuju u jednadzbi (2.7) dovoljan uvjet za egzistenciju i
jedinstvenost rjesenja Cauchyevog problema u nekoj okolini tactke xg € (a,b).
Ovdje treba napomenuti da je dobiveno Cauchyevo rjesenje definirano na inter-
valu (a,b), a ne samo u nekoj okolini tacke xy. Dakle, ovaj Teorem je globalnog
karaktera.

Takoder, smatrat ¢emo da je rjesenje definirano na intervalu na kome su
definirani i koeficijenti linearne diferencijalne jednadzbe (2.7).

Da bismo proucili linearnu diferencijalnu jednadzbu (2.7) prvo ¢emo posma-
trati homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu (2.8).

2.4.1 Homogena linearna diferencijalna jednadzba

Sada ¢emo posmatrati homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu (2.8). Primi-
jetimo da ova jednadzba ima rjesenje y = 0. Ovo rjesenje se zove trivijalno.

Takoder, ako neko rjeSenje y = y(x) u tacki xy zadovoljava pocetne uvjete
y(z0) = 0,9 (20) = 0,...,y™ Y (x) = 0, onda je, zbog Teorema 2.4.1, to rjesenje
trivijalno.
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

Zbog kratkoce pisanja, stavimo

L(y) = y"™ +pi(2)y" D + ...+ pal2)y.

Operator L : C")(a,b) — C(a,b)?, definiran prethodnim izrazom, zove se oper-
ator diferenciranja reda n ili linearni diferencijalni operator reda n.
Lako se provjeri da je operator diferenciranja linearan, tj. vrijedi

L(ayy + by2) = aL(y1) + bL(y2).

Pomocu ovog operatora jednadzbe (2.7) i (2.8), mozemo krace pisati sa

L(y) = f(z) i L(y) = 0.

Sada ¢emo navesti nekoliko osobina rjesenja homogene diferencijalne jednadzbe
Ove osobine se jednostavno provijere.

(i) Akosuyi(z),y2(z),...,yn(T) rjeéenjajednadibe (2.8)iakosuCq,Cs,...,Cp

proizvoljne realne konstante, onda je y(x ZC y; rjeSenje jednadzbe
i=1

(2.8). éinjenica da je linearna kombinacija rjesenja takoder rjesenja je vrlo
vazna i Cesto se zove princip superpozicije. Lako se vidi da su y; = =,
ys = x2 i y3 = x* rjesenja jednadzbe x3y"" — 42%y"” + 8xy’ — 8y = 0. Po
ovom principu bilo koja kombinacija rjeSenja C1x+C’2x2 +Csz* je rjeSenje,
gdje su C1, Cy i C3 proizvoljne konstante. Na primjer, linearna kombinacija
2z — 322 + 62 je rjesenje.

(ii) Ako jednadzba (2.8) ima kompleksno rjesenje y(x) = u(x) +iv(x), onda su
u(x) i v(z) rjesenja ove jednadzbe.

(iii) Ako je y1(z) rJesenJe jednadzbe (2.7) i ako je y2(z) rjesenje jednadzbe (2.8),
onda je y(z) = y1(z) + y2(x) rjeSenje jednadzbe (2.7).
(

(iv) Ako je y;(z) rjeSenje jednadzbe L(y) = fi(z), i = 1,2,...,k onda je y(x) =
k
Z%( rjeSenje jednadzbe L(y Z filx

(v) Ako jednadzba L(y) = fi(z)
u(x) + iv(x), onda su u(x) i

L(y) = fa(z).

Iz osobine (4) vidimo da bilo koja linearna kombinacija rjeSenja homogene linearne
diferencijalne jednadzbe ponovo je rjesenje te jednadzbe. Postavlja se pitanje
kada ¢e linearna kombinacija rjesenja sadrzavati svako drugo rjesenje posmatrane
homogene linearne diferencijalne jednadzbe. Da bismo odgovorili na to pitanje
definirat ¢emo pojam linearne nezavisnosti funkcija.

+ ifo(x) ima kompleksno rjeSenje y(x) =
)

v(x) rjeSenja redom jednadzbi L(y) = fi1(z) i

2¢(") (a, b) je skup n— puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na (a, b), a C(a, b) je skup
neprekidnih funkcija na (a, b).
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

Definicija 2.4.1. Funkcije y1(x),y2(x), ..., yn(x), definirane na intervalu (a,b)
su linearno nezavisne na tom intervalu, ako za oy, as, ..., a, € R iz identiteta

a1y1(x) + agye(z) + ... + anyn(z) =0, z € (a,b),

slijedi da je ap = ag = ... = a, = 0. Inace su linearno zavisne na intervalu
(a,b).

Ako je bar jedna od funkcija y;(z) identicki jednaka nuli, onda funkcije
y1(x), ..., yn(z) ¢ine skup linearno zavisnih funkcija. Takoder, funkcije y;(x)
y1(2)

Yya(z)

iya(x), € (a,b) su linearno zavisne na intervalu (a,b), ako je = const.

sa svako x € (a,b). Inace, su linearno nezavisne.
Vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 2.4.2. Skup rjesenja jednadzbe (2.8) cini linearan prostor nad poljem
realnih (kompleksnih) brojeva.

Dokaz. Neka je V = {y € C"(a,b) : L(y) = 0}. Ako y1(x), y2(x) € V, onda
zbog linearnosti operatora L je L(ayy + bys) = aL(y1) + bL(y2) =0za a, b € R.
Dakle, imamo da ay; + bys € V. O

Trivijalno rjesenje je nula-vektor u ovom prostoru. Zbog osobina rjesenja ho-
mogene linearne diferencijalne jednadzbe (osobina (4)) vidimo da se svako rjesenje
moze napisati kao linearna kombinacija baznih vektora linearnog prostora V.
Dakle, rjesavanje ove jednadzbe svodi se na odredivanje baze i dimenzije pros-
tora V.

Ispitivanje linearne nezavisnosti(zavisnosti) funkcija koristenjem definicije nije
uvijek jednostavno. Zato definiramo pojam Wronskiana pomoc¢u kojeg neée biti
tesko odgovoriti na pitanje linearne nezavisnosti(zavisnosti) funkcija.

Definicija 2.4.2. Neka su funkcije y1 = y1(z),y2 = y2(2), ..., yn = yn(x)
definirane na intervalu (a,b) i imaju izvode bar do (n — 1)—tog reda. Tada se
determinanta

Y1 Y2 .. Yn
7 Yoo oo Un
= = .. -
IS, SO S
naziva funkcionalna determinanta ili Wronskian funkcija y1,ys, - . ., Yn, kojeg ozna-

cavamo sa W(x) ili W(y1,y2,- -+, Yn)-

Tvrdnja 2.4.1. Ako su funkcije y1 = y1(x),y2 = y2(x),...,yn = yn(x) €
C™=Y(a,b) linearno zavisne na intervalu (a,b), onda je W(z) = 0 za svako
x € (a,b).
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

Dokaz. Ako su funkcije y1,¥2,...,yn linearno zavisne, onda postoje konstante
Qaq,Qa,...,a, od kojih je bar jedna razli¢ita od nule, tako da vrijedi

a1y (x) + aoye(z) + ...+ anyn(z) =0, = € (a,b).

Uzmimo z € (a,b) i fiksirajmo ga. Diferenciranjem ove jednakosti (n — 1)—puta
dobivamo homogeni sistem linearnih jednadzbi

a1y (z) + aya(z) + ...+ apyn(z) = 0

a1y (z) + asys(z) + ... +anyp(z) = 0

"V (@) + ez V(@) 4 ey @) = 0,
koji ima netrivijalno rjesenje oy, s, ..., a,, pa mu determinanta mora biti nula,
tj mora biti W(x) = 0 za svako x € (a,b). O

Primjedba 2.4.1. Obrnuta tvrdnja nije tacna, tj. iz uvjeta W(x) = 0 za svako
x € (a,b) ne slijedi linearna zavisnost funkcija. Na primjer, posmatrajmo funkcije

—x3, € [-1,0] 0, ze€[-1,0]
{ 0, z e (0,1], 92(”3):{ 23, xe(0,1]

Lako se vidi da je W(x) =0 za x € [—1,1]. Iz relacije ary1(x) + agyz(z) =0 na
segmentu [—1,0] je ay = 0, ag proizvoljno, a na segmentu [0,1] je oy proizvoljno,
a ay = 0. Dakle, na segmentu [—1,1] je oy = aa = 0, pa su date funkcije linearno
nezavisne

Vrijedi sljedeca tvrdnja.

Tvrdnja 2.4.2. Ako je W(z) # 0 za svako x € (a,b), onda su funkcije y1 =
(), y2 = 12(x), ..., yn = yn(z) € C"V(a,b) linearno nezavisne na (a,b).

Primijetimo da funkcije y1 (2), y2(x), . .., yn(z) u tvrdnjama 2.4.1 i 2.4.2 nismo
posmatrali kao rjesenja posmatrane homogene linearne diferencijalne jednadzbe.
Sada pretpostavimo da su funkeije y1 (x), y2(2), . . ., yn(x) € C(a,b) rjeSenja difer-
encijalne jednadzbe (2.8), onda vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 2.4.3. Neka su funkcije y1 = y1(x),y2 = y2(x),...,yn = yn(z) €
C™ (a,b) rjesenja homogene diferencijalne jednadzbe (2.8) i nekap; = pi(x),ps =
p2(2), ..., pn = pn(x) € C™(a,b). Tada su rjesenjayr = yi(x), y2 = y2(2), ..., yn =
yn(x) linearno nezavisna na intervalu (a,b) ako i samo ako je W (x) # 0 za svako

x € (a,b).

Dokaz. Ako je W(z) # 0 za svako x € (a,b), onda po Tvrdnji 2.4.2 slijedi da
su rjeSenja jednadzbe (2.8) linearno nezavisna na intervalu (a, b).
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

Neka su sada rjesenja linearno nezavisna na intervalu (a,b) i neka je W(zg) =0
za neko xg € (a,b). Onda sistem jednadzbi

Cry1(zo) + Coya(zo) + - + Cryn(z0) =
Cry (wo) + Coyy(wo) + - 4 Cpyp(z0) =

O™ (o) + Cagd™ V(@) + -+ + Coy" ™V (wo) = 0
ima netrivijalno rjesenje (C{O), Céo), cee C’((gg) Po ranije navedenim osobinama,

funkcija
y(@) = Oy (@) + -+ C Oy (@)

je rjeSenje jednazbe (2.8). Ovo rjesenje zadovoljava trivijalne pocetne uvjete, jer

y(xo) = Cryi(zo) + Coya(wo) + -+ + Cryn(zo) =0
y'(zo) = Cuyy(zo) + Coys(x0) 4 -+ 4 Cry,(z0) =0
y"Diao) = Cat" (o) + Con" ™ (w0) o+ Coy (o) =0,

pa je to rjesenje trivijalno, tj.
Cgo)yl(x) +- 4+ COy (x) =0, z e (a,b),

a (C§O),Cz(0), .. .,C,(lo)) # (0,0,...,0). Dakle, rjeSenja su linearno zavisna. Ovo
je suprotno polaznoj pretpostavci, zato mora biti W (z) # 0 za svako x € (a,b).
O

Iz dokazanog teorema i tvrdnji 2.4.1 i 2.4.2 slijedi, da bi n rjesenja jednadzbe
(2.8) bilo linearno nezavisno na intervalu (a,b) potrebno je i dovoljno da njihov
Wronskian nije jednak nuli niti u jednoj tacki intervala (a, b).

Osim toga, ako su y1,¥2, . . ., Y, linearno nezavisna rjeSenja na intervalu (a, b),
onda je W(z) # 0 na (a,b). Obratno, ako je W(z) # 0 na (a,b), onda su rjeSenja
Y1,Y2,---,Yn linearno nezavisna na (a,b), jer bi u suprotnom sluéaju W(x) bio
jednak nuli na (a, b).

Dakle, da bismo ustanovili linearnu nezavisnost n rjesenja jednadzbe (2.8) do-
voljno se uvjeriti da je samo u jednoj tacki intervala (a,b), W(z) # 0. Ovo slijedi
iz sljedete dvije osobine Wronskiana za n rjeSenja homogene linearne diferenci-
jalne jednadzbe n—tog reda (2.8).

(i) Ako je Wronskian od n rjesenja jednadzbe (2.8) jednak nuli u jednoj tacki
x = xg iz intervala (a,b), na kome su neprekidni svi koeficijenti jednadzbe
(2.8), onda je Wronskian jednak nuli u svim tackama intervala (a, b).

Naime, ako je W(xzg) = 0, onda po ranije dokazanom teoremu funkcije
Y1,Y2,---,Yn SU linearno zavisne na (a,bd). Sada je prema tvrdnji 2.4.1,
Wronskian identicki jednak nuli na (a,b).
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(ii) Ako je Wronskian od n rjesenja jednadzbe (2.8) razli¢it od nule u jednoj
tacki = z( intervala (a,b), onda je on razlo¢it od nule u svim tackama
tog intervala.

Naime, ako bi W (z) bio jednak nuli u nekoj tacki intervala (a,b), onda bi
po prethodnoj osobini (¢) on bio jednak nuli u svim tackama intervala (a, b),
pa dakle i u tacki x = x¢,Sto je suprotno pretpostavci.

Dakle, mozemo zakljuciti sljedece: da bi n rjesenja jednazbe (2.8) bilo linearno
nezavisno na intervalu (a,b), na kome su neprekidni svi koeficijenti jednadzbe
(2.8), potrebno je i dovoljno da je njihov Wronskian razlic¢it od nule samo u
jednoj tacki intervala (a,b).

Odavde slijedi da ako su n rjeSenja jednadzbe (2.8) linearno nezavisna na inter-
valu (a, b), onda su ona linearno nezavisna na svakom intervalu (ap, by ) sadrzanom
u intervalu (a,b).

Navedene osobine Wronskiana rjesenja homogene linearne diferencijalne jed-
nadzbe (2.8) veoma lako se mogu dobiti iz formule Ostrogradski-Liouvullea koja
glasi

. / (bt
W(z) =W(xg)e o

gdje je x = xo proizvoljna ali fiksna tackla iz intervala (a,b).

Dokaz. Dokaz ove formule zasniva se na pravilu za diferenciranje determinante,

a koje slijedi iz definicije determinante. Naime, ako sa D;(x) ozna¢imo deter-

minantu koja u i—toj vrsti ima izvode Clanova, a sve ostale vrste su jednake
n

odgovarajuéim vrstama determinante D(z), onda je D'(z) = Z D;(z). Diferen-
i=1

ciranjem Wronskiana W (x) dobiva se

Y Y2 Yn

vi Yo oo U

W’(m): o NP o
MnoZenjem elemenata prvih n — 1 vrsta sa p,(z),pp—1(x),...,p2(x) 1 nji-
hovim dodavanjem posljednjoj vrsti, koristenjem pretpostvake da su funkcije
Y1,Y2, - - -, Yn rjeSenja jednadzbe (2.8) i koriStenjem osobina determinanti, do-

bivamo
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U1 Y2 Yn
vh Yo Yn,
W' (x) = = —py ()W (x
( ) y§n72) y§n72) ygLn72) pl( ) ( )
" —pyY L iy

ili
W'(z) = —p1 ()W (x).

Buduéi da je W(x) # 0 za svako z € (a,b), onda za proizvoljno z¢ € (a,b) ova
diferencijalna jednadzba ima rjesenje

O

Posljedica 2.4.1. Ako je W(xo) = 0 za neko z¢ € (a,b) onda je W(x) =0 za
svako x € (a,b); ako je W(xo) # 0, onda je W(z) # 0 za svako x € (a,b).

Ako je p1(z) =0, onda je W(x) = const.

Teorem 2.4.4. Ako su funkcije p1 = p1(xz),p2 = p2(x),...,pn = pn(x) defini-
rane i neprekidne na (a,b), onda jednadzba (2.8) ima n linearno nezavisnih
rjesenja.

Dokaz. Uzmimo tacku zg € (a,b). Tada za proizvoljnu regularnu matricu reda
n, A = (a;;)n, na osnovu Teorema o egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja, postoje
jedinstvena rjeSenja y; = y;(z), y; € C™(a,b), i = 1,2,...,n jednadzbe (2.8),
koja zadovoljavaju pocetne uvijete

-1
yz‘(Io) = au,yé(xo) = @52, ... ,y§" )(Io) = Qjn-

Buduéi da je W(xg) = det A # 0, onda prema Posljedici 2.4.1, ova rjeSenja su

linearno nezavisna na intervalu (a, b). O

Teorem 2.4.5. Neka su y1 = y1(2),y2 = y2(x),...,yn = yn(x) € C(a,b)
linearno mnezavisna rjesenja jednadzbe (2.8) i neka je y = y(z) € C™(a,b)
proizvoljno netrivijalno rjesenje ove jednadzbe. Onda postoje konstante C’fo), 02(0)7
e C1(10) tako da je

y(z) = C{O)yl (z) + C’Q(O)yg () +...+ Cflo)yn(x).
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Dokaz. Zaproizvoljno zy € (a,b) stavimo y(z0) = yo, ¥'(x0) = ¥p, - ..,y (20) =

y(()"_l). Buduéi da je y(x) netrivijalno rjeSenje, onda je (yo,y67...,yén_1)) +
(0,0,...,0). Zbog linearne nezavisnosti rjeSenja y1 = y1(z),y2 = y2(x),...,yn =

yn(x), determinanta nehomogenog sistema

Cryi(zo) + Coya(wo) + -+ + Cryn(wo) = %o
C1y (z0) 4+ Coyy(wo) + -+ - + Cryp(z0) = yg
Cryt™ V(o) + Coyd™ (wo) + -+ + CoyV(wo) = 3",

je W(zo) # 0, pa sistem ima jedinstveno rjesenje (Cfo), C§0)7 ceey C’,SO)). Funkcija

p(z) = C{O)y1 (z) + Céo)yg(x) 4+ 4 C',(lo)yn(x)

je rjesenje jednazbe (2.8). Buduéi da ovo rjesenje zadovoljava iste poCetne uvjete,
mora biti y(z) = p(z).

Dakle, proizvoljno rjesenje je linearna kombinacija linearno nezavisnih rjesenja.
O

Posljedica 2.4.2. Svakih n+ 1 rjesenja diferencijalne jednadzbe (2.8) cini skup
linearno zavisnih rjesenja.

Naime, ako je prvih n rjesenja linearno zavisno, onda je pogotovo n+1 rjesenja
linearno zavisno. Ako je prvih n rjesenja linearno nezavisno, onda na osnovu
Teorema 2.4.5 postoje konstante Cy, Cs, ..., C, tako da je yp+1(x) = Cryi(z) +
Coya(x) + -+ + Cpyn(), Pa su y1 = y1(z),y2 = y2(2),-- -, Yn = Yn(2),yn =
Yn+1(x) linearno zavisna rjeSenja. Dakle, dimenzija prostora V je jednaka redu
diferencijalne jednadzbe (2.8), a bazu prostora ¢ini bilo koji skup od n linearno
nezavisnih rjesenja.

Definicija 2.4.3. Skup od n linearno nezavisnih rjesenja jednadzbe (2.8), defini-
ranih na intervalu (a,b) naziva se fundamentalan skup rjesenja te jednadzbe.

Opée rjesenje je dato sa
y(x) = Clyl(l‘) + ngg(l‘) +oe Cnyn<x)’ T e (a,b),

gdje rjesenja y1,vsa . .., y, Cine fundamentalan skup rjeSenja.

Dakle, jednadzbu (2.8) smo rijesili ako smo odredili bilo koji fundamentalan
skup njenih rjesenja. Moze se pokazati da takvih skupova ima beskona¢no mnogo.
Dovoljno je odrediti linearno nezavisna rjesenja pomoc¢u neke druge regularne
matrice.

Partikularno rjesenje dobiva se iz opceg rjesenja kad se konstantama daju
tacno odredene vrijednosti.
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Primjer 2.4.1. Posmatrajmo linearne diferencijalne jednadzbe
Yy 4+ pi(@)y Y+ pa(e)y = 0,
v+ @)y + () = 0,

gdje su funkcije p;(z) i q;(x) definirane i neprekidne na (a,b). Ako date jednadzbe
imagu isti fundamentalni skup rjesenja onda mora biti p;(x) = ¢;(x) zai =1, ..,n.

Rjesenje. Neka y; = y1(x),y2 = y2(2),...,yn = yn(x) ¢ini fundamentalni
skup rjesenja datih jednadzbi. Pretpostavimo suprotno, tj. da postojii, 1 <i<n
takav da je pp(z) = qr(z), 1 < k < i—11pi(x) # ¢(z) na (a,b). Kako

y1 =y1(x),y2 = y2(x), ..., Yn = yn(z) ¢ni fundamentalni skup rjesenja to je
u @)+ piy @y + ey = 0,
v +a@y" ™+ a@y @y T @ = o

Oduzimanjem ove dvije jednadzbe dobivamo da je

(@) — @)™ + 4 (@) — qu(@))ys =0, i=1,....n.

Kako je za i = 1,...,n ovo homogena diferencijalna jednadzba (n — i)-tog reda a
ima n linearno nezavisnih rjesenja, to imamo kontradikciju sa Teoremom 2.4.4.
Dakle, p;(z) = ¢;(z) zai=1,..,n. ¢

Do sada smo vidjeli da jednadzba (2.8) €iji su koeficijenti neprekidne funkcije
na intervalu (a,b) ima ta¢no n linearno nezavisnih rjesenja na (a,b). Sada éemo
pokazati da vrijedi i obratno, tj. da za svaki skup razli¢itih neprekidno-dife-
rencijabilnih i linearno nezavisnih na intervalu (a,b) funkcija y1,ys,...,yn Ciji
Wronskian niti u jednoj tacki intervala (a,b) nije jednak nuli, postoji jedna i
samo jedna homogena linearna diferencijalna jednadzba n—tog reda oblika (2.8)
za koju je upravo ovaj skup funkcija fundamentalni skup rjesenja na intervalu

(a.b).

Primjer 2.4.2. Odrediti homogenu diferencijalnu jednadzbu ako je poznat njen
fundamentalni skup rjesenja.

RjeSenje. Jednadzba koju zelimo odrediti glasi

y(n) +p1 (m)y("—l) 4+t pn(x)y = 0.

Nepoznati koeficijenti py (), p2(z), . . ., pn () ove jednadzbe zadovoljavaju sljedeéi
sistem
n n—1
W+ @y 4 A pasi @)y Fpa(@)y = 0
n n—1
s @)y Y P (@)Y + pal@)y = 0
y + @)y 4 paa (@)Y, +pn(@)yg = 0
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

Determinanta ovog sistema (—1)[%]W(x) # 0,3 §to povlaéi da sistem ima jedin-
stveno rjeSenje po p1(x),p2(x), ..., pn(T).

Trazenu jednadzbu mozemo odrediti i na sljedeéi nac¢in. Ako skupu linearno
nezavisnih funkcija y1,y2, ..., y, koje zadovoljavaju prethodni sistem, dodamo
proizvoljnu funkciju y za koju je y™ + pi(z)y™ Y +--- + p,(2)y = 0, onda je
taj skup funkcija linearno zavisan i njegov Wronskian je jednak nuli na intervalu
(a,b), tj.

y Y e Un
Y v Y
X SURTTS T
Y=yt )
y oy

Ako ovu determinantu razvijemo po prvoj koloni dobit ¢éemo trazenu jednadzbu.

¢

Ako znamo fundamentalan skup rjesenja diferencijalne jednadzbe (2.8), onda
mozemo naéi opée rjeSenje nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe (2.7).
Naime vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 2.4.6. Opce rjesenje nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe (2.7)
je suma opéeg rjesenja homogene linearne diferencijalne jednadzbe (2.8) i bilo ko-
jeg partikularnog rjesenja nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe (2.7).

Dokaz. Neka funkcije y1,¥ys2,. .., yn Cine fundamentalan skup rjesenja jednadzbe
(2.8) i neka je p(x) neko partikularno rjesenje jednadzbe (2.7), a ¢ (z) proizvoljno
rjesenje jednadzbe (2.7). Buduéi da je L(y) = f(z), L(¢) = f(z), onda je
L(p —¢) = L(p) — L(¥) = 0, pa je ¢ — 9 rjesenje odgovarajuée homogene
jednadzbe (2.8). Vidjeli smo da se ovo rjeSenje moze predstaviti kao linearna
kombinacija fundamentalnog skupa rjesenja, tj.

Y(z) = o(x) + Cryn(z) + Coyz(x) + -+ + Cpyn, T € (a,b).

Kako je rjeSenje p(z) proizvoljno ovom formulom su opisana sva rjeSenja jed-
nadzbe (2.7), tj. ovom formulom dato je opée rjesenje. O

2.4.2 Zadaci za samostalan rad

1. Izracunati Wronskian za sljedec¢e skupove funkcija:

i) 1, z, =%

2 cosz?;

(ii) sinz
(iii) Inz, €%
(iv) z?, 2%/

3[z] je funkcija cijeli dio
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

63‘70, e2z;

22, 2?lnax;

67.’6’ l‘€7m;

aMT AT N £\,

2. U sljede¢im zadacima pokazati da navedene funkcije ¢ine fundamentalni
skup rjesenja navedenih diferencijalnih jednadzbi:

(i)
(ii)
(i)
(iv)
v)
(vi)
(vii)
(viii)

(ix)

sin 3z, cos3z; y” + 9y = 0;

e*, ey — 4y =0;

sin3x, cos3z; ¥’ + 9y = 0;

e3r, ety — 4y + 3y = 0;

e 2 we 2y 4+ 4y’ + 4y = 0;

e” cos 2z, €” sin2x; v’ — 2y’ + by = 0;

cosx +sinzx, cosx —sinz; ¥’ +y = 0;

1 1

=cos(Inzx), —sin(Inx); 22y + 3y’ +2y =0, = > 0;
x x

1, cosz, sinx; y" +y =0.

3. Data je diferencijalna jednadzba y” + p(z)y’ + ¢(x)y = 0, pri emu su
funkcije p(z) i ¢(z) neprekidne na [a, b]. Neka su y1(x) i y2(z) rjeSenja date
diferencijalne jednadzbe definirana na [a, b]

(i)

(i)

(iii)

(iii)

Dokazati da ako postoji tacka zq € [a, b] tako da je y1(z0) = y2(x0) =0
onda y1(z) i y2(z) ne mogu formirati fundamentalni skup rjesenja na
[a, b].

Dokazati da ako y1(z) i y2(z) u istoj tacki dostizu svoj maksimum
ili minimum na [a,b], onda ne mogu formirati fundamentalni skup
rjeSenja na [a, b].

Dokazati da ako y1 () i y2(z) ¢ine fundamentalni skup rjesenja na onda
oni ne mogu imati istu prevojnu tacku na [a,b] osim ako su funkcije
p(x) i g(x) u toj tacki jednake nuli.

Ako su funkcije y1(z) 1 y2(z) linearno nezavisne, pokazati da izmedu
uzastopnih nula funkcije y;(x) ima jedna i samo jedna nula funkcije

y2(z).

2.4.3 Linearne diferencijalne jednadzbe sa konstantnim ko-

eficijentima

U ovoj sekciji se netemo baviti detaljnim proucavanjem linearnih diferencijalnih
jednadzbi sa konstantnim koeficijentima, tj. nefemo govoriti o asimptotskom
ponasanju rjesenja, oscilatornom karakteru niti o stabilnosti rjesenja, nego ¢emo
iskljucivo govoriti o nac¢inu njihovog rjesavanja.
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

Najprije posmatrajmo homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu sa kon-
stantnim koeficijentima

L(y) = y™ + p1y™ Y + - 4 pu 1y + pay = 0. (2.9)

Po Teoremu o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja, za proizvoljne pocetne vrijed-
nosti postoji jedinstveno rjesenje definirano za svako z € R. Ovo rjesenje trazimo
u obliku y = e**, gdje je A u opéem slu¢aju kompleksni parametar. Ovaj metod
je poznat kao Eulerov metod. Uvrstimo ovo rjeSenje u jednadzbu (2.9), dobivamo

L(ekx> = e)\ac<)\n +p1)\n_1 + +pn71)\ +pn)

Polinom
POA)=X"+p X"+ 4 pai A+ pa

se naziva karakteristicni polinom, a jednadzba
PA)=0

karakteristicna jednadzba pridruzena jednadzbi (2.9). Iz L(e*®) = 0 slijedi da je
funkcija y = e rjeSenje jednadzbe (2.9) ako i samo ako je A korijen karakter-
istine jednadzbe. Dakle, da bismo rijesili diferencijalnu jednadzbu (2.9) treba
znati rijesSiti njenu karakteristicnu jednadzbu.

Razlikovat ¢emo nekoliko slu¢ajeva u ovisnosti od prirode korijena karakter-
isti¢ne jednadzbe.

2.4.3.1 Korijeni karakteristicne jednadzbe su prosti

Ovdje ¢éemo prvo razmotriti situaciju ako su korijeni realni i prosti(razli¢iti).
Naime, neka jednadzba ima n realnih i prostih* korijena A, Ao, ..., \n, onda su
funkcije e*?, ..., e linearno nezavisna rjesenja® diferencijalne jednadzbe (2.9).

Ako karakteristi¢na jednadzba ima prost kompleksan korijen \; = o+ i3, onda
ta jednadzba ima i konjugirano kompleksan korijen Ao = a—i(3, jer su koeficijenti
karakteristi¢ne jednadZbe realni brojevi. RjeSenja jednadzbe (2.7) su kompleksne
funkcije e(@+#) i e=(a+if) ali isto tako njena rjeSenja su i linearne kombinacije
ovih funkcija,

. 1 ) )
Y1 (gj) = e*® cos ﬁ(g = 5 (e(a"rlﬂ) + e_(@"rlﬂ)) ,

1 , :
yo(x) = ¥ sin fx = % (e(‘”’ﬁ) - e_(”“”ﬁ)) .
2

Do ovog zakljucka se moglo doéi i koriste¢i ranije osobine rjesenja homogene lin-
earne diferencijalne jednadzbe. Naime, buduéi da je funkcija e(*t"8) = 2% cos Ba+
1€®® sin Bz, rjeSenje, onda su njen realni i imaginarni dio takoder, rjeSenja.

Lako se provjeri da su rjesenja e** cos Sz, €** sin Sz linearno nezavisna.

4vigestrukosti 1

1 1 cee1
A A A
5Wronskian ovih rjeenja W (z) = e(A1+Azt+An)z 1 2 o #0
-1 -1 -1
AT Ay D Vs

138



2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

Primjer 2.4.3. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

y/// B Gy// + 11y/ — 6y = 0.

Rjesenje. RjeSenja trazimo u obliku y = e®. Nakon uvritavanja u diferenci-
jalnu jednadzbu dobivamo sljede¢u karakteristicnu jednadzbu

A% —6A% + 11X — 6 = 0.
Korijeni ove jednadzbe su A\; = 1, Ao = 2 i A3 = 3. Funkcije
y1=¢", yp =", ys ="
¢ine fundamentalni skup rjesenja, pa je opce rjesenje dato sa
y = C1e® 4+ Cre®® + C3e3".
¢
Primjer 2.4.4. Nadéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y'"' — 3y" + 2y’ = 0.

Rjesenje. RjeSenja trazimo u obliku y = e*®. Nakon uvritavanja u diferenci-
jalnu jednadzbu dobivamo sljede¢u karakteristicnu jednadzbu

AP —3A% 420 =0.
Korijeni ove jednadzbe su A\; = 0, Ay = 11 A3 = 2. Sljedece funkcije
=1y =¢" ys=e€>"
¢ine fundamentalni skup rjesenja, pa je opce rjesenje dato sa

Yy = Cq1 + Cye® + Cg€2$.

Primjer 2.4.5. Naci opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
y" —3y" + 9y +13y = 0.
Rjesenje. RjeSenja trazimo u obliku y = e**. Nakon uvrstavanja u diferenci-
jalnu jednadzbu dobivamo sljede¢u karakteristicnu jednadzbu
AP —3A% 49X+ 13 =0.
Korijeni ove jednadzbe su A\ = —1, Ay = 2+ 3i i A3 = 2 — 3i. Sljedece funkcije

Yy =e %, yg = > cos 3z, Y3 = e sin 3z
¢ine fundamentalni skup rjesenja, pa je opce rjesenje dato sa

y=Cre "+ Cye%® cos 3z + C’gezm sin 3z.

Primjer 2.4.6. Naci opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

yW 44y =0.
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

Rjesenje. Rjesenja trazimo u obliku y = e**. Nakon uvrstavanja u diferenci-
jalnu jednadzbu dobivamo sljede¢u karakteristicnu jednadzbu

M 4+4=0,

Cija su rjesenja data sa

2% 2k
M = VD= YA T T = ﬂ(wswﬂsinw) :

za k =0,1,2,3. Na osnovu ovoga imam da je

A= \/§<1+z‘>1+z‘

Ay = \/5(—1+i1)=—1+z'
2 2
1 1
A3 = ﬁ(——i):—l—z‘
2 2
1 1
A = ﬂ(—z’):l—z’
2 2

Sljedeée funkcije
y1 =e®cosx, yo = e*sinx, y3 = e “cosx, yys = e “sinz
¢ine fundamentalni skup rjesenja, pa je opce rjeSenje dato sa

y = Cre®cosz + Coe”sinx + Cge”F cosx + Cyre” “sinzx.

Primjer 2.4.7. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

y”’—y"+4y'—4=0.

Rjesenje. RjeSenja trazimo u obliku y = e**. Nakon uvrstavanja u diferenci-
jalnu jednadzbu dobivamo sljedetu karakteristicnu jednadzbu

A =N+ 4x—4=0.
Korijeni ove jednadzbe su: Ay = 1, Ay = 2i 1 A3 = —24. Sljedeée funkcije
y1 = e*, yo = cos 2z, y3 = sin 2z
¢ine fundamentalni skup rjesenja, pa je opce rjesenje dato sa

y = Cre® + Cs cos 2z + C3sin 2.

140



2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

2.4.3.2 Korijeni karakteristicne jednadzbe su visestruki
Ovdje ¢emo prvo dokazati sljede¢u Tvrdnju.
Tvrdnja 2.4.3. Ako je A1 korijen karakteristéne jednadzbe visestrukosti m, onda
su funkcije T xeM® . x™ 1M linearno nezavisna riesenja jednadzbe (2.7).
Dokaz. Bududi da je P,(A) = (A = A1) Qn_m(X), gdje je polinom Q. ()
stepena n — m, onda je

Po(M) =0,PL(\) =0,..., P Y (\) =0, P™ (\) # 0.

Sada treba dokazati da je L(x¥e**) = 0. Da bismo to dokazali primijenimo
Leibnitzeovu formuluS na proizvod 2*e**, gdje je k cijeli nenegativan broj. Imamo
L(z*eM) = (xke)\w)(”) + (mkem)(n—l) Fotpprter =

k k
1) PNkt 4 ( 2) Pl(A)a" 2 4 4 P (Ve

Odavde imamo da je L(z*e’*) = 0 ako i samo ako je A = A\; i 0 < k < m — 1.
Dakle, funkcije e*®, ze*1® ... 2™ 1eM® su rjesenja jednadzbe (2.7). Moze se
lako pokazati da su ove funkcije linearno nezavisne. O

= P,(\)z*er + (

Treba primijetiti da je ova Tvrdnja iskazana za proizvoljne korijene, realne
ili kompleksne. Ako je kompleksan korijen \; = « + i visSestrukosti m, onda
karakteristi¢na jednadzba ima i konjugirano kompleksan korijen Ao = a — i3
visestrukosti m.

Sada imamo 2m realnih na intervalu linearno nezavisnih rjeSenja (—oo, +00)
oblika

mfleaa:

e*® cos fx, xe*Tcosfx, ..., T cos fx,

€% sin Bz, xe®sin Bz, ..., " e sin Ba.

Dakle, svakom paru konjugirano kompleksnih rjeSenja « + i visestrukosti m
odgovara 2m realnih linearno nezavisnih rjesenja navedenog oblika.

Linearna kombinacija nadenih n linearno nezavisnih rjesenja s proizvoljnim
konstantama je opce rjesenje. Pri ¢emu realnom korijenu A viSestrukosti m
u izrazu opéeg rjesenja odgovara ¢lan P, ;(x)e®, a paru konjugirano kom-
pleksnih korjena a + if viSestrukosti m odgovara ¢lan e**(P,,_1(x) cos Sz +
Qm—1(x)sin fx), gdje su Pp,—1(x) i Qpr—1(x) polinomi stepena m—1 s proizvoljnim
koeficijentima.

Primjer 2.4.8. Naci opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

y/// _ 3y// + Sy/ —y=0.

n

6 (uv)(™ = Z (:) uk)y(n=F)

k=0
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

Rjesenje. Rjesenja trazimo u obliku y = e**. Nakon uvrstavanja u diferenci-
jalnu jednadzbu dobivamo sljede¢u karakteristicnu jednadzbu

A =3 431 -1=0.
Korijeni ove jednadzbe su A1 = Ao = A3 = 1. Sljedece funkcije
Y1 =€", yo = we”, yg = x’e”

¢ine fundamentalni skup rjesenja, pa je opce rjesenje dato sa

y = Che® + Coze® + Cyz’e” = *(C1 + Cox + ngQ).

Primjer 2.4.9. Naci opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
y" — 7y’ + 16y — 12y = 0.
Rjesenje. RjeSenja trazimo u obliku y = e**. Nakon uvrstavanja u diferenci-
jalnu jednadzbu dobivamo sljede¢u karakteristicnu jednadzbu
N —TA? + 161 — 12 = 0.

Korijeni ove jednadzbe su A\ = 3 i Ay = A3 = 2. Sljedece funkcije

3x 2z

yr =€, yy = €, ys = we
¢ine fundamentalni skup rjesenja, pa je opce rjesenje dato sa

y = C1%® 4 Coe® + Czxe®™ = 013" + 27 (Cy + Csx)

Primjer 2.4.10. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
y W — 4y 45y — 4y + 4y = 0.
Rjesenje. RjeSenja trazimo u obliku y = e**. Nakon uvrstavanja u diferenci-
jlanu jendadzbu dobivamo sljedec¢u karakteristi¢nu jednadzbu
M — AN+ 502 — 4N +4=0.

Korijeni ove jednadzbe su Ay = Ao = 2, A3 =i i Ay = —i. Sljedece funkcije

y1 = €%, yp = xe®®, y3 = cosx, ys = sinzx
¢ine fundamentalni skup rjesenja, pa je opce rjesenje dato sa

y = e**(Cy + Cyz) + C3cosx + Cysinx

Primjer 2.4.11. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

y(4) _ 4y/// + 8y// _ 8y’ +4y = 0.
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

Rjesenje. Rjesenja karakteristicne jednadzbe
A= AN 8N —8A+4=0
su: A1 = Ao =144, A3 = Ay = 1 —i. Sljedece funkcije
e cosz, e sinx, re® cosx, re¥sinx
¢ine fundamentalni skup rjesenja, pa je opce rjesenje dato sa

y =e”[(C1 + Cax) cosx + (C5 + Cy) sin ]

¢
Primjer 2.4.12. Naci opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
y® — 4@ L8y — 8y + 16y’ — 16y = 0.
Rjesenje. Rjesenja karakteristicne jednadzbe
A= AT+ 8M —8A7 +16A — 16 =0
sw: Ay =1, Ay = A3 = 24, Ay = A5 = —2i. Sljedece funkcije
e”, cos2x, xcos2x, sin2x, xsin2zx
¢ine fundamentalni skup rjesenja, pa je opce rjesenje dato sa
y = Cre* 4+ (Cy + C32) cos 2z + (Cy + Csz) sin 2z
¢

2.4.4 Linearna nehomogena diferencijalna jednadzba sa kon-
stantnim koeficijentima

Sada ¢emo posmatrati linearnu nehomogenu diferencijalnu jednadzbu sa kon-
stantnim koeficijentima

Liy) =y™ + pry™ D+ 4 pury) +pay = f(2), (2.10)
gdje smo kao i u slucaju homogene jednadzbe pretpostavili da su pq, ..., p, realni
brojevi. Za funkciju f(z) pretpostavljamo da je neprekidna na nekom intervalu
(a,b). Vidjeli smo da je opce rjeSenje nehomogene linearne diferencijalne jed-
nadzbe jednako sumi opéeg rjesenja odgovarajuée homogene jednadzbe i bilo ko-
jeg partikularnog rjesenja posmatrane nehomogene jedndazbe, vidi Teorem 2.4.6.

Pokazali smo na koji na¢in mozemo dobiti fundamentalni skup rjesenja odgo-
varajuée homogene linearne diferencijalne jednadzbe. Da bismo nasli opée rjeSenje
nehomogene ostalo je jos da pronademo jedan partikularni integral(rjeSenje) pos-
matrane nehomogene jednadzbe.

Prije nego pokazemo univerzalni metod za nalazenje partikularnog rjesenja ne-
homogene jednadzbe (2.10), posmatraéemo jedan specijalan sluc¢aj funkcije f(z)
kod kojeg ¢emo metodom neodredenih koeficijenata moc¢i pronaci jedno partiku-
larno rjesenje.
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

2.4.4.1 NalaZenje partikularnog rjesenja metodom neodredenih koefi-
cijenata kad funkcija f(z) ima specijalan oblik

Pretpostavimo da je f(x) = Py, (x)e!®, tj. da jednadzba (2.10) glasi
Ly) =y +piy" ™V + -+ pu1y) + puy = Pr()e, (2.11)

gdje je Pp(x) = apx™ + -+ 4+ @m-1Z + @, m > 0 polinom sa realnim ili
kompleksnim koeficijentima(moze biti i konstanta), a g realan ili kompleksan
broj(moze biti i nula).

Pri formiranju partikularnog rjesenja posmatrat ¢emo sljedeca dva slucaja.

Slucaj 2.4.1. Pretpostavimo da p nije korijen karakteristicne jednadzbe koja
je pridruzena odgovarajucoj homogenoj jednadzbi. U ovom slucaju partikularno
rjesenje y,(x) trazimo u obliku

Yp(x) = Qm(z)e",

gdje je Qm(x) = bgx™ + b1z™ L + -+ + by_17 + by, polinom m—tog stepena sa
neodredenim koeficijentima.
Koeficijente polinoma Q,(x) nalazimo iz wvjeta

L(Qm (x)e?) = Pp,(2)e".

Odavde izjednacavenjem koeficijenata uz iste stepene x, i koristenjem pretpostavke
da p nije korijen karakteristicne jednadzbe, dobivamo koeficijente bg, by, ..., b
odredene jedinstveno.

Sada ¢emo posmatrati drugi slucaj.

Slucaj 2.4.2. Pretpostavimo da je p korijen visestrukosti r > 1 karakteristicne
jednadzbe pridruZene odgovarajucoj homogenoj jednadzbi, tj. da je

P(p)=P'(p)=...= PUD(u)=0, P(n)#0
gdje smo sa P(X\) oznadili karakteristicni polinom. U ovom slucaju partikularno

rjesenje ne mozemo traZiti u obliku y,(x) = Qm(x)e!®, jer je P(u) = 0. Zato
partikularno rjesenje trazimo u obliku

Yp(x) = 2" Qun ()",

gdje je Q. (x) polinom oblika kao u prvom slucaju.
Koeficijente polinoma Q.,(x) nalazimo iz uvjeta

L(z"Qm(x)e!™) = Py (x)e!”.

Izjednacavanjem koeficijenata uz iste stepeme x, i koristenjem cinjenice da je
P (x) # 0, dobivamo koeficijente polinoma Q,(x) odredene jedinstveno.
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

Primjedba 2.4.2. Opisani postupak moZe se koristiti za rjeSavanje diferenci-
jalne jednadzbe oblika

L(y) =Y Py (@)e™,
k=1

gdje su Py, (x) polinomi stepena my. U tom slucaju treba odrediti partikularna
rjesenja yi(x) jednadibi L(y) = Pn, (x)e!*z, 1 < k < s, a onda primijeniti

S
ranije osobine rjeSenja, tj. partikularno riesenje ée biti y(x) = Zyk(x)
k=1
Metod neodredenih koeficijenata moze se koristiti za trazenje partikularnog
rjesenja diferencijalne jednadzbe (2.10) kod koje je
f(x) = [PV (z) cos Bz + P () sin f]e®, (2.12)

gdje su P )(m) i p? )(3:) dati polinomi stepena manjeg ili jednakog m. Ako pri-
mijenimo Eulerove formule

iBx —ifx iBx _ ,—ifx
cos Bx = %, sin fx = %
onda izraz (2.12) mozemo napisati u sljede¢em obliku
f(x) = P (x)el 0% 4 PR (a)el* 1) (2.13)

gdje su Py(nl)(x) i E(nz)(x) polinomi stepena m. Primijetimo da je sad desna strana

oblika koji smo prethodno razmatrali. Zato je potrebno posmatrati sljedeca dva
slucaja.

Slucaj 2.4.3. Pretpostavimo da broj a+if nije korijen karakteristicne jednadzbe.
Tada se partikularno rjesenje traZi u sljedecem obliku

= QD (@)D 1 O ()0

gdje su Q%)(z) i Q) (z) polinomi stepena m sa meodredenim koeficijentima.
Odnosno
yp = " (QW) (z) cos Bz + QY (w) sin )

u realnom obliku, gdje su Q%)(;E) i Q%)(I) polinomi m—tog stepena sa meo-
dredenim koeficijentima.

Slucaj 2.4.4. Neka je sada a+1if korijen karakteristicne jednadzbe visestrukosti
r > 1. Tada partikularno rjesenje traZimo u sljedecem obliku

v =" (QW (@)D 1+ QR (@)el*=P7)
Odnosno
yp = 27 (Q\) () cos Bz + Q) (x) sin fx)
u realnom obliku, gdje su Qﬁ}) (z) z'QS,Q,) (z) polinomi m—tog stepena sa neodrede-

nim koeficijentima.
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

Primjedba 2.4.3. Ako u izrazu (2.12) polinomi na desnoj strani imaju razlicit
stepen, npr. mq i meo, redom, onda se u partikulanom rjeSenju za stepen m

polinoma QE}J(J;) i QY (z) uzima m = max(mq, ms).
Primjer 2.4.13. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
y" — 5y + 6y = 62% — 10z + 2.
RjeSenje. Posmatrajmo homogenu jednadzbu pridruzenu polaznoj jednadzbi:
y" — by’ + 6y = 0. Karakteristi¢na jednadzba A% — 5\ 46 = 0 ima rjesenja \; = 2

i A2 = 3. Njeno opée rjesenje je dato sa y, = C1e2* + C2e3®. Kako p = 0 nije
rjeSenje karakteristicne jednadzbe, partikularno rjesenje trazimo u obliku

Yp = A2’ + Bz + C.
Uvrstimo y, u polaznu jednadzbu. Tada je:

6 -/ y,=As>+Bx+C
(=5) -/ y,=2Az+B
1 -/ y =24

6A2* + (6B — 10A)z + 6C — 5B + 2A = 62% — 10z + 2,
odakle dobivamo sistem
6A =06, 6B —104A=—-10, 6C —5B+2A =2
¢ije je rjesenje A =1, B =01 C = 0. Dakle, opce rjeSenje je dato sa

Y =yn +yp = C1e** + Coe®” + 27,

Primjer 2.4.14. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

y" — 5y’ = —ba? + 2.
RjeSenje. Posmatrajmo homogenu jednadzbu pridruzenu polaznoj jednadzbi:
y" — 5y’ = 0. Karakteristi¢na jednadzba A\? — 5\ = 0 ima rjeSenja A\; = 0 i

A2 = 5. Njeno opée rjesenje je dato sa y, = C; + C2e°®. Kako je u = 0 rjeSenje
karakteristi¢ne jednadzbe viSestrukosti 1, partikularno rjesenje trazimo u obliku

y, = (Az* + Bz + C).

Uvrstavanjem g, u polaznu jednadzbu i sredivanjem kao u prethodnom primjeru
dobijemo da je A = %, B =01 C = 0. Dakle, opce rjesenje je dato sa

1
y=yn+yp,=0C1 + Cye® + 5583'
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

Primjer 2.4.15. Nadéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

y// B y/ _ 66293
Rjesenje. Posmatrajmo homogenu jednadzbu pridruzenu polaznoj jednadzbi:
y” —1' = 0. Karakteristi¢na jednadzba A\? — 1 = 0 ima rjesenja \; = 11 Ay = —1.
Njeno opce rjesenje je dato sa yp = Cre” + Coe™ . Kako p = 2 nije rjeSenje
karakteristicne jednadzbe, partikularno rjesenje trazimo u obliku

Yp = Ae?®.

Uvrstimo g, u polaznu jednadzbu. Tada imamo:

(=1) ) yp=Ae*
0 -/ y,=24e*"
1/ oy = 4Ae*®
3Ae% = 6e®,

odakle slijedi da je A = 2. Opce rjesenje je dato sa

Y =yn +yp = Cre” + Cae™ " + 26>,

Primjer 2.4.16. Naéi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

y// _4y/+4y _ 26275.

Rjesenje. Posmatrajmo homogenu jednadzbu pridruzenu polaznoj jednadzbi:
y" — 4y’ + 4y = 0. Karakteristicna jednadzba A2 — 4\ + 4 = 0 ima rjeSenja
A1 = A2 = 2. Njeno opée rjesenje je dato sa y;, = C1e?* + Coze?*. Kako je p = 2
rjesenje karakteristi¢ne jednadzbe visestrukosti 2, partikularno rjeSenje trazimo
u obliku

Yp = Ax?e®.
Uvrstavanjem y, u polaznu jednadzbu i sredivanjem kao u prethodnim primjer-
ima dobivamo da je A = 1, pa je opce rjesenje dato sa

y=yn+yp=C1+ Coxe®® + 12e2®,

Primjer 2.4.17. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
y" — 6y’ + by = —3e® + 5z,
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RjeSenje. Posmatrajmo homogenu jednadzbu pridruzenu polaznoj jednadzbi:
y" — 6y’ + 5y = 0. Karakteristicna jednadzba A?> — 6\ + 5 = 0 ima rjeSenja
A1 = 11 Ay = 5. Njeno opée rieSenje je dato sa y;, = Cre® 4+ Cye®®. Odredimo sad
partikularna rjesenja svake od sljedec¢ih jednadzbi:

Yy’ — 6y + by = —3e”,
y" — 6y’ + by = 5a?,

Za prvu jednadzbu je p = 1 rjesenje karakteristicne jednadzbe pa partikularno
rjeSenje je oblika y; = Axe”. Jednostavno se dobiva da je A = % pajeys = %xe“
partikularno rjesenje.

Za drugu jednadzbu p = 0 nije rjesenje karakteristicne jednadzbe, partiku-
larno rjesnje trazimo u obliku y» = Az? + Bx + C. Sliéno kao i u prethodnim
primjerima dobivamo da je A =1, B = % iC = %, paje yo = 2 + %x + %
partikularno rjesenje druge jednadzbe.

Sabiranjem ova dva partikularna rjesenja, dobivamo partikularno rjesenje po-
lazne jednadzbe, tj.

+ 3 . eI 12 n 62
= =-—-zxe®+ar°+ —x+ —.
Yp = Y1 TY2 1 5 2%
Opce rjesenje polazne jednadzbe je
3 12 62
Y=Yn+Yp :01€m+02€5z+1xex+x2+€x+%.

Primjer 2.4.18. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

y" +y — 2y =e“(cosx — Tsinz).

RjeSenje. Posmatrajmo homogenu jednadzbu pridruzenu polaznoj jednadzbi:
y" + 1y — 2y = 0. Karakteristi¢na jednadzba A? + A — 2 = 0 ima rjeSenja A\; = 1
i A2 = —2. Njeno opce rjeSenje je dato sa y, = Cre® + Cre 2. Kako y=1+1
nije rjesenje karakteristicne jednadzbe, partikularno rjesenje trazimo u obliku

yp = e“(Acosz + Bsinx).
Uvrstimo y, u polaznu jednadzbu. Tada je:

(—=2) -/ yp=e€"(Acosz+ Bsinz)
1 -/ y,=e"[(A+B)cosz + (B — A)sinz]
1 ./ yg = e*(2Bcosz — 2Asin )

e’ [(3B — A)cosx — (B + 3A)sinx] = e*(cosx — Tsinz),
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

odakle dobivamo sistem
3B—A=1, —-B—-3A= -7,

Cije je rjeSenje A = 2 1 B = 1. Dakle, partikularno rjesenje je y, = e*(2cosz +
sinz), pa je opée rjesenje dato sa

y=yn+yp=Cre” + Coe ™" + e*(2cos + sin ).

Primjer 2.4.19. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
y" 4+ +y=—13sin2x.
Rjesenje. Posmatrajmo homogenu jednadzbu pridruzenu polaznoj jednadzbi:

y" +y' + 4y = 0. Karakteristi¢na jednadzba A2 + X + 1 = 0 ima rjeSenja A\ 2 =
—% + ? Njeno opce rjesenje je dato sa

Yp = e % (01 cos ?z + Cysin ?w) .

Kako 1 = 2¢ nije rjesenje karakteristicne jednadzbe, partikularno rjesenje trazimo
u obliku
Yp = Acos2x 4 Bsin2z.

Uvrstavanjem y, u polaznu jednadzbu i sredivanjem dobivamo da je A = 2 i
B = 3, pa je opce rjesenje dato sa

- 3 3
Y=ynt+yp=¢e 2 (Cl cos gx—kCzsin {x) ~+ 2cos 2z + 3sin 2x.

Primjer 2.4.20. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

y" +y=2sinz.
Rjesenje. Karakteristi¢na jednadzba homogene diferencijalne jednadzbe A2 4
A+ 1 =0 ima rjeSenja A; 2 = £i. Njeno opce rjeSenje je dato sa y, = Cicosx +

Cysinz. Kako je pu = ¢ rjesenje karakteristicne jednadzbe visestrukosti 1, par-
tikularno rjesenje se trazi u obliku

yp = z(Acosz + Bsinz),

odakle dobivamo da je A = —11 B = 0, pa je y, = —xcosz. Opce rjesenje je
dato sa
Y=1Yn+Yyp =Cicosz+ Cysinz —xcosz.
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2.4.5 Zadaci za samostalan rad
1. Nadi opce rjesenje sljedec¢ih diferencijalnih jednadzbi:
(i) y" —6y" +8y=0;
)y =13y’ — 12y = 0;
) y® —10y" + 9y =0;
) Y+ 2y +2y=0;
)y +y=0;
(i) ¥4y = 0;
) y® +y@ 29" + 2" 4 +y =0;
) ¥ +2y +2y=0;
) Y@ +y=0;
(x) ¥ +y"=0.
2. Metodom neodredenih koeficijenata naéi opée rjeSenje sljedeéih diferenci-
jalnih jednadzbi:
i) ¢ —y=—z+1
) Yy =de”;
)y =2y — 3y =—4e* + 3;
)y =3y = e3 — 18q;
)y —y = 4de”;
(vi) o —y" + 4y — 4y = 3e®* — 4sin 2x;
)
)
)

(vii) ¢"” — 2y’ 4 2y = ze” sinx;
(viii) " + 4y = 22 sin? ;
(ix) ¥ +2y" +y' =2z +1)sinz + (22 — 4z) cos z.

2.4.6 Linearne diferencijalne jednadzbe sa nekonstantnim
koeficijentima

Vidjeli smo da se homogene linearne diferencijalne jednadzbe n—tog reda sa kon-
stantnim koeficijentima uvijek mogu rijesiti tako sto se nadu korijeni pridruzene
karakteristi¢ne jednadzbe. Zato je potpuno prirodno pitanje o moguénosti pre-
vodenja linearne homogene jednadzbe sa nekonstantnim koeficijentima u jed-
nadzbu sa konstantnim keoficijentima.

U onome sta slijedi pokazat ¢emo transformaciju nezavisno promjenljive pomocu
koje se moze linearna diferencijalna jednadzba n—tog reda sa nekonstantnim ko-
eficijentima transformirati u jednadzbu sa konstantnim koeficijentima. Takoder,
pokazat ¢emo i neke transformacije(smjene) pomocu kojih se mozZe sniziti red
posmatrane jednadzbe, kao i univerzalni metod trazenja partikularnog rjesenja
nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe.
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2.4.6.1 Transformacija nezavisne varijable

Posmatrajmo linearnu nehomogenu jednadzbu n—tog reda sa nekonstantnim koe-
ficijentima

y(”) + pl(x)y(”_l) + o+ 1 (@)Y + pu_1(x)y =0 (2.14)

Cilj ovog metoda je da se pronadu smjene nezavisno promjenljive pomoc¢u kojih
¢e se jednadzba (2.14) svesti na jednadzbu sa konstantnim koeficijentima.
Stavimo

t = p(x) (2.15)

gdje je funkcija ¢ diferencijabilna potreban broj puta na svom domenu. Sada
imamo,

Y(r) = yt'(z) =y’ (2),
y'(z) = ytz(w’(w)) + " (),
yM (@) =y (¢ (@) + +y<p(”’()

Uvrstavanjem u jednadzbu (2.14) dobivamo sljedeéu jednadzbu

v (¢ (@)" 4+ g™ (@) A pa(@)y = 0.

Nakon dijeljenja sa (¢'(x))™ dobivamo

N %yzg (2.16)

Iz (2.16) vidimo da je funkciju ¢(x) potrebno odabrati tako da koeficijent uz
y bude jednak konstanti. Stavimo
() 1
(¢'(z)) e
Odavde dobivamo

x):c/ @)z,

Jedna od poznatih jednadzbi koja se moze rijesiti na ovaj nacin je Fulerova
linearna diferencijalna jednadzba koja ima oblik

(az +)"y"™ + pr(az +b)" "ty . 4 p_i(ax + b)Y + pay =0,

gdje su p1,p2,...,Pn,a,b realne konstante. Ova jednazba se lako svodi na jed-
nadzbu
2"y +az" YD 4 an gy + any =0,

pa ¢emo posmatrati ovu zadnju napisanu. Koeficijenti ove jednadzbe zadovo-
ljavaju uvjete Teorema o egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja pa su sva Cauchyeva
rjeSenja definirana na intervalu (—oo,0) ili (0, 00), a tacka @ = 0 je singularna.
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

an
xn

t= c/ . a—ndm.
xn

Uzmimo ¢ = % Uvrstavanjem u prethodnu smjenu i integriranjem dobivamo
n

U nasem slucaju p,(z) = Sada smjena nezavisno promjenljive x glasi

da se Eulerova jednadzba moze svesti na jednadzbu sa konstantnim koeficijentima
smjenom
t=Inz, z>0iliz = ¢,

t=1In(-x), z < 0iliz = —e".

Primijetimo da jednadzba sa konstantnim koeficijentima na koju se svodi Eu-
lerova jednadzba ima partikularna rjeSenja oblika et i t™e*. Tada Eulerova jed-
nadzba ima partikularna rjeenja oblika 2* i (Inz)™z?. Zato se rjeSenje Eulerove
jednadzbe moze traziti i u obliku

y =, x>Oiliy:(—x)>‘, x <0,
gdje parametar A treba odrediti. Nakon uvrstavnja ove smjene jednadzba postaje
MA=1)---A=n+1)+pAXA=1)--- A=k+2)+ - +pp1A+pulz* = 0.

Odavde, vidimo da je funkcija 2* rjesenje Eulerove jednadzbe ako i samo ako je
A korijen jednadzbe

A= A=n+1)4+pAXA—=-1) - A=k+2)+ - +pp_1XA+p, =0,

koja se naziva karakteristicna jednadzba Eulerove jednadzbe. U odnosu na prirodu
korijena, razlikuju se sljedeéi slucajevi:
(i) Ako je A realan korijen, rjeSenje je a?.
(ii) Ako je A = a+if prost kompleksan korijen, onda Eulerova jednadzba ima
linearno nezavisna rjesenja

x%cos(Blnx)ix®sin(flnx).

(iii) Ako je A realan korijen reda m, onda diferencijalna jednazba ima linearno
nezavisna rjeSenja z*, z Inz, ..., 2  In™ 2.

(iv) Ako je A kompleksan broj reda m, onda su linearno nezavisna rjeSenja data
sa:

m—1

% cos(Blnx),z%Inxcos(Blnzx),...,z%In zcos(Blnx),

m—1

z%sin(flnx),z*Inzsin(flnx),...,z%In xsin(flnx).

Kao sto smo radili u slu¢aju nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe sa
konstantnim koeficijentima, tako i ovdje odredujemo partikularno rjesenje.

Primjer 2.4.21. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

22y’ — 22y +2y =0 za x > 0.
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Rjesenje. Uvedimo smjenu z = ¢'. Tada je

1
Yo=Y tp =1y, — =y,
Ty

Yo = (yle™" —yre e = ey — ).
Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobivamo da je

2yl —y)e 2 — 2elyle™t + 2y = 0 ili
y! — 3yl +2y = 0.

Karakteristi¢na jednadzba A2 — 3\ + 2 = 0 ima rjeSenja A\ = 1i Ay = 2 pa je
opce rjesenje dato sa
y = Cre’ + Coe?.

Kako je z = €?, to je opée rjeSenje polazne jednadzbe dato sa y = C1z + Cox?. ¢

Primjer 2.4.22. Naci opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

2y —3xy' + 5y =0 za x > 0.

Rjesenje. Potrazimo rjeSenje u obliku y = 2*. Uvrstavanjem u polaznu jed-
nadzbu dobivamo da je [A\(A — 1) — 3\ + 5] z* = 0. Rjesenja jednadzbe A(A—1) —
3A+5=2A2 -4\ +5=0su A\ 2 =21, pa je ople rjedenje dato sa

y=2?(Cycoslnz + Cysinln ).

Primjer 2.4.23. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
(1—a2?)y" —ay =Ky =0
smjenom t, = u(x).

Rjesenje. Imamo da je

/

Yo =Yi -ty = Ypu

d dy, du
" _ 1y — Yt r_
Ya iz (yyu) dr u(r) + 7d:1:yt
dy, dt du ,
= — =
dt dr" " dz Pt

2 !
=Y U+ UL Yy

Uvrstavanjem, polazna jednadzba se svodi na
(1— 2Py + [(1 - 2?)ul, —uz]y, — k*y = 0.

z =
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Odaberimo u(r) tako da je koeficijent uz y, nula, tj. (1—x2)u’,—uz = 0. RjeSenje
ove jednadzbe je

C
u(r) = —,
@) = ——
dt c
pa je — = ———. Jednostavno se vidi da je
dx |1 — 22|
s — J \/% = Carcsinz, lz| < 1;
(z) = J A =COm|2r +2va2 1], 2] > 1.

Datom smjenom za C' = 1 polazna jednadzba se svodi na jednadzbu

gl =Ky =0 |z[ <1
g + Ky =0 |z[>1,

Cija su rjesenja data sa
y =CreM 4+ Che™™, x=sint, |z|]<1

t
y =Ccoskt + Cysinkt, v =e ' + ez, |x] > 1

Opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa

( )_ Clekarcsinm+C2e—karcsin3:, |$| < 1;
Y\ = C’lcos(kiln’2x+2\/ac2—l|)+Cgsin(k;1n’2x+2\/x2—l|), |z| > 1.
¢

Primjer 2.4.24. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

2zy" +y — 2y = 0.

Rjesenje. Uvedimo smjenu z = ¢(t), gdje ¢emo ¢(t) pogodno odabrati. Tada
je

/=/~t/=&= Ye
yx yt x / @’(t)

d (dy d d d
m_ ) ) = — () ') =
= () = 45 ) = 4 s + v (8)

d

= W) ot Tyt =

vy (1) By — "Dy

IR0 R0 BT ) B
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jer je
1 1

R0

o402 ()~ 4 )58

Uvrstavajuéi y, 1y u polaznu jednadzbu dobivamo
/ t " 1 t ! /
% [w()ytls ¥ ()yt] + %/t
@"3(t) ©'(t)
20(t)¢' ()y) — [20(t)" (8) — ()] yi — 299" (1) = 0.
Odaberimo funkciju ¢(t) tako da je koeficijent uz y; nula. Tada je
20(t)¢" (t) — "(t) = 0.
Da bismo rijesili ovu jednadzbu uvedimo smjenu ¢'(t) = u. Tada je
%ﬂ_w%LJW® de _ du
PWTE TR T Tde At dy
Tada se posljednja jednadzba svodi na

d
2<p-—u-u—u2:O.
dy

—2y=0ili

RjeSenje ove jednadzbe je u? = |C|p. Uzmimo da je C' = 1. Kako je u = ¢’, to je
@} = /. Opce rjesenje ove jednadzbe je

2% =t+D.

t2
Odaberimo da je D = 0 i stavimo da je |z| = ¢(t) = T Ako je z > 0, poslije ove

smjene polazna jednadzba se svodi na
2 2t 2t\°
2. .=y oy (=) =o0il
1 1 y<J o
y// —y = 0.
Opce rjesenje ove jednadZzbe je y = Cret + Cae™t. Ako je z < 0, ovom smjenom
polazna jednadzba se svodi na

2 2 2\*

y// +y= 0.
Opée rjesenje ove jednadzbe je y = C; cost + Cosint.
Opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa
() = C1e2VT 4 Che=2V7, x> 0;
v\ = Ci cos (2/=x) + Cysin (2¢/=z), =z <0.
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2.4.6.2 Transformacija nepoznate funkcije (snizavanje reda)

Ovdje ¢emo pokazati da ukoliko znamo neka linearno nezavisna rjesenja jed-
nadzbe (2.8), onda pomocu tih rjeSenja mozemo sniziti red te jednadzbe. Neka
su funkcije p1(x), p2(x),...,pn(x) neprekidne na (a,bd) i neka je yi(x) partiku-
larno rjesenje za koje je yi(x) nije identicki jednak nuli na (a,b). Uvedimo novu
funkciju u(z) na sljedeéi nacin

o) = (o) [ulepda, . ue) = (L2 )

Odavde imamo,

y = ) / w(@)dz + yiu,

n n\ (- e
y" = y§)/“dx+<1)y§ Dt oo gpu=h),

sada je
L(y) = L(y) / wdz + g (@)™ + ay (@) a2 4 -+ an_s (@) + a1 ().

Kako je L(y1) = 0, onda je funkcija y(z) je rjeSenje jednadzbe (2.8) ako i samo ako
je funkcija u(x) rjeSenje homogene linearne diferencijalne jednadzbe (n — 1)—tog
reda

y1(2)u™ ™ 4+ ag (2)u™D 4 g o (2)u + ap (2)u =0

odnosno jednadzbe
w4 by ()P 4 by o () 4 bp_u =0 (2.17)

a;(z)
yi(z)?
eventualno u tackama u kojima je y;(x) jednak nuli.

Sada ¢emo vidjeti kakva je veza izmedu fundamentalnih skupova rjesenja

jednadzbi (2.8) i (2.17).

gdje su b;(z) = i = 1,2,...,n — 1 neprekidne funkcije na (a,b), osim

Tvrdnja 2.4.4. Ako su funkcije ug(x),us(x),. .., u,(x) fundamentalni skup rjesenja
jednadzbe (2.17), onda su funkcije

n@.n(z) [, [ @
fundamentalni skup rjesenja jednadzbe (2.8).
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Dokaz. Funkcije

yl(x),yl(a:)/ug(x)dx,...,yl(as)/un(m)dx

su rjeSenja jednadzbe (2.8). Pokazimo da su ta rjeSenja linearno nezavisna. U
tom cilju pretpostavimo suprotno, tj. da su funkcije yi(z), y1(z) [us(z)dz, ...
s 1 () [up(x)dz linearno zavisne. Onda imamo

a1y1(x) + agy: (x) /ug(x)dx + -+ apyr () /un(m)dm =0,

pri cemu (aq,...,a,) # (0,0,...,0), jer bi u protivnom moralo biti a3 = 0, jer
y1(x) nije identicki jednako nuli na (a,b). Zadnji identitet podijelimo sa y; (z)
zatim diferenciramo tako dobiveni identitet, imamo

agua () + -+ + ap()u,(x) =0,

a ovo je suprotno polaznoj pretpostavci o linearnoj nezavisnosti funkcija uq(x),
., up(x). Dakle, funkcije

(@), 11 (2) / (@), -1 (2) / i (2)dz

moraju biti linearno nezavisne, zato ¢ine fundamentalni skup rjesenja jednadzbe
(2.17). O
Sljedeéa Tvrdnja govori o nadinu snizavanja reda jednadzbe (2.8) ako je poznato
k linearno nezavisnih partikularnih rjesenja ove jednadzbe.

Tvrdnja 2.4.5. Ako znamo k linearno nezavisnih rjesenja yy (x), y2(2), - . ., yp(x)
C™(a,b) diferencijalne jednadzbe (2.8), onda se red jednadzbe moZe sniziti za k,
pri cemu je dobivena diferencijalna jednadzba (n— k)—tog reda i ostaje homogena
i linearna.

Dokaz. Smjenom y(z) = yi(z) [u(z)dr jednadzba (2.8) se transformira u
diferencijalnu jednadzbu (2.17) koja je (n — 1)—reda i po prethodnoj Tvrdnji
ima (k — 1) poznatih rjesenja

i~ () = (32

Ova rjesenja su linearno nezavisna. Naime, ako nisu onda iz

asus(x) + -+ agur(z) =0, (ao,...,ax) # (0,...,0),
integracijom, dobivamo

y2(z) et akyk(l“)

y1(z) y1(z)

a1 + oo
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tj.
a1y1(x) + agye(x) + -+ + agyr(z) =0,
a ovo je nemoguce zbog linearne nezavisnosti rjesenja yq(x),. .., yx(x). Budud
/
w
da je ug(x) = (yg(ac)> = (y22, v) # 0 na (a,b), novom smjenom u(x) =
y1(7) Y1

us(z) [v(z)dz, diferencijalna jednadzba (2.17) se transformira u homogenu li-
nearnu diferencijalnu jednadzbu (n — 2)—og reda sa poznatih (k — 2)— linearno
nezavisnih rjesenja

v (.1?) _ ’U,3($) ' v ($) _ uk(x) '

3 — uz(x) g ey Uk — u2(x) .
Nastavljajuéi ovako dalje, poslije k koraka dolazimo do homogene linearne dife-
rencijalne jednadzbe (n — k)—tog reda. O

2.4.6.3 Homogena linearna diferencijalna jednadZzba drugog reda

Ovdje ¢emo pokazati neke tehnike za rjesavanje diferencijalnih jednadzbi drugog
reda.
Prvo ¢emo posmatrati slucaj svodenja na jednadzbu koja ne sadrzi prvi izvod.

Slucaj 2.4.5. Posmatrajmo homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu drugog
reda

L(y) =y" +p@)y’ +q(z) =0.
Smjenom y = a(x)z, gdje je z = z(x) nova nepoznata funkcija, ova jednazba se
svodi na

o (2)z + 2/ (2)2" + a(x)2” + p(z) [o/ (2)z + a(z)2] + q(z)a(z)z2 =0 il

2+ [23;55) +p(x)} 2+ [O;:/((;)) +p(a:)zl(x) +q(@)|z=0.

Odaberimo «o(z) tako da koeficijent uz 2z’ bude nula:

20/ (x)

a(x)

+p(z) =0.

_ [ =)
Rjesenje ove jednadzbe je a(x) = e i  Kako je

(o) = LD [ a"u):[_f“@) p%c)]e—f o)
2 ’

dobivamo jednadzbu
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Dakle, smjenom

y=e J st
linearna homogena diferencijalna jednadzba se svodi na jednadzbu
2+ I(x)z=0

gdje je / ,
I(x) = _P@) _pr) +q(z).

2 4

Ovim postupkom smo linearnu jednadzbu drugog reda sveli na jednadzZbu drugog
reda u kojoj nema prvog izvoda. Funkcija I(x) naziva se invarijantom jednadzbe
y' + p(x)y + q(x)y = 0. Jasno je da ako moZemo integrirati jednadzbu 2z +
I(x)z = 0, onda moZemo integrirati i polaznu jednadzbu. Ako je I(x) = const. ili

I(z) = -——=5 onda se jednadzba y" +p(z)y'+q(x)y = 0 moZe svesti na linearnu
T—a

diferencijalnu jednadzbu sa konstantnim koeficijentima ili Fulerovu diferencijalnu
jednadzbu.

Sad ¢emo vidjeti kako mozemo naéi opée rjesenje homogene linearne difer-
encijalne jednadzbe drugog reda ako je poznat jedan njen partikularni inte-
gral(rjeSenje)

Slucaj 2.4.6. Posmatrajmo homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu drugog
reda

L(y) = y" + p(z)y + q(z)y = 0.

Neka je poznato jedno partikularno rjeSenje y1(x). Smjenom y = y1 [ udz, gdje
je u = u(x) nova nepoznata funkcija, ova jednazba se svodi na

L) = [ ude -+ 29+ pylu+ ol =
Kako je L(y1) = 0 dobivamo da je

2y + p(z)y ] u+yu' =0 dli

2
o+ [y +p(x)} u=0.
Y1

Rjesenje ove jednadzbe je

_ ge—fp(a:)dx.

ul=) yi

Uzmimo da je C = 1, tada dobivamo da je drugo partikularno rjesnje dato sa

e fp(ac)dx

y3
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éitatelju se ostavlja da dokaZe da su y1 i ys linearno nezavisna rjesenja, tj. da
¢ine fundamentalni skup rjesenja, sto se jednostavno dokazuje sa W(y1,y2) # 0
za svako x € (a,b). Opée rieSenje polazne jednadzbe je dato sa

e—fp(m)dm
01—1—02/726&%‘ .

Yi

Yy=u

Primjer 2.4.25. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

(1 — 22y —2zy + 2y =0.

RjeSenje. Jednostavno se vidi da je y; = x jedno partikularno rjesenje polazne

jednadzbe. Kako je p(z) = —7962, to je drugo partikularno rjesenje
x

).

e1—e? dz 1 1 1+z
=[5 m_m/u—x%ﬁ_x6ﬁ+2mh—x

Opce rjesenje polazne jednadzbe je

Primjer 2.4.26. Naéi opcée rjesenje diferencijalne jednazbe

1 1

1+
Rl

1—=x

y" —day’ + (42 - 3)y = 0.

Rjesenje. Uvedimo smjenu

_ [ p=) 2
y=e JHde, _ 2 [edz, _ o , 2= z(x).

Tada se jednadzba svodi na

2 —2=0,
Cije je opce rjesenje dato sa z = Che” 4+ Che™
jednadzbe dato sa

, pa je opce rjesenje polazne

y = Cre” + 4 Cpe® .

Primjer 2.4.27. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
(x-1)y" = (z+1)y' +2y =0,
ako se zna da ima partikularno rjesenje u obliku polinoma.
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Rjesenje. Pretpostavimo da je y, = 2" + arz™ ' + -+ a,. Tada je
y;; =na"! + al(n - 1)1‘”72 + -+ an_1
Yy, =n(n — Dz" 2 +ai(n—1)(n—2)2" 3+ +a, o
Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobijemo
(z—1)[n(n—1)2"?+ai(n—1)(n—2)z" > + -+ ap_a] —
(z41) [nz" +ar(n — 12" 2 4 apa]+2 [z + a2 4 a,] = 0.

Grupisanjem, dobivamo da je koeficijent uz najveci stepen jednak —n+ 2, odakle
slijedi da je n = 2. Ako potrazimo partikularno rjefenje u obliku y; = 22+ai1z+as,
dobivamo da je a; = 01 ag = 1, pa je jedno partikularno rjesnje y; = z2 + 1.
Drugo partikularno rjesenje je dato sa

7fp(x)dm %
ygz/eida::(xz—l—l)/(eidx

yi z? +1)?

) ez+ln(m—1)2 ) ot / N

Opée rjesenje je dato sa
y = Ci(z? +1) + Cye®.

Primjer 2.4.28. Naéi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
(2 — 22 4 2)y"" — 2%y + 2z’ — 2y = 0,

ako se zna da ima dva linearno nezavisna partikularna rjesenja u obliku polinoma.

RjeSenje. Stavimo da je y, = 2" +a12™ ' + -+ + a,. Tada je

Yy =nz" 4 a(n—1)2" 2+ a1
yp =n(n—1)z" % +a1(n —1)(n —2)z" > + - + ap_s.
yy' =n(n—1)(n —2)z" %+ ar(n —1)(n — 2)(n — 3)z" " + -+ + an_s.
Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobivamo
(22 —2242) [n(n — )(n — 2)2" 2 + a1 (n — 1)(n — 2)(n — 3)2" " + -+ + a,_3]
—2® [n(n—1)2" " +a1(n—1)(n—2)2" > + -+ + a,_o]
+ 2z [nx"_l +ai(n— 1)3:"_2 + -+ anfl] _9 [x" +a " 4 an] =0.

Izjednacavanjem koeficijenta uz najveéi stepen, imamo da je —n?+3n—2=0 <
ni; = 1, ny = 2. Pa su partikularna rjesenja oblika

yi=2+a1, yo2=2a>+0bz+bs.
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Uvrstavanjem ovih funkcija u polaznu jednadzbu nije tesko vidjeti da jea; =11
by =by =0, pajey =z, vyo=x2 Uvedimo sada smjenu y = yju = zu, u =
u(z). Tada je

y/ —u + ’U,/.Z‘, yl/ — 2u/ + .'L”U;”, yl// — 3u// + I’u”/.
Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu, imamo
u” (23 — 22 4 2x) +u” (—2 + 327 — 62 +6) = 0 ili

du” x3—3x2—|—6x—6d
= - x.
u!! 3 — 222 4+ 22

Integriranjem obje strane dobivamo da je
—2%+42 -6 |C||x? — 2z + 2|
Inu” = 1+ ——— | de = In —————
n /< +x3—2x2+2x) r=etin |3
ili
, |Cl|lz2 =2z +2| , |C|(2? -2z +2)
u' = e’ =
|27 22|

x

Ponovnim integriranjem obje strane dobivamo da je

2_92 2 —1)e*
u,zsgn(xw/weagdﬂcﬁcﬁ%

5 +Ca.

Na osnovu ovoga imamo da je

— 1)e”* x
U/<Cl(xx2)€+02>d$+03Clz+02w+03.

Opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa
y = C1e® 4+ Cyax? + Cy.

¢

Sada ¢emo vidjeti kako se svakoj linearnoj homogenoj diferencijalnoj jed-

nadzbi drugog reda sa neprekidnim koeficijentima na (a,b) pridruzuje autoad-
jungirana jednadzba.

Slucaj 2.4.7. Jednadzba oblika
p(@)y” +p'(2)y +q(z)y =0
ili
/
(p(x)y') +q(x)y =0

gdje su p(x) i q(x) neprekidne funkcije naziva se autoadjungirana(autokonjugirana)
jednadzba drugog reda. Ove jednadzbe javljaju se u teoriji rubnih problema.
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U tom cilju posmatrajmo jednadzbu

po(x)y" 4+ p1(x)y’ + pa(x)y =0,

sa neprekidnim koeficijentima na (a,b), pri emu je po(x) # 0 na (a,b). PomnoZimo
ovu jednadzbu sa funkcijom u(x). Imamo

po(@)u()y” + pr(@)p(@)y’ + pa(z)p(z)y = 0.
Lzaberimo p(x) tako da je
pi(@)p(z) = (po(z)p(z))"
Diferenciranjem desne strane dobivamo
po(@)i' () + (po(x) — p1(2))pu(z) = 0.

Odavde dobivamo

1 f p1(x)
x) = eJ Po@) dx.
ul) po(z)

Dakle, ako polaznu jednadzbu pomnoZimo sa dobivenom funkcijom u(x) dobivamo
jednadzbu u obliku

(p(2)y') + q(z)y =0,
gdje su

p1 () 2(x) f p1(2)
p(x = ef Po(&f)7 q(;p) =—"——"Ze Po(w),
) po(x)

gdje su p(x) i q(x) neprekidne funkcije na (a,b) i p(x) > 0.

Da bismo dobili opée rjesenje nehomogene jednadzbe trebamo, pored opceg
rjeSenja homogene, znati jedan partikularni integral nehomogene diferencijalne
jednadzbe. U nekim slucajevima moze se partikularno rjeSenje odrediti iz ob-
lika nehomogene diferencijalne jednadzbe. Medutim, postoje dva opca nacina za
nalazenje partikularnog rjeSenja nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe.
Prvi nacin je poznat kao Lagrangeov metod varijacije konstanti, a drugi nacin je
Metod Cauchyeve funkcije.

Ono sto je zajednicko za oba nacina je da se polazi od opceg rjesenja homo-
gene diferencijalne jednazbe. Dakle, prvo treba naé¢i fundamentalni skup rjesenja
odgovarajute homogene diferencijalne jednadzbe.

Pretpostavimo da funkcije y1(z),y2(x),...,yn(x) ¢ine fundamenatalni skup
rjeSenja homogene linearne diferencijalne jednadzbe n—tog reda i da je opée
rjesenje

n
y=>Y Ciyi(x). (2.18)
i=1
Prvo ¢emo opisati Lagrangeov metod varijacije konstanti.
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2.4.6.4 Lagrangeov metod varijacije konstanti

Prvo se u opéem rjeSenju (2.18) konstante C; zamijene diferencijabilnim funkci-
jama C;(z) i to tako da funkcija

y = C1(z)y1(z) + Co(x)y2(w) + -+ + Cp(x)yn(z) = Z Ci(x)yi(x).  (2.19)
i=1

bude partikularno rjeSenje jednadzbe L(y) = f(z). Buduéi da postoji samo

jedan uvjet izmedu nepoznatih funkcija C;(z) izraZen ovom diferencijalnom jed-

nadzbom treba nam jos n — 1 uvjeta da bi se rijesio postavljeni problem.
Diferenciranjem relacije (2.19), imamo

v = Ci@yi(x) + Ca@)ys(x) + - + Cn(@)y,(2) + (2.20)
+ Cl@yi(@) + Cyz)ya(a) + -+ + Cp()yn (@),

Prvi uvjet dobivamo tako da u prethodnoj relaciji izjednac¢imo sa nulom sumu svih
sabiraka koji u sebi sadrze C(z) (Sto bi inace bilo nula da su C;(z) konstante):

Ci(@)y(z) + Co@)ya(z) + -+ + Cp(x)yn(z) = 0.
Sada relacija (2.20) postaje

y' = Ci(@)yi(z) + Ca(2)ya(z) + - + Co(@)yn(2)
i njenim ponovnim diferenciranjem dobivamo

Y = Ci(@)y(x) + Ca(x)ys (@) + - + Cu(2)yn (z) +
+  Cl(x)yi(x) + Cy()ys(x) + - - + Cp(x)y,, (2),

Drugi uvjet dobivamo tako $to ponovo u prethodnoj relaciji izjedna¢imo s nulom
sumu sabiraka koji u sebi sadrze C}(x):

Ci()yi(z) + Co(@)ys(@) + - + Cp(2)yn () = 0.

Sada se vratimo u 3", ponovo diferenciramo i na isti na¢in dobijemo treéi uvjet:
Ci()yi () + Cay(@)yz (x) + -+ + ) (2)yn (z) = 0.

Nastavljajuéi ovako dalje, imamo

gy = @)y (@) + Ca(@)ys TV (@) 4 -+ Cul@)y Y (@) +
+ L@y (@) + Cy@)ys P (@) + - + Clh(@)y D (x).
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Postupajuéi na isti na¢in, dobivamo (n — 1)—i uvjet:

Ol ()" (@) + Cy(@)ys" 2 (@) + - + Ol @)y~ (2) = 0.

Ponovnim diferenciranjem izraza koji je preostao i relaciji za y("~1 dobivamo

y™ = ()™ (@) + Cola)S (@) + - + Co(2)y™ (z) +
+ Oy (@) + Co@)yy" ™V (@) + -+ Oy (@),
Sada izraze za ', 3", ...,y 1, y(™) uvrstimo u jednadzbu
L(y) = f(z)
Koristet¢i to sto su y1,yo, ..., y, partikularna rjesenja homogene jednadzbe, t;j.
L(y1) = L(y2) = - -+ = L(yn) = 0, dobivamo n—ti uvjet:

O @)y V(@) + Chx)ys" (@) + -+ + Cl(@)yP V(@) = f(a).

Na opisani nac¢in dobivamo sistem od n diferencijalnih jednadzbi prvog reda po
Cl(x) koji glasi

Ci(x) yi(x) + Cy(@)y2(z) + -+ + Cp(@)yn(z) = 0 (2.21)
Ci(z) wi(x) + Co(@)ys(z) + -+ + Cp(2)yp(z) = 0
Ci(z) v (z)+ Co(x)yz (x) + -+ + Cp(x)y,(x) = 0

Ci(z) y\" V(@) + Chla)ys" (@) + - + Ch@)yV(z) = f(a)

Determinanta sistema je upravo Wronskian fundamentalnog skupa rjesenja
Y1,Y2,---,Yn pa je W(x) # 0 za svako & € (a,b), pa sistem ima jedinstveno
rjesenje po C!(z). Rjesavajuci dobiveni sistem po C!(x),imamo

Wi(x)
C! = 2.22
i(@) W) (2.22)
gdje je
Y1 Y2 Yi—1 0 Yi+1 CIEIE Yn
Yi (S e P 4
W’L(LE): (...2) (...2) “ o (...2) P (...2) P (...2)
y% N y% . y,é_l ) 0 %+1 ) y? )
yln yzn e yiil f(z) yii1 cee ynn
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Funkcija na desnoj strani jednakosti (2.22) je neprekidna na (a, b). Sada iz (2.22)
dobivamo .
Wi .
):/ (2) x 5 1=1,...,mn,
xo W(x)

gdje su C; proizvoljne konstante a xg bilo koja tacka iz intervala (a,b). Ako
dobivene funkcije C;(x) uvrstimo u (2.19), imamo

( W(f)d +C> () =

( W(Sf) da ) yil) + iciyxx)

Ako u (2.23) stavimo da je da je Cy = Cy = --- = C,, = 0 dobivamo partikularno
rjeSenje nehomogene jednadzbe

(] )

Prema tome rjesenje (2.23) je upravo opce rjesenje polazne nehomogene jedna-
dzbe definirano u oblasti a < z < b, |y| < oo, |¥'| < 00, ..., [y V| < .

(2.23)

ANGERINGE

Primjer 2.4.29. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
z(z — 1)y" — (22 — 1)y + 2y = 22° — 32°

ako je y1 = x? partikularno rjesnje odgovarajuée homogene jednadzbe.

RjeSenje. Drugo partikularno rjesenje pripadne homogene jednadzbe je dato

sa
,%;ldx In|z(x—1
_ .2 erl==1 d 2 € ‘ ( )‘d 2 |$(.T— 1)‘d o
Y2 =2 a1 r =T a1 r =T a1 xTr =
xT x xT

{ —z+ 1, z€(—00,0)U(1,00);
r—3%, x€(0,1).
Podijelimo obje strane polazne jednadzbe sa z(x — 1) # 0 imamo

s 2z—-1 2 223 — 322

_x(m—l)y +x(m—1)y_ z(z—1)°

Opce rjesenje odgovarajuce homogene jednadzbe je dato sa
9 1
yn(z) = Crz® + Cy —x+§ .
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Metodom varijacije konstanti potrazimo opée rjesenje u obliku
1
y(x) = Cy(x)z? + Co(x) (—x + 2) ,

gdje su O (z) i Cy(x) funkcije koje ¢emo odrediti tako da je zadovoljen sljedeéi
sistem

Ciyr+Coya = 0
223 — 322
Cl / Cl / —
1Y1 + 2Y2 m(x _ 1) )
gdjejeyy =22 iys = —x+ % Ovaj sistem se svodi na
1
Cia* + C (x+2) =0
223 — 322
20" o — ;o AL T o4
Gz =G z(x—1)"
Izrac¢unajmo determinante ovog sistema:
2 —x+ % 2
W(z) = 9 BT kA
0 —z+ 1 220 -3)(22-1)
1% = _ 2= .
1) Qf(ax}f; -1 2(x — 1)
z? 0 x3(2z — 3)
Wa(®) = o, e I
Tada je
C] = =2——= ()= =2r — —— +1.
1T W) 2e—12 2T W@ T w—ip "

Integriranjem dobivamo da je

1 1
C = 2———  _|dx =2 — 4+ A
@ = [(2-grtp) dr= et g+
/ 2 L 11)a P N
rT— — r=x‘4+r+——
(x—1)2 x—1 2
Na osnovu ovoga, imamo da je opce rjesenje polazne jednadzbe dato sa

y(2) =C1(2)a® + Cola) (_x N ;) _

Og(x)

r—1

1 1
=224+ —— + A,| 22 2 1A —r+ )=
[:c+2(x_1)+ 1}m +{x +x+ + 2}(:c+2)

1 22 1
=A2? + Ay | — - s - =
127+ 2(x+2)+x 2+x 5
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¢
Primjer 2.4.30. Naéi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
4
(2 = 2)y"" — 22y" — (2% — 2)y + 20y =22 — —.
x
RjeSenje. Potrazimo prvo opce rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe
(x% —2)y" — 2xy" — (2% = 2)y + 22y = 0. (2.24)

Zbog simetrije uvedimo novu varijablu v = y” — y. Tada jednadzba postaje (2 —
2)v" — 2zv = 0. To je diferencijalna jednadzba kod koje se promjenljive mogu
razdvojiti, pa je mozemo napisati u obliku

dv 2zdx

_ 2
U—m, x—Q;EO

Integriranjem obje strane ove jednadzbe dobivamo

d 2d
/%:/xf_g S Info|=lnje? — 2/ + n|By| (Bi #0)= |v| = Bi|a? —2|.

Dakle, njeno opce rjesnje je dato sa
v = By(z? — 2),
gdje je Bo proizvoljna konstanta. KoriStenjem smjene 3" — y = v imamo da je
y' —y = Ba(z® - 2).

Odgovaraju¢a homogena jednadzba je 4" —y = 0. Njena karakteristicna jednadzba
je A2 — 1 = 0, odakle slijedi da je ;2 = %1, pa je njeno opée rjeSenje dato sa
yo(z) = C1e®+Cae™*. Da bismo nasli opée rjesenje potrazimo jedno partikularno
rjeSenje nehomogene jednadzbe u obliku y; = Dz? + Ex + F. Uvritavanjem ove
funkcije u jednadzbu y” —y = Ba(2? — 2), te izjedna¢avanjem odgovarajuéih
koeficijenata na lijevoj i desnoj strani dobiva se da je D = —By; i E = F =0, pa
je partikularno rjeSenje y; = —Baz?. Zamijenjujuéi Bs sa (—Cj3) dobivamo da je
opce rjesenje jednadzbe (2.24) dato sa

y(x) = Cre® + Che™® + Oz

T 2

U ovom slucaju funkcije y; = €, yo = e~ i y3 = z° Cine fundamentalan skup
rjeSenja. Podijelimo obje strane polazne jednadzbe sa 22 —2, dobivamo jednadzbu

2z 2

1
y=—.
x2 -2 x

" ’
$2_2y Yy +

Potrazimo opce rjesenje polazne nehomogene jednadzbe metodom varijacije kon-
stanti. Opée rjesenje ¢emo potraziti u obliku

y(x) = C1(x)e” 4+ Co(z)e ™ + Cs(x)z?,
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

gdje su C1(z), Ca(z) i Cs5(x) nepoznate funkcije koje zadovoljavaju sistem

Ciy1 + Caya + Cays 0
Ciyy + Coyp + Cayy = 0

9
Cryf +Coyy + Cayy = —

sto je ekvivalentno sa

Cre* +Che ™ +Cha® = 0
Cle® —Che™ +2Ckz = 0
2
Cie® + Che™™ 4205 = -
Izra¢unajmo determinante ovog sistema:
et e g2 1 1 2?
W(z) = |e¢ —e™® 2z[=¢€%"|1 -1 2z|=2(2*-2)
et e * 2 1 1 2
0 e ® 22
Wi(z) = |0 —e® 2z|=2(x+2)e "
% e " 2
et 0 a2
Walz) = |e* 0 2z|=2(z—2)e"
er 202
x
e® e 0 4
Ws(z) = |e¥ —e ™ 0|=——.
z —x 2 X
¢ z
Tada je
y _Wie) (@42, W)  (@—2)e”  ,  Wi(z)
Cl = = s 02 = = y 03 = = —
W(x) x? =2 W (z) 2 —2 W(x)
Integriranjem, dobivamo da je
x4+ 2)e” "
(x —2)e*
2 1 L A
03(.’13) = — mdl‘: n|x|—§ n|x —2‘+ 3
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

Na osnovu ovoga imamo da je opcée rjesenje polazne jednadzbe dato sa

y(z) =Ci(x)e” + Ca(x)e™* + Cs(z)2? =
N e A P

- 2 —2

1
+ {ln|x—2ln|x2—2+A3} r? =

2)e™ % —2)e”
=Ae" + Age™ " —|—A3J¢2 T / udx_F / udx
x2—2 2 -2

1
+ In |z| f§1n|x272\.

2.4.6.5 Cauchyev metod

Sada ¢emo vidjeti drugi nac¢in nalazenja partikularnog rjesenja nehomogene difer-
encijalne jednadzbe (2.7) u slucaju kad je poznat fundamentalni skup rjesenja
pridruzene homogene diferencijalne jednadzbe. U tom smislu neka je y1, vz, ---, Yn
dat fundamentalni skup rjeSenja homogene diferencijalne jednadzbe (2.8). Opce
rjeSenje jednadzbe (2.8) je dato sa

Sada ¢emo nadi rjesenje diferencijalne jednadzbe (2.8) koje za zadovoljava pocetne
uvjete

y(@) =0,¢/(2) =0,...,.y" 2 (2) =0,y" V(@) =1 raz=0a,  (2.25)

gdje je x = « bilo koja zadana tacka iz intervala (a,b), tj. iz intervala neprekid-
nosti koeficijenata i desne strane jednadzbe (2.7). Ovo rjesenje zavisi od « pa
¢emo ga oznaliti sa y = p(z,«). Funkcija ¢(z, ) je funkcija nezavisno prom-
jenljive x i parametra «, definirana i neprekidna na a < x < bia < a < b i
ima neprekidne parcijalne izvode po = do n-tog reda uklju¢no. Kako je funkcija
y = ¢(x, ), posmatrana kao funkcija od z, rjeSenje jednadzbe L(y) = 0 za svako
a € (a,b), onda vrijedi L(¢p(z,a)) =0, a < x < b, a < a < b. Osim toga, zbog
pocetnih uvjeta (2.25), funkcija ¢(z, @) kao funkcija od = zadovoljava sljedece
uvjete:

ola,a) = 0,0 (,a) =0,...,0" D (a,a) = 0,0 V(a,a) = 1. (2.26)
Ovdje je
k —
- [25

U nastavku ¢emo uvjete (2.26) pisati u obliku

d%(zya)} .

olz,z) =0,¢ (z,2) =0,...,0" D (z,2) =0, V(z,z) =1, (2.27)
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

gdje je

dk(p(.’ﬁ ()é)
k )
oW (2, x) = [k] -

Posmatrajmo funkciju

vla) = [ " (. 0) f(a)dar, (2.28)

0
gdje je xg proizvoljan fiksan broj izmedu brojeva a i b. Pokazat ¢emo da je funkcija
(2.28) partikularno rjesenje nehomogene jednadzbe (2.7) koje zadovoljava pocetne
uvjete

G(a) =0,¢'(x) = 0,..., 0" (@) =0, V(@) =0, zaw=mz0. (2.29)
Koristenjem formule

B(y) B(y)
jy[ / N f(w)dz] - / By A GS80)4 ~ o ) low). 1

nakon diferenciranja funkcije (2.28), imamo da je

% {/ @(x,a)da] :/ o (z,y)da + o(z, x). (2.30)
KoriStenjem uvjeta (2.27) imamo da je
T = | deaseiotsmnre= [ e
d2 xT x
e = [ St g@nfe= [ ¢
n—1 . T T
T = [+ e ) = [ o e slaa

oy _ /x o™ (x,0) f(a)da + o™ (z, ) f(z) = /3’ " (x, ) f(a)da + f(x).

n
dx o zo

Sada funkciju ¥ zajedno sa prethodno izrac¢unatim izvodima uvrstimo u lijevu
stranu jednadzbe (2.7), imamo

x

L) = / " o™z, a) f(a)da + f(2) + pi(2) / oz, 0) f(a)dor + -+

0 Zo
x

poile) [ " (2, 0) f(a)dar + pu(a) |t fayia,

Zo Zo

odnosno

L) = [ [#a) +pu@)e D (020) o+ s (09 (50) + (2. )] S

o]
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

ili

L) = [ Lip a)lf(@)da+ £

0
S obzirom da je L{p(z, a)]f(a) = 0, imamo L(¢) = f(z) (a < < b). Znadi da je
funkcija 1 definirana sa (2.28) partikularno rjesSenje nehomogene jednadzbe (2.7)
koje zadovoljava pocetne uvjete (2.29). Formula (2.28) se naziva Cauchyeva for-
mula za homogenu diferencijalnu jednadzbu. Koristeéi partikularno rjesenje difer-
encijalne jednadzbe (2.7), dato Cauchyevom formulom, moZemo napisati opée
rjeSenje jednadzbe (2.7) u obliku

x

y() = yn(z) + / o, 0) f(a)da,

gdje je yn opée rjesenje odgovarajuée homogene jednadzbe (2.8).

Primjer 2.4.31. Koristeéi Cauchyev metod, naci opée rjesenje diferencijalne
jednadzbe
22(z? = Da” —x(2? = 2)y + (2* — 2y = 23

za |z] < 1.
RjeSenje. Jednostavno se vidi da je jedno partikularno rjesenje pridruzene ho-

mogene jednadzbe dato sa y; () = x. Partikularno rjeSenje, linearno nezavisno u
odnosu na rjesenje y;(x), je dato sa

z2_2

B .
ya(x) =2 [ —e=@*-D “dx = x arcsin z.
x
Prema tome, opce rjesenje odgovaraju¢e homogene jednadzbe je
y = Chax + Cyx arcsin z.

Odredimo ono rjesenje homogene jednadzbe koje zadovoljava pocetne uvjete

y(a) =0 iy'(a)=1.

Imamo
= Cia+ Cyaxarcsinae = 0
y' (o) = C1 + Co (arcsma + a ) = 1.
Vi-a?
Odavde je
Vi-a? a2 V1—a?
C) = o Cy = —

pa je Cauchyeva funkcija

Vv1—a?

o(z,a) = ———(—zxarcsina + zarcsin ).
!
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzbe

Prema (2.28), partikularno rjesenje je

Y(x) = oz, o) f(a)da = —z arcsin a + x arcsin x)da.

Posto je funkcije pod integralom definirana za xy = 0, odgovarajuce rjesenje je
1 . \9
Y(x) = —§(arcsm x)%,
pa je opce rjesenje

1
y = Cra + Cyz arcsinx — i(arcsinx)Q, |z < 1.

2.4.7 Zadaci za samostalan rad
1. Naéi opce rjesenje sljede¢ih Eulerovih diferencijalnih jednadzbi:

(i) 2%y" — 3wy +3y = 0;

(i) (z+1)%" —2(x+ 1)y + 2y = 0;

(iii) 2%y” —zy’ +y = 6xlnx;
) 2z +1)%y" — 42z + 1)y’ + 8y = —8x — 4
) 2 //

(iv
(v

2. Pogodnom smjenom funkcije y naéi opée rjesenje sljedetih diferencijalnih
jednadzbi:

(i

+zy' +y =2sin(lnz).

) ity + 222y 4+ n2y = 0;

i) 2zy" +y -2y =0;

(iii) (1—|—a:)2 "+2r(1+ 2%y +y=0;
iv) ¥’ —y +e*y=0;

) xt ”+2x3y'—4y:1%.

3. Nadi opce rjesenje sljede¢ih diferencijalnih jednadzbi:

() a2ty + (a2~ )y =0;
) Yy’ + 2y —xy =€
(iii) z%y” + K%y = 0;
) xy” —y —da?y =0
) (1+2¥)y" +ay +y=0.
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2.4. Linearne diferencijalne jednadzZbe

4. Metodom varijacije konstanti naéi opce rjesenje sljedecih diferencijalnih jed-
nadzbi:
(i) y" 44y =1/ cos2x;
(i) y”’ +y=tanuz;
(i) ¢y —y=4V/z+

2_
(iv) o' —y =—2

1 .
/T’
x3 e
2

2+ 2z +2

"9 — . )

V) v =2y +y =

5. Naéi opce rjesenje sljedeéih linearnih diferencijalnih jednadzbi ako je poz-

nato jedno partikularno rjesenje:

. sin x
@ v+ 30 +y=0 1 =—;

1
(i) (1=a?)y" =2y + 7y =0y =VIi+z;
(iii) (sinx —cosz)y” — 2sinzy’ + (cosx + sinx)y = 0; y1 = €.

6. Pogodnom smjenom naci opce rjesenje sljedec¢ih linearnih diferencijalnih
jednadzbi:

(i
(ii

) Y +2zy — 2y =0;
) (@=1y" —(z+1)y' +2y=0;

) (2% = 3a)y" + (6 — %)y + (3z — 6)y = 0;
(iv) (2% = 1)y" = 6y;
)

)
)

(ii

2,11

(v) 22y +xy" —y = 322
Y’ 4+ 2xy’ + 2y = 2x;

xzy// _ xy/ +y= 31‘3.

(iv
(v
7. Rijesiti Cauchyev problem
Y — o+ 2y = 2
y(nw) =0, 3'(nw)=0.
8. Data je diferencijalna jednadzba
y" (2 — 2?) 4y (2® — 22) + 2y — 2y = 0.
i) Pokazati da je ona izvod neke jednadzbe nizeg reda.
ii) Naéi njen opéi integral.
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2.5. Metod stepenih redova

9. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
(2% =322 +1)y" — (2® — 62 + 1)y + (32 — 62)y = 0.
10. Rijesiti jednadzbu
(2 +1)y" — 22y’ + 2y = 6(2® + 1),

ako je poznato jedno partikularno rjesenje y; = x odgovaraju¢e homogene
jednazbe.

11. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
(1+2%)%" +22(1+ %)y +y =0,

a potom ispitati da li postoji rjesenje Cauchyevog problema

2.5 Metod stepenih redova

U ovom poglavlju bavit ¢emo se metodom stepenih redova za rjesavanje linearne
homogene diferencijalne jednadzbe drugog reda sa varijabilnim koeficijentima ob-
lika

p(x)y" + q(x)y +r(x)y = 0. (2.31)
Funkcije p(z),q(z) i r(z) ¢e biti uglavnom polinomi, iako se ovaj metod moze
primijeniti i na Siru klasu jednadzbi, tj. kod onih jednadzbi oblika (2.31) u
kojima su funkeije p(z),¢(x) i r(x) analiticke, vidjeti Definiciju 2.5.2.

Linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda najvise se pojavljuju u pri-
mijenjenoj matematici, posebno prilikom rjesavanja nekih linearnih parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi matematicke fizike drugog reda. Navedimo samo neke
od znacajnih linearnih diferencijalnih jednadzbi drugog reda.

Yy’ —xy =0 Airyova jednadzba,
22y" + xy’ + (22 — p*)y = 0 Besselova jednadzba,
(1 —22)y"” — xy’ + p*>y =0 Chebyshevljeva jednadzba,

x(1—2)y" +[c— (1 +b+ 1)z]y —aby =0 Gaussova hipergeometrijska
jednadzba,

y" —2xy’ + 2py = 0 Hermiteova jednadzba,
xy” + (1 —x)y’ + py =0 Laguerreova jednadzba,

(1 —22)y” — 22y’ +n(n+ 1)y =0 Legendreova jednadZba.
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2.5. Metod stepenih redova

Svaka od navedenih jednadzbi, osim Airyove, u sebi uklju¢uje parametre koji
su povezani sa problemima koji su modelirani ovim jednadzbama. Svaka od
navedenih jednadzbi moze se rijesiti metodom stepenih redova.

Zbog jasnoce izlaganja, podsjetimo se nekih osnovnih pojmova iz teorije ste-
penih redova.

Definicija 2.5.1. Stepeni red je red oblika

o0

Zan(zfxo)”:ao+a1(xfx0)+a2(xfxo)2+~~~+an(:cfzo)"+~~

n=0

gdje su realan broj xg i niz realnih brojeva a,, n =0,1,2,..., zadani. Za koefi-
cijente an, n =0,1,2..., kaZemo da su koeficijenti reda. Nadalje kaZemo da je
ovo red oko tacke xg.

Navedimo sada neka svojstva stepenih redova.

o0 n
(i) Stepenired Z an(z—120)" konvergirau tacki x ako postoji lim Z ay(x—
n—oo 5—0
x0)*. Jasno je da red konvergira u tacki zo. Red moze konvergirati za svako
z, ili moze konvergirati za neke vrijednosti x a za druge ne.

n=0

o0 o0
(if) Stepenired Z an (z—x0)" konvergira apsolutno u tacki z ako red Z |y (z—
n=0 n=0
xo)"| konvergira. Ako red konvergira apsolutno, onda i konvergira oko tacke
9. Medutim, obratno opc¢enito ne vrijedi.

oo
(iii) Ako red Z an(x — 29)" konvergira apsolutno za |z — 2| < R i divergira
n=0
za |r — xg| > R, onda se R zove radijus konvergencije. U sluc¢aju kada red
konvergira samo u tacki xg, onda je R = 0. U slucaju da red konvergira
svuda, tj. za svako x, onda je R = 4o00. Radijus konvergencije R se nalazi

po formuli
1
Clim {/ |an|
n—oo
ili po formuli
R= lim |2
n—00 | Gpy1

(iv) Interval |x — x| < R zove se interval konvergencije stepenog reda. Na
ovom intervalu sve operacije, koju budu neophodne za nalazenje rjesenja
jednadzbe, su dozvoljene. Na krajevima intervala konvergencije, red moze
i ne mora konvergirati. Da bi se ispitala konvergencija u krajnjim tackama
intervala, uvrsti se direktno x = —R + x¢ u red i ispita se konvergencija
tako dobivenog reda. Isti postupak se primijeni i za tacku x = R + xg.
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(v)

Ako je R radijus konvergencije stepenog reda Z an(x — xp)", onda za
n=0

svako z iz intervala konvergencije | — x| < R suma stepenog reda postoji

i sa njom je definirana funkcija

x):Zan(x—xo)” za |z —x0| < R.

Ova funkeija je neprekidna i ima izvode bilo kojeg reda. Izvodi f'(z), f"(x),. ..

se mogu naéi diferenciranjem reda na desnoj strani ¢lan po ¢lan, tj. f/(z) =
o0 oo

Z na,(x —x0)" ", f'(x) = Z n(n — an(x — x0)" 2, .... Ovako do-

n=2
biveni redovi imaju isti radijus konvergencije kao i polazni red.

U postupku nalazenja rjesenja linearnih diferencijalnih jednadzbi metodom

stepenih redova, pored diferenciranja stepenog reda, trebat ¢e sabirati,
oduzimati, mnoziti i izjednacavati dva ili vise stepenih redova. Sve po-
brojane operacije se sli¢no izvode kao i kod polinoma, s tim $to se moraju
izvoditi na zajednickom intervalu konvergenicije redova koji uc¢estvuju u tim
operacijama. Navedimo kako se izvode te operacije, pod pretpostavkom
da se sve radi na zajednickom intervalu konvergencije redova koji u njima
ucestvuju.

Z an(x —x0)" + Z bp(z — xo)" = Z(an +bp)(x — x0)™.
n=0 n=0 n=0

(b) Zan (x — x0)" Zb (x — x0) :Z(an—bn)(ﬂc—mo)”.
n=0

(c) a(x —x0)* Z an(x — 20)" = Z aan(x — xo)"H“.
n=0 n=0
(d) Zan(x—;vo)"Zb (x — )" ZZakbn k(z —x0)™.
n=0 n=0

n=0 k=0

(e) Ako je Z an(z — z9)" Zb (x — x0)" za svako x iz intervala

n=
|x — zo| < R, onda je a, = b za Svako n=0,1,2.... Specijalno, ako
je red identicki jednak nuli, onda svi njegovi koeﬁcuenti moraju biti
jednaki nuli. Operacije u (a), (b) i () su izvedene u jednom koraku, jer
su opci ¢lanovi istog stepena, Sto nije uvijek slucaj u praksi. Naime,
Cesto se moraju kombinirati redovi ¢iji opéi ¢lanovi nisu istog stepena.
U takvim sluc¢ajevima izvrsi se promjena indeksa sumiranja u cilju

svodenja opc¢ih ¢lanova na isti stepen. Osnovna ideja promjene indeksa
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2.5. Metod stepenih redova

sumiranja lezi u sljede¢em identitetu:

o0 (oo}
D an(@—x0)" =D an_i(z —w0)" ",
n=0 n=~k

koji vrijedi za svaki k € N.

Analiticke funkcija definira se na sljedeéi nacin.

Definicija 2.5.2. Za funkciju f(z) se kaZe da je analiticka u tacki x = xo ako se
moZe razviti u stepeni red po stepenima (x — o) u nekom intervalu |z — xo| < R,
gdje je R > 0, tj. ako je

f@) =" an(z—z)". (2.32)

n=0
U intervalu konvergencije red (2.32) se moze diferencirati ¢lan po ¢lan. Izra¢unavajuéi
(@), f"(x),... utatki 2o, dobiva se f(xg) = ao, f'(x0) = a1, [’ (x0) = 2as,...
£ (20)

i opéenito f(™(xg) = nla,, n =0,1,2,... Dakle, a, = '
n!

, pba je zapravo
stepeni red (2.32) Taylorov red

0 £(0) (2,
flay =30 LU0 (e (2.33)

n=0

funkcije f u tacki xg. Dakle, funkcija f je analiticka u tacki zy ako njen Taylorov
red (2.33) oko tacke xg postoji i ima pozitivan radijus konvergencije.

2.5.1 Regularne i singularne tacke

Kao sto smo istaknuli na pocetku ovog poglavlja, posmatrat ¢emo linearnu dife-
rencijalnu jednadzbu drugog reda sa varijabilnim koeficijentima oblika

p(x)y” +q(x)y’ +r(x)y =0. (2.34)

Pretpostavit ¢emo da su p(z),q(x) i r(x) analiticke funkcije.

Trazimo rjesenje diferencijalne jednadzbe (2.34) u obliku stepenog reda po
stepenima (z — xg), gdje je g realni broj. Oblik rjeSenja ée znacajno zavisiti o
vrsti tacke z¢ u odnosu na datu diferencijalnu jednadzbu (2.34). U tom smislu,
vazno je definirati pojmove regularne i singularne tacke.

Definicija 2.5.3. Tacka xo je regularna (obi¢na) tacka diferencijalne jed-
nadzbe (2.34) ako su funkcije

g(z) . r(z)

= 7 i — 7

p(x) — plx)

analiticke u tacki xg. Ako tacka xo nije reqgularna, onda je x¢ singularna tacka.
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Kod velikog broja diferencijalnih jednadzbi oblika (2.34) koje se pojavljuju u
primjenama koeficijenti p(x), ¢(z) i r(x) su polinomi. Nakon skraéivanja even-

q(z) . r(x)

tualnih zajednickih faktora, funkcije ﬁ i ﬁ su analiticke u svim tackama,
plx) plz
osim onih u kojima je nazivnik jednak nuli. Tacke u kojima je nazivnik jednak

nuli su singularne tacke diferencijalne jednadzbe (2.34), dok su sve ostale tacke
regularne.
Singularne tacke se klasificiraju na sljede¢i nacin.

Definicija 2.5.4. Tacka xg je regularna singularna tacka diferencijalne jed-
nadzbe (2.34) ako je xo singularna tacka i ako su funkcije

q(x) . 57 (2)
T—x i (z—=x 2.35
e B (239
analiticke u tacki xo. Ako bar jedna od prethodnih funkcija nije analiticka u tacki

Zo, onda je xo iregularna singularna tacka diferencijalne jednadzbe (2.34).

Primjer 2.5.1. Za datu diferencijalnu jedandzbu
(z* —2?)y" + 22+ 1)y +2*(x + 1)y =0 (2.36)

odrediti singularne tacke i ispitati njihovu prirodu.

Rjesenje. Ovdje je p(x) = 2t — 22, q(x) =22 + 1, r(x) = 2%(z + 1), pa je

glz)  2z+1 2 + 1 r(e)  22(z+1) 1
pa) P Pe-DerD) pe)  woe a-1 &5

Iz izraza (2.37) slijedi da je svaka tacka osim 0,1i —1 obi¢na tacka diferencijalne
jednadzbe (2.36). Da bismo vidjeli koja je od ta¢aka 0,11 —1 regularna singularna
tacka, a koja je iregularna singularna tacka diferencijalne jednadzbe (2.36), treba
ispitati dvije funkcije u izrazu (2.35).
Za xp = 0, funkcije iz (2.35) postaju
2+ 1 2+ 1 . Lz +1) x?

xsc4—a:2_x(x—1)(a:+1) S - R S |

Prvi od ovih izraza nije analiticki u x = 0, pa zakljuc¢ujemo da je tacka zqg = 0
iregularna singularna tacka diferencijalne jedandzbe (2.36). Za zo = 1, funkcije
iz (2.35) postaju

2241 2z +1 i (x+1)

—]_ = i —]_ —_—
(@ )x4—m2 z(x +1) IR o

Kako su oba ova izraza analiticki u x = 1, zaklju¢ujemo da je tacka xo = 1
regularna singularna tacka za diferencijalnu jednadzbu (2.36). Na kraju, za z¢ =
—1, funkcije iz (2.35) postaju

2z + 1 2r+1 2 (x+1)  (v+1)32

1 = 1 =
(z+ )x4fx2 x(x—1) GRS xt — 22 xz—1
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2.5. Metod stepenih redova

Kako su obje funkcije analiticke u = —1 (nazivnici su razli¢iti od nule u x = —1),
zakljucujmo da je xg = —1 regularna singularna tacka diferencijalne jednadzbe
(2.36). ¢

2.5.2 Zadaci za samostalan rad

1. Za sljedece diferencijalne jednadzbe locirati regularne tacke, regularne sin-
gularne tacke i iregularne singularne tacke.

(a) (z —1)y" +2(x — 1)%y +3(2* — 1)y = 0;

(b) ¥ — 2y = 0 (Airyova jednadzba);

(¢) 22y" + zy + (2 — p?)y = 0 (Besselova jednadzba);
(d) (1 —2%)y” —zy’ + p*y = 0 (jednadzba Chebysheva).

2. Locirati i klasificirati singularne tacke sljede¢ih diferencijalnih jedandzbi.

(1) (@ +22)y" + (a® = 20)y' + 4y = 0;
(b) (@® =o' — 62}y + %y’ + (2~ 2) =D
(0) (@ +a?)y" + (@ = 2a)y’ + 4y = O

) (

(d) (1—2%)y” y +y=0.

sin(x + 1)

2.5.3 Rjesenja u okolini regularnih tacaka

U onome sto slijedi cilj nam je da nademo rjesenje posmatrane diferencijalne
jednadzbe (2.34) u okolini regularnih tacaka i regularnih singularnih ta¢aka, dok
trazenje rjeSenja u okolini iregularnih singularnih tacaka je veoma zahtjevno i
prevazilazi sadrzaj ove knjige.

Dakle, sada ¢emo pokazati kako se rjesava bilo koja linearna diferencijalna
jednadzba drugog reda sa varijabilnim koeficijentima oblika

p(@)y” + q(x)y’ +r(x)y =0 (2:38)

u nekom intervalu oko regularne tacke xg. TaCka xg je obi¢no odredena nekim
specificnim problemom koji zahtijeva da nademo rjesenje diferencijalne jednadzbe
(2.38) a koje zadovoljava sljedece pocetne uvjete

y(zo)=vo 1 ¥ (x0) =11- (2.39)

Podsjetimo se da ako su koeficijenti p(z), ¢(z) i r(z) polinomi po z, onda je xg
regularna tacka diferencijalne jednadzbe (2.38) ako je p(z) # 0. Opéenito, z¢ je

regularna tacka diferencijalne jednadzbe (2.38) ako se funkcije qu; i rEx; mogu
p\xr) px
razviti u obliku stepenih redova oblika
q(:c; = ZAn(x —x0)" za |r—2x0| <R (2.40)
px n=0
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2.5. Metod stepenih redova

@_ i T —2a)"  za T —1
(@) _;OBH( 0) | — a0 < Ry (2.41)

gdje su Ry i Ry radijusi konvergencije. Primijetimo da su funkcije (2.40) i (2.41)
neprekidne na intervalu |z — xg| < R, gdje je R = min(R;, Rs). Sada, na os-
novu teorema o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja Cauchyevog problema, za-
kljuéujemo da pocetni problem (2.38)-(2.39) ima jedinstveno rjesenje na intervalu
|xr—2x0| < R. Nas$ je cilj da nademo to jedinstveno rjeSenje. Sljedeéi teorem opisuje
oblik bilo kojeg rjeSenja diferencijalne jednadzbe (2.38) i, specijalno, oblik jedin-
stvnog rjesenja problema (2.38)-(2.39).

Teorem 2.5.1. Ako je x¢ regularna tacka diferencijalne jednadzbe (2.38), onda
se opce rjesenje u okolini tacke xg imoZe razviti u stepeni red

y(x) =Y an(z —z0)", (2.42)

n=0

sa pozitivnim radijusom konvergencije. Preciznije, ako su Ry i R radijusi kon-
vergencije redova (2.40) i (2.41), redom, onda radijus konvergencije reda (2.42)
je jednak bar minimumu radijusa Ry i Ry. Koeficijenti a,, n =0,1,2,... reda
(2.42) mogu se izraziti preko ag i a1 direktnom zamijenom reda (2.42) u diferen-
cijalnu jednadzbu (2.38) uz izjednacavanje koeficijenta uz iste stepene. Na kraju,
ako je (2.42) rjesenje pocetnog problema (2.38)-(2.39), onda je ag = yo i a1 = y1.

Dokaz. Najprije primijetimo da mozemo pretpostaviti da je xg = 0. Naime, sm-
. . ables — fa dobivamo daie W _ W Py _ &y ()
enom nezavisne varijable x = t+zy dobivamo da je — = —, —= = —=, p(x) =
) S vatl 0 COPWAMOCAIC 4 — dt” 2w a2’

p(t + o) = p(t), q(x) = q(t +xo) = q(t) i r(x) = r(t + z9) = 7(t), onda se
diferencijalna jednadzba (2.38) svodi na diferencijalnu jednadzbu

p(t)y" + q(t)y + r(t)y = 0. (2.43)

Osim toga, posmatrana transformacija pomjera svaku tacku za —xg, pa ako je
xo regularna tacka diferencijalne jednadzbe (2.38), onda je ¢t = 0 regularna tacka
diferencijalne jednadzbe (2.43).

S obzirom na prethodno receno, neka je

6 Sy

p(x) =

r(@) < R
(@) _;Bn x| < R (2.44)

y(z) = Z anx”, (2.45)
n=0

gdje je ag = yo 1 a1 = y1. Sada je

y'(@) =S (n+ Dagna", y'(@) = 3 (n+ 1)(n + 2aysoz”
n=0 n=0
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Uvrstavanjem ovih izraza u diferencijalnu jednadzbu (2.38), dobivamo

Z (n + 1)(’[1 + 2)an+2 + Z(k + 1)ak+1An_k + Z axBn_1| " =0.
n=0 k=0 k=0

Dakle, y(z) je rjesenje diferencijalne jednadzbe (2.38) ako i samo ako konstante
an zadovoljavaju rekurzivnu relaciju

n

Z{(k + Dars1An—k + ar B}
k=0

,n=>0

1
ST T D(n 2)

Sto je isto kao i
1 n—2
=) [Z{(lc + Daks1An—p—2 + aan_k_z}] ,nz2. (246)
k=0

Ovom relacijom as, ag, ... mogu se odrediti kao linearne kombinacije od ag i a.

Sada ¢emo pokazati da redovi sa ovim koeficijentima konvergiraju za |z| < R.
Bududéi da redovi u relaciji (2.44) konvergiraju za |x| < R, za svaki |z| = Ry < R
postoji konstanta M > 0 takva da je

|Aj|R) <M i |BjlR,<M, j=0,1,... (2.47)

Koristedi izraz za a, i relaciju (2.47), imamo

n—2
M (/ﬂ+1)|ak+1| |CLk| M\an,1|R0|
Ian|<n(n_1)[§ { + + , > 2.

P Rg—k—Q R'g—k‘—Z ’fl(’fl _ 1)

(2.48)
M|an,1\R0

( 1 ukljucen, i njegovu svrhu ¢emo vidjeti u onome Sto
n(n —

Ovdje je ¢lan
slijedi.
Sada ¢emo definirati pozitivne konstante C,,, stavljajuéi Cy = |ag|, C1 = |a1]

MCn—lRO

P ,n>2. (2.49)

oM [E B+ D) Cy
Cn = n(n—1) [Z { Ry 2 " R3k2}

k=0

Iz relacija (2.48) i (2.49) je jasno da vrijedi |a,| < C,, n=0,1,...
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2.5. Metod stepenih redova

Sada zamjenom n sa n + 1 u relaciji (2.49), imamo

— k + ]. Ck+1 Ck MCnRO
Cn1 = kg { Ry k1 * Rp—k-1 }] T n(n+1)
pa je
n—2
(k4 1)Cri1 Ch
RoChry1 = Z { Py iy i sy }
= Ry Ry
MRy MC,R3
Kombinirajuéi relacije (2.49) i (2.50), dobivamo
M n(n—1) MRy MC, R3
ROCn-l-l = TL(TL T 1) |: i Ch RQCn_1:| +n(n n 1) [nCn+Cn_1]+n(n n 1) ,
(2.51)
Nakon sredivanja relacije (2.51) dobivamo
(n—1) nMRyC,,  MC, R?
n+l = n . 2.52
Bolnir =) Y wnr D) Ty (2:52)
M\an,1|R0

Dakle, dodavanjem ¢lana u relaciju (2.48), dovelo nas je do rekurzivne

n—1)
relacije (2.52) iz koje mozemo lahko dobiti odnos (n + 1)-og i n—tog ¢lana:

Cn+1xn+1 B n(nf 1)+nMR0+MR%|$‘

Cpa™ | Ron(n+1) '
Dakle o o 2]
. 12" x|

Koristenjem D’Alembertovog kriterija lahko se vidi da red Z Cprx™ konvergira

n=0
o

za |x| < Ry, a na osnovu kriterija uporedivanja slijedi da red Z an,x" konvergira
n=0

apsolutno za |z| < Ry. Kako je Ry € (0, R) proizvoljno, onda red konvergira

apsolutno na intervalu |z| < R.

Dakle, pokazali smo da funkcija koja je analiticka u x = x( jeste rjesenje
posmatranog pocetnog problema ako i samo ako koeficijenti njenog stepenog reda
zadovoljavaju relaciju (2.46). Takoder, iz jedinstvenosti rjeSenja posmatranog
pocetnog problema, slijedi da ¢e ovo biti i jedino rjesenje. O

Primjer 2.5.2. Nadéi opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe
y' —2(x—1)y +2y=0 (2.53)

u okolint regularne tacke ro = 1.
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Rjesenje. Na osnovu Teorema 2.5.1 opée rjeSenje jednadzbe (2.53) ima razvoj
u stepeni red u okolini tacke xg = 1,

x) = Z an(z—1)", (2.54)
n=0

sa pozitivnim radijusom konvergencije. Da bismo odredili donju granicu za radi-
jus konvergencije reda (2.54), potrebni su nam radijusi konvergencije Ry i Ro
stepenih redova razvoja funkcija

Ovdje je p(z) = 1,¢(z) = =2(z — 1), i r(x) = 2. Dakle,

pa je Ry = Rs = oo. Prema tome, radijus konvergencije reda (2.54) je R =
oo i rjeSenje (2.54) ¢e konvergirati za svako x. Koeficijente reda (2.54) éemo
odrediti zamjenom reda u diferencijalnu jednadzbu. Kako je (2.54) opée rjesenje
diferencijalne jednadzbe (2.53) drugog reda, ono treba da sadrzi dvije konstante.
Ustvari, koeficijenti ag i a1 ¢e ostati neodredeni, dok ¢ée svi ostali koeficijenti
as, ag, ... biti odredeni preko ag i a;. Diferenciranjem reda (2.54) ¢lan po ¢lan,
dobivamo

y' = Z nn —Dap(z —1)""2 = Z n(n — Dan(z —1)""2

n=0 n=2

Zamjenimo y,y’ i y” u diferencijalnu jednadzbu (2.53). Kao Sto vidimo iz jed-
nadzbe (2.53), 3’ je potrebno pomnoziti sa —2(z — 1) a y sa 2, pa dobivamo:

i (n—1)an(z—1)""
n=2
—2(z — 1)y xflznanxfl Z —2nan,(z —1)"

n=1
2y—2Zan$—1 Z2anx—1

Suma lijevih strana je nula jer je y rjeSenje diferencijalne jednadzbe (2.53) pa i
suma desnih strana mora biti nula. Te redove mozemo napisati u ekvivalentnoj
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formi:

Z (n+2)(n+ Dapga(z—1)"

= 2a9 + Z(n + 2)(” + 1)an+2(x - "

n=1
—2(z—1)y' = Z —2na,(x —1)"
n=1
o0 oo
2y = Z 2ap(x — 1)" = 2a9 + Z 2a,(x —1)"
n=0 n=1

Sabirajuéi lijeve i desne strane ove tri jednadzbe dobivamo
0 = (2ag + 2a9) + Z[(n +2)(n+ 1)aps2 — 2na, + 2a,)(z — 1)™.
n=1

Desna strana ove jednakosti je stepeni red koji je identicki jednak nuli, pa mu svi
koeficijenti moraju biti jednaki nula. Dakle,

2a5 + 2a9 =0 (255)
i
(n+2)(n+ 1)anse — 2na, +2a, =0 za n=12.3,.. (2.56)
Na osnovu (2.55) imamo da je
Ao = —ayp (257)
a iz (2.56) dobivamo
2(n—1)
Apio = ——————an, a n=12.., 2.58
2T mr2m+n (2.58)
pa je
0 2 2 2
a3 =0, a4 = —ay=——=do =~ o
=0 w23 223 a__23-3a
o °"6.5°  6-5-4-3 " 6
. 2.5  2%.5.3 _20.5.3.1
A N O I s
Prema tome
A2n+1 = O, n = 1,2,
i
2" .1-3-5-----(2n — 3)
agp = — (QTL)' aop, n = 2,3,
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Dakle, opée rjesenje diferencijalne jednadzbe (2.53) je

y(z) =ag +ar1(x — 1) + as(z — 1)2 + aq(x — 1)4 + ag(z — 1)6 + ...

» 22 4 2%3 6
=ai(r—1)+al —(z—1) —E(x—l) —F(x—l) —...]
¢
Primjedba 2.5.1. Kao sto smo i ocekivali, opée rjesenje sadrzi dvije konstante
ay i ag. Dakle, funkcije x —1 i1 — (z — 1)% — E(x —1)*--- su dva linearno

nezavisna riesenja jednadzbe (2.53).

2.5.4 Zadaci za samostalan rad
Metodom stepenih redova rijesiti sljede¢e probleme pocetnih vrijednosti:
L oy" —2zy +4y =0, y(0)=1,4(0)=0,
2. (1—2?)y" —2zy +6y=0, y(0)=1,9(0)=0,
30y =2 +2)y +4y=0, y(-2)=1,9(-2)=0,
4. (1=2?)y” —2zy +2y =0, y(0)=1,9(0)=—1,
5. (2 +4z+3)y" +2(x+2)y —2y =0, y(—2)=0,y'(-2) =—1,
6. v —xzy =10, y(0)=ap,y (0)=a; (Airyova jednadzba),
7. 2%y +xy' + (22 —pHy =0, y(1) =ae,y'(1) = a; (Besselova jednadzba),
8. (1—a2)y" —xy +p*y =0, y(0)=agp,y'(0) = a; ( Chebyshevljeva jed-
nadzba).

2.5.5 Rjesenja u okolini regularnih singularnih tacaka

U ovom dijelu ¢emo vidjeti kako se rjesava bilo koja linearna diferencijalna jed-
nadzba sa varijabilnim koeficijentima oblika

p(x)y" +q(x)y +r(x)y =0 (2.59)

na intervalu bez centra oko regularne singularne tacke xg, pri ¢emu ¢emo pod
intervalom bez centra oko tacke xo smatrati skup oblika 0 < |[z—xo| < R, R >0
kada iz njega izbacimo njegov centar xy. Podsjetimo se da je tacka zy regularna
singularna tacka diferencijalne jednadzbe (2.59) ako se funkcije

@) o)
(== 20)pay (=20 0y
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mogu razviti u stepene redove oblika

(x — xo)@ = Z Ap(z —x0)" za |x—ax0| < Ry (2.60)
p(z) =
(x— xO)Q;Eg = nz_%Bn(x —x9)" za |x—x0| < Ra (2.61)

gdje su Ry i Ry radijusi konvergencije. Kako je tacka xg regularna singularna
tacka diferencijalne jednadzbe (2.59), onda njena rjesenja, opéenito, nisu defini-
rana u tacki zg. Medutim, diferencijalna jednadzba (2.59) ima dva linearno neza-
visna rjeSenja na intervalu bez centra 0 < |z — z9| < R, R = min(Ry, R2), pa
je zadatak da se odrede (ili bar aproksimativno) ova dva rjeSenja u blizini svake
regularne singularne tacke. Prije nego navedemo teorem u kojem ¢ée biti opisan
oblik ovih rjesenja, trebat ¢e nam sljedeca definicija.

Definicija 2.5.5. Neka je xg reqularna singularna tacka diferencijalne jednadzbe
(2.59), i neka vrijede razvoji u stepene redove (2.60) i (2.61). Karakteristicna
jednadzba pridruzena diferencijalnoj jednadzbi (2.59) u tacki xo ima oblik

M4 (Ag—1)A+ By =0 (2.62)
(Formula (2.62) se moZe i direktno izvesti (vidjeti (2.66))).

Kao i u slu¢aju dokaza teorema koji se odnosi na regularne tacke i ovdje ¢emo
pretpostaviti da je zyp = 0.

Prvo ¢emo pokazati da diferencijalna jednadzba (2.59) ima bar jedno rjeSenje
u obliku

y(x) = 2> Z an(N)z",  ag # 0. (2.63)
n=0

Primjedba 2.5.2. Svaka linearna diferencijalna jednadzba drugog reda oblika
(2.59), pri éemu je posmatramo u okolini reqularne singularne tacke xo = 0, ima
bar jedno rjesenje u obliku reda (2.63) za x > 0. Za x < 0, u sluc¢aju kada je A
cijeli broj rjesenje i dalje ima oblik (2.63). Ako X\ nije cijeli broj, onda se rjeSenje
jednadzbe (2.59) moze dobiti analitickim produzenjem u kompleksnoj ravni. Jedan
od nacina je da se x> zamijeni sa |x|* u (2.63) jer za x < 0 vrijedi

.TA _ e/\lnw — e)\[ln\acH-iTr] _ |$|Aei7r/\

pri cemu se faktor €™ moZe apsorbirati u ukupnu proizvoljnu konstantu. Kao sto
éemo i vidjeti, kad je jedno rjesenje y(z) dato sa (2.63), onda u nekim slucajevima
drugo linearno nezavisno rjesenje ima oblik y(z)Inx + w(x), gdje je w(x) drugi
Frobeniusov red. Za x < 0, moZe se Inx zamijeniti sa ln|z| jer za & < 0 imamo
Inz = In|z| +im, u kom slucaju je y(z)Inx +w(x) = y(z) In|z| + iry(z) + w(x).
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Kako je y(x) prvo rjesenje diferencijalne jednadzbe, imamo da ako su y(x) i
y(x)Inz + w(z) linearno nezavisna rjesenje, tada su i y(x) i y(z)In|z| + w(z)
takoder linearno nezavisna rjesenja. Prednosti ovoga su u tome sto je rezultirajuci
red realan za bilo koju vrijednost x. U nastavku cemo traziti rjesenja za x > 0.
Da bi se dobilo rjesenje za x < 0 &itaocu ostavljamo da zamjeni x* sa |z|* ilnx
sa In|z| na odgovarajuéim mjestima da bi se dobilo rjesenje i za x < 0.

U skladu sa Primjedbom 2.5.2, dovoljno je posmatrati slu¢aj z > 0. Kako su

q(z) . or(x)

i x*—— analiticke u tacki xy = 0, onda se mogu razviti u stepeni
p(x) — plx

red po x, tj.
(x g Apz™ i a? E B,x™ (2.64)
x)
n=0

funkcije x

Uvrstavajuéi (2.63) i (2.64) u dlferencualnu jednadzbu (2.59), dobivamo

2 Z(n + A+ XA=1Da,(N) Z A" <m>‘1 Z(n + )\)an()\)os">
n=0 n=0

1 n - n

e Z B,x (x)‘ Z an(N)x ) =0,

n=0 n=0

sto je isto kao i

Z {(n + N+ A=1Da,(N)+ ) [(k+N)An—r+ Bn_k]ak(x\)} "2 = .
n=0 k=0
(2.65)
Koeficijent uz *~2 u (2.65) nije rekurzivna relacija, ali daje

Koeficijenti uz ostale stepene zadovoljavaju sljedecu rekurzivnu relaciju
(n+ X (n+A—1)a, (A Z [(k+ AAn_k 4 Bn_plar(A\) =0, n=1,2...

koja se moze napisati u obliku

FA+n)a,(A) = [(n+AN)(n+A—1)+ (n+ X)Ao + Bolan(N)
Sk 4 N+ Buoglay(V). n = 1.2, (2.67)
k=0

Kako je ap # 0, onda iz (2.66) slijedi da je F(A\) = 0, sto je karakteristi¢na
jednadzba pridruzena diferencijalnoj jednadzbi (2.59). Korijeni Ay i A2 karakter-
istitne jednadzbe F'(\) = 0 zovu se eksponenti regularne singularne tacke x = 0.
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Za fiksno A, relacija (2.67) u potpunosti odreduje koeficijente a,,. Dakle, za dva
eksponenta Ay i Ao moguée je konstruisati dva rjesenja diferencijalne jednadzbe
(2.59). Medutim, ako je A\; = Ay, onda ovaj metod daje jedno formalno rjesenje.
Osim toga, ako za neko n vrijedi F(A 4+ n) = 0, onda je ofito da se ova metod
ne moze primijeniti za konstrukciju rjesenja. Jednostavnim racunom se moze
pokazati da je

FA+n)=FA)+n2x+Ap+n—-1)=0. (2.68)

Iz relacije (2.66), imamo A\; + Ay = 1 — Ay. Dakle, ako je A = Ap ili Ay, tada iz
relacije (2.68) dobivamo n = (A2 — A1). Prema tome, F(A + n) jednako je nula
ako i samo ako se eksponenti razlikuju za cijeli broj i A je izabran da bude manji
eksponent. Ako je A uzet da bude veéi eksponent, onda se moze konstruisati
jedno formalno rjesenje.

Na kraju se moze zakljuciti sljedeée: Diferencijalna jednadzba (2.59) uvijek
ima bar jedno rjeSenje oblika (2.63), a koeficijenti a,, m > 1 se mogu dobiti
supstitucijom (2.63) u jednadzbu. Da bismo nasli drugo rjeSenje primijent ¢emo
Frobeniusov metod.

Teorem 2.5.2. Neka je xg = 0 regularna singulara tacka diferencijalne jed-
nadzbe i neka vrijede razvoji (2.60) i (2.61). Neka su Ay i A2 dva korijena
karakteristicne jednadzbe

M 4 (Ag — A+ By = 0. (2.69)

indeksirani tako da je Re(M\1) > Re(A2). Onda, jedno od rjeSenja diferencijalne
jednadzbe (2.59) ima oblik

(@) = 2™ ) ana® (2.70)
n=0

gdje je ag = 1 i razvoj vrijedi na intervalu bez centra 0 < |z| < R, gdje je R =
min(Ry, Re). Drugo linearno nezavisno rjesenje yo(x) diferencijalne jednadzbe
(2.59) na intervalu bez centra nalazi se na sljedeéi nacin.

(i) Ako A1 — X2 €4{0,1,2,...}, onda je

(oo}
yo(w) = 2™ Y bpa™, (2.71)
n=0
gdje je by = 1.
(it) Ako je A1 = Aa, onda je
Yo () = y1(z) Inz 4 22 Z bpz™, (2.72)
n=0

gdje je by = 1.
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11t 0 je A\1 = A9 + prirodan broj, onda je
(iii) Ako je Ay = Ag + prirodan broj, onda j
yo(x) = Cyy(x) Inz 4 272 Z cna”, (2.73)
n=0

gdje je co = 1. Konstanta C je nekad jednaka nuli.

Koeficijenti ay,, by, ¢, i konstanta C mogu se odrediti zamjenom reda za y(x) u
jednadzbu (2.59).

Dokaz. (i) Lijevu stranu karakteristiéne jednadzbe (2.69) ozna¢imo sa F'(\),
v F(\) = A 4 (Ag — 1)\ + B.
Kako su A1 i A2 korijeni karakteristi¢ne jednadzbe (2.69), onda je
FA)=AA=1)+ A A+ By = (A= A1) (A — Xa).
Na osnovu (2.68) imamo da je F'(A; +n) = n(n + A\ — A2), odakle slijedi
P+ )] = n(n — 1 — Ag). (2.74)
Takoder, kao i u Teoremu 2.5.1, za |z| = Ry < R postoji konstanta M >

0 takva da je |Aj|R6 < Mi |Bj\Ré < M, j = 0,1,---. Dakle, koriste¢i ove
nejednakosti, na osnovu (2.67) imamo da je

mn—ul,&\%M<M§:k+uﬂ+1R;”ﬂ%\ n=1,2---.
k=0

Odaberimo m tako da je m—1 < |A; — Az| < m, i definirajmo pozitivne konstante
C; na sljedeéi nacin:

Cl = |a’j|’ .7:0,17 7m_17 (275)
j—1
GG =M =XC = MY (k+ M|+ DR C, j=mm 41,
k=0
Indukcijom se lahko pokaze da je |a,| < Cp, n = 0,1,--- . Koristeéi jednadzbu

(2.75) za j =nij=n—1 dobijemo

Cn (n—=1)(n—1—|X\ —X|)+M(n+ \|)
Cn71 Ron(n— ‘)\1 —>\2|)

pa je
|z

lim Cn” = —
= R

n—00 ’ Cn_laj"_l
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2.5. Metod stepenih redova

Na osnovu D’Alembertovog kriterija red > -  Cz™ konvergira za |z| < Ry,

odakle slijedi da red Zanz" konvergira apsulutno za |x| < Ry. Kako je Ry

n=0
0

proizvoljan broj takav da je Ry < R, imamo da red Z an ™ konvergira apsulutno
n=0

za |z| < R. Dakle, vidimo da je |z|* 3°7  a,2" rjeSenje jednadzbe (2.59) koje

je analiticko za 0 < |z| < R.

oo
Ako zamijenimo A1 i g u prethodnim razmatranjima dobivamo da je |z|*2 Z bpx™
n=0
drugo rjesenje jednadzbe (2.59) koje je analiticko za 0 < |z| < R.

(ii) Kako je Ay = Ay korijen jednadzbe F(A) = 0 viSestrukosti dva, to je
F(\) = (0F/0X)a=x, = 0 i postoji rjesenje oblika y;(z) = 2™ Y7 ja,z" u
intervalu 0 < z < R. Sad pretpostavimo da u (2.65) A nije rjeSenje karakteristi¢ne
jednadzbe F(\) = 0. Ako stavimo da je

Loyl =v" + Zg;y’ + ;Eg,
tada je
Lsly(x)] = agz* 2 F(N), (2.76)

gdje je y(z) = 2* 3°°7  a,z™. Na osnovu (2.76) imamo da je

2 calue) = 2| 20] = a2 [P 4 pial.

8 n . a n . v . .
pa je Lo < a ) =0, te je ( a ) drugo rjesenje. Kako je
ON ) a=x, ON ) a=x,

8 =z lananx —l—x)‘zaan "

to je drugo rjesenje dato sa

8 T oo oo
o= (50), e e

gdje je
da,,
by = = =0,1,---. 2.77
= (), m=on (2.77)
Posto ag ne zavisi od A, to je by = 0. Napomenimo da se slucaj —R < = < 0

moze sli¢no rijesiti. Pored toga, kako je red E anx™ uniformno i apsolutno
n=0
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o0
konvergentan za || < Ry < R, imamo da je anx” uniformno i apsolutno
n=0
konvergentan za |z| < Ry < R; ovo opravdava diferenciranje reda ¢lan po ¢lan
po A. Prema tome, rjeSenje yo(z) je analiticko za 0 < |z| < R.

(iii) Kako su A1 i A2 rjeSenja karakteristicne jednadzbe F(A) = 0 takva da je
A1 — A2 = m € N, onda je prvo rjeSenje y;(x) koje odgovara eksponentu A je

dato sa -
) =2 3 an(A)e
n=0

Pored toga, y;(z) je analiticka funkeija za 0 < |z| < R. Za razliku od slucaja
(), u ovom slucaju postoji problem kod odredivanja drugog linearno nezavisnog
rjeSenja kada je Ay — Ao = m € N, jer je koeficijent uz a,, u jednadzbi (2.67),
jednak F'(A2 +m) = F(A1) = 0. Kako je ag(A2) # 0, niSta nam ne garantira da
¢e desna strana u (2.67) biti jednaka nuli. Jedina alternativa je pretpostaviti da
je ag(A2) = 0. Iz tog neposredno slijedi

ao(/\z) = al(/\2) == am_1(>\2) =0. (278)

Napomenimo da a,, (A2) moZe biti razli¢ito od nule jer je F(Aa+m) = F(A\) = 0.
Jednadzba (2.67) daje

m+n—1

F(AQ +m+ n)an+m()\2) = - Z [(k + )\Q)An-‘rm—k + Bn+m—k]ak()\2)
k=m
n—1

= - [(k +m + )\Q)Anfk + ank]ak+m()\2)~

k=0
Koristeéi Ay = Ay +m, imamo
n—1
F\ +n)antm(A2) = = > [(k+A)An_k + Bo_rlaksm(A2), n=12, ..
k=0

Poredenjem sa (2.67) zaklju¢ujemo da je
Aptm(N2) = an(N), n=12,..., (2.79)

za am(A2) = ag(A1). Koristedi (2.78) i (2.79) dobijemo

oo
ya(r) = 2™ Y an(Ag)a” = a2 Z n (M) = M Zan A" = yi(z).
n=m n=0

(2.80)
Vidimo da je potreban neki drugi nacin da se odredi drugo linearno nezavisno
rjeSenje. Pomnozimo (2.76) sa A — Ay i definirajmo

2z) = (A= Ry(x), GO =A=2)F)=A- )A=A)%  (281)
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Tada je
[Q[Z(!E)] = a()()\ - )\1)()\ - )\2)25E>\_2 = GJ()G()\)SIJA_z. (282)

Kao i u slucaju (ii) zakljuéujemo da je

0= (31),..

rjeSenje jednadzbe (2.59) i moze se koristiti kao drugo linearno nezavisno rjesenje
u ovom slucaju. Dakle,

o0 oo
yo(x) = 2™ Inx Z bpz™ 4 2 Z cna”
n=0 n=0
gdje je

. (b, B
ba(X) = (A= AJau(N). by = lim bu(N), co = (m)MQ L n=1,2,...

Prilikom odredivanja b,, treba biti pazljiv, u smislu da je potrebno koristiti limes.
Zaista, kako je

i
L

[(k + )\)Anfk + ank}bk()\)a

bu(\) = F(_l
0

A+n)

e
Il

gdje je bo(A) = (A — A2)ag(A), uzimajuéi limes dobivamo
bn(A2) =0, zan=0,1,...,m—1.

Ali za n = m imamo da je F(A2 +m) = F(\1) = 0, pa ne mozemo zakljuditi da
je bm(A2) = 0. Potrebno je koristiti L’Hospitalovo pravilo da se odredi by, (\2).
Neka je
bm(A2) = lim by () = Cao,
A— Ao

gde je C neka konstanta. Kako je

71 m—+n—1
bin+n = Ty N I+ A Am n— Brgn—1]bi(A )
+n(A2) FOw st mEn) ; (I 4+ A2) Amsn—t + Ban—i]bi(X2)

stavljajuéi | = k + m i koriste¢i \; = Ay + m, imamo

n—1

F(A1 +n)bmin(X2) = — Z[(k + A1) A1+ Bui]bkrm(A2).
k=0

Poredeéi ovo sa (2.67) zakljuujemo da je

bern()\Q) ann()q), 7’L:0,1,....
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Na osnovu svega navedenog imamo

™2 Z bp(A2)a™ = ™2 Z bp(A2)a™ = ™ Z bian(Xo)z™ "
n=0 n=m

n=0

= Cgltm Z an(A)z" = Ca™M Z an(A1)z"

n=0 n=0

= Cy (JZ‘),

pa je

> Ob,,
yg(x):Cyl(x)lnx+x’\220nx”, Cn () zan=0,1,....
n=0 oA A=A

O

Kao i u sluc¢aju regularnih tacaka, koeficijenti reda mogu se dobiti direktnim
uvrstavanjem rjesenja u diferencijalnu jednadzbu i izjednacavanjem koeficijenata
uz iste stepene. Dakle, prvo izratunamo rjesenje (2.70). Red oblika (2.70) zove
se Frobeniusov red, a metod nalazenja takvih rjesenja diferencijalnih jednadzbi
zove se Frobeniusov metod. Drugo rjesenje moze se takoder izraCunati iz (2.71),
(2.72) ili (2.73).

Primjer 2.5.3. Odrediti opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
22%y" + (x — ¥y —y =0 (2.83)
u blizini tacke xo = 0.

Rjesenje. Imamo da je p(z) = 222, q(x) = x — 22, i r(x) = —1. Kako je
p(0) = 0, to je tacka zy = 0 singularna tacka diferencijalne jednadzbe (2.83).

Kako su

q(x) xfxzil 1

(2 =0) oy =" =57 5"
' rlz)  ,—-1 1
(e —20) ) =% 52 = "3

analiticke funkcije (sa radijusom o), to je tacka xp = 0 regularna singularna
tacka diferencijalne jednadzbe (2.83). Ovdje je Ag = % i By = —%7 pa je karak-
teristi¢na jednadzba pridruzena jednadzbi (2.83) u regularnoj singularnoj tacki
zo = 0 data sa A2 + (1 — 1)A — 1 =0, odnosno 2A* — A — 1 =0.

Korijeni ove jednadzbe su
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Na osnovu Teorema 2.69, jedno rjesenje jednadzbe (2.83) je dato u obliku
yi() =2 anz" (2.84)
n=0

pri tome je ag = 1. Kako je A\ — Ao = %, to je drugo linearno nezavisno rjesenje
ya2(z) dato sa

ya(x) = |2|7V2 Y bna, (2.85)
n=0

pri tome je by = 1. Iz Ry = Ry = o0, slijedi da je stepeni red (2.84) konvergentan
za svako z. Medutim, rjesenje (2.85) nije definisano u tacki z = 0. Ono je
definisano (na osnovu Teorema 2.69) u intervalu bez centra 0 < |z| < oo, tj. za
x < 01ili x > 0. Odredimo sad koeficijente rjesenja (2.84) i (2.85) direktnim
uvrstavanjem u jednadzbu (2.83) i izjednacavanjem koeficijenata uz iste stepene

od z. Imamo
oo o0
y(z) == g anx" = E apz™ !
n=0 n=0

oo o0

y'(z) = Z(n + Dayz™ i y'(z) = Z n(n + Day,z™ !

n=0 n=0

0= (ap —ap)xr + Z[Zn(n +Dan + (n+ 1ap —na,_1 — aplz" "
n=1
Izjednacavajuéi koeficijente sa nulom dobivamo

NQp—1 _ 1
mn+1)+(n+1l) -1 2n+3"

Ap = n—1, n:172a"'

Uzmimo ag = 1. Tada je

1
5.7 (2n+3)

Ay = zan=12 ...
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Dakle, jedno rjesenje diferencijalne jednadzbe (2.83) u blizini xg = 0 je

@Weo(1+84 S
v 5 5.7 5.7 (2n+3)

ili

(2.86)

—-z

1
+Z5 7- 2n+3)

Odredimo sada koeficijente b,, rjesenja (2.85). Ovo rjeSenje je definisano na in-
tervalu bez centra 0 < |z|, tj. za x > 0ili < 0. Prvo pretpostavimo da je x > 0.
Tada je

) =023 byt = 3 ban /2
n=0 n=0

oo

1
yh(z) = HZ:O(” _ §)bn$n—(3/2)
@) = 30 D)= D,
2 02 2”7

2 1 = 1 3., n—(1/2)
= 2z°y5 (x) = Z 2(n—=)(n— i)b"x
n=0

oo

1 3
2. _ o1 n+(1/2) _ A n—(1/2)
x7ys(x) = E (n 2)bnx = E (n 2)bn,1x

n=0 n=0

(@) = 3 —ban /D
n=0

n=1

3
—(n— §)bn,1 — bn} (/2

Izjednacavajuéi koeficijente ovog reda sa nulom dobivamo rekurzivnu relaciju

1 1
2(n—7)(71—g)bn—&—(n—g)bn—(n—g)bn,l—bn:07 n=12,...
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odnosno

1
by, = ’ = 13 27 .
27 . nl
Dakle,
12y z? "
yQ(I)—fE +§+m++m+
0 n e n
_.—1/2 e —1)2 (z/2)
=27y =Y
n=0 n=0
ili
yo(z) = x~1/2e%/? (2.87)
Sada ¢emo odrediti rjeSenje (2.85) za & < 0. Zbog toga ¢emo uvesti smjenu
x = —t u diferencijalnoj jednadzbi (2.83). Na osnovu lanc¢anog pravila, koristeéi

tacku za oznaku izvoda po t, dobivamo

, dy dy dt

V=0 " dat dx

d dt
no__ S NS —
=9 =0
Na osnovu ovoga, jednadzba (2.83) postaje
2t% — (—t — )y —y = 0. (2.88)

Kako je < 0 u jednadzbi (2.83), imamo da je t > 0 u jednadzbi (2.88). Karak-
teristitna jednadzba jednadzbe (2.88) je ista kao za jednadzbu (2.83). Njeni
korijeni su

)\1:1 1 )\2:—§

Jedino moramo naci rjesenje za Ay = —%, jer za A1 = 1 rjesenje smo ve¢ odredili.
Kao i prije, trazimo rjesenje u obliku

ya(t) = [t 72y bt
n=0

Kako je t > 0, to je

lt) = 123 bt
n=0
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Direktnom zamjenom ys(t)u jednadzbi (2.88), dobivamo
ya(t) = 712742 1> 0.

Iz t = —x, imamo
yo(—x) = (—x)"V2e*2 z <. (2.89)

Kombinirajuéi (2.87) i (2.89), vidimo da za x > 0 ili < 0, imamo
y2(2) = Ja| =262, (2.90)

Dakle, opée rjesenje jednadzbe (2.83) je

o0 .'L‘n
=Ciz |14 ———————| + Cola| %"/
y@) = Cre +n:15.7...(2n+3) + Cafa] e
gdje su C i Cy proizvoljne konstante. ¢

Primjer 2.5.4. Odrediti opée rjesenje diferencijine jednadzbe
(x=1)%" = (2> —2)y +y =0 (2.91)

u blizini tacke xg = 1.

RjeSenje. Radi jednostavnijeg racuna uvedimo smjenu ¢ = z — 1 i potrazimo
rjesenje u okolini tacke 0. Kako jet =z — 1, imamodajex =t+ 1,9y =g, i
y' = 4. Dakle, jednadzba (2.91) postaje

2 —tt+1)y+y=0. (2.92)

Lahko se vidi da je tg = 0 regularna singularna tacka jednadzbe (2.92). Karak-
teristi¢na jednadzba A2 — 2\ + 1 = 0 ima korijene A\; = Ay = 1, pa jedno rjesenje
jednadzbe (2.91) ima oblik

yi(a) =ty ant”, (2.93)
n=0

gdje je ap = 1. Kako je Ay — Ay = 0, drugo linearno nezavisno rjesenje trazimo u
obliku
ya(@) = yr (Ot + 11> bt (2.94)
n=0

Prvo ¢emo odrediti koeficijente a,,, rjesenja (2.93). Direktnom zamjenom (2.93)
u (2.92) i izjednacavanjem koeficijenata, dobivamo

1

ﬁao, n=12...

Ap =

198



2.5. Metod stepenih redova

Prema tome, uzimajuéi ap = 1, imamo

t t2 tn > tn
yl(t)zt(1+u+2!+---+n!+~-~>ztzm (2.95)
n=0
odnosno
y1(t) = te'. (2.96)

Sada odredimo koeficijente b,, rjesenja (2.94). U jednadzbu (2.94) ubacimo y; (¢)

iz (2.96) i za t > 0 dobijemo

yo(t) =t (i Z:) Int +ti bt" = <i tt:) Int+ i bt

n=0 n=0 n=0

go(t) = iwfl >1nt+Z+Zn+1bt”
n(n+1)tn—1 Int = n+1tn—1 — ﬁtn—l
Z n! . +Z n! +Zn!

n=0 ’ n=0

Z(n + 1)nb,t" !

n:

+
n=0
o0 o0 o0
2. _ n(n +1) n+1 n+1 .44 T o+l
:>ty2(t)—<zlt 1nt+nz:%Tt +;mt
Jr

_ = n+1, 1,
gl - (-1 t+2>1t+z Lz

n=0

+Z (n + 1)b,t"+?

—tyg (Z _n + 1tn+1> Int+ Z 'tn—i-l

+Z (n 4 1)b,t"+?

o0 1 o0
Yo = (Z mt"“) Int+ > byt™.

n=0 n=0

Poslije uvrstavanja u polaznu jednadzbu, jednostavno se moze vidjeti da je izraz
uz Int jednak nuli. Pored toga, suma svih ¢lanova koji odgovaraju n = 0 je nula.

Izjednacavanjem koeficijenata koji stoje uz stepene od t sa nulom dobivamo

1 1 1
nt +£—7—;+(n+1) nb, —nbp_1—(n+1)b,+b, =0, n=12,...
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sto je ekvivalentno sa

1 1
bn = *bn—l - 5 = 1727
n-n!
Za by = 1, imamo
1 1 1 1
=TT Ry T
1 1 5 1 1 13
by=cby— —— = ——  by= by —— = ———
573727 3.3l 36 YT 4 288’

itd. Dakle,

=, ¢ 2 53 13t
yg(t):<tzn!>lnt+t(l—4—36—288+--~>

—tetlnt—i—t—ﬁ—y—@—i—
N 4 36 288 ‘

(2.97)

Jednadzbe (2.96) i (2.97) daju dva linearno nezavisna rjesenja jednadzbe (2.92)
za t > 0. Vracajuéi smjenu t = x — 1 u ova rjesenja, dobijemo dva linearno
nezavisna rjeSenja jednadzbe (2.91) u okolini 25 = 1. Opée rjeSenje jednadzbe
(2.97) je (koristeéi Primjedbu 2.5.2)

z—1 rx—1 ($—1)3
y(x) =Cr(z —1)e +Cs [(x—1)e ln|x—1|—|—(m—1)—T_...

Primjer 2.5.5. Odrediti dva linearno nezavisna rjesenja diferencijalne jednadzbe
22y —(x+2)y=0 (2.98)

u okolini tacke xog = 0.

Rjesenje. Imamo da je p(z) = 22, ¢(z) =0, i r(z) = —(x +2). Tacka 9 = 0
je singularna tacka diferencijalne jednadzbe (2.98), jer je p(0) = 0. Kako je

)

(z o)p(x) 0
i ) ey
(x — x0) @) = 2—ux,

tacka xg = 0 je regularna singularna tacka. Karakteristi¢na jednadzba je (A = 0
i By = —2) A2 — X\ — 2 = 0. Njeni korijeni su

M=2 i l=1
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Na osnovu Teorema 2.5.2, jedno rjeSenje jednadzbe (2.98) je oblika

yi(z) =2y ana” (2.99)
n=0

gdje je ap = 1. Kako je A\; — Ay = +3, drugo linearno nezavisno rjeSenje yo(x)
trazimo u obliku

yo(x) = Cyp () In |z~ + Z cnx” (2.100)
n=0

gdje je ¢g = 1. Prvo odredimo koeficijente a,, rjesenja (2.99). Imamo da je

o0 oo
y1(z) = 22 E anx’ = g anpz™?
n=0 n=0

o

(oo}
yi(x) = Z(n + 2a,z" iy () = Z(n +2)(n+ Dayx™
n=0 n=0
w2yl (z) = Z(n +2)(n 4 1)anz" 2
n=0

oo oo
_ +3 _ +2
—zy1(x) = E —apz" T = E —Qp_1x"
n=0 n=1

() = 3 20
n=0

Izjednacavanjem koeficijenata sa nulom dobivamo

Ap—1 1
ap = = ap—1, n=12...
m+2)(n+1)—2 nn+3) "

Uzmimo da je ag = 1. Tada je a; = %, as

405 - - - Prema tome,
3 4
_2a T
yile) ="+ -+ o
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2.5. Metod stepenih redova

Sada odredimo koeficijente ¢, rjeSenja (2.100). To éemo uraditi za > 0. Zam-
jenjujuéi ¢y u (2.100), dobivamo

4

SL‘ = n—1
ya(x) = C(gc + : —|—40+ )lnx—i—;cnm

3 1 .
yé(x)C(2x+4x2+10x3+~~>lnx

2
+C( +—+—+ )+chn—1 n-2

3 3 3 1
V(z)=C (2 = 1 2 —
Y5 (x) C’( +2x+10x +- )nx+0< + x-l—lox +- )

+C <1+ 1x+ ix +- ) +Z(n7 D(n —2)cpz™ 3

2 10 =
2.1 3 2 5 3
22yl (x) = C ( 222 +2x—|— Inz+C | 3z +ix +---
1 2
+ | 2¢c0— + 2¢c32" + - -
x
24
—zya(z) =C (—m3— T > lnx—l—(—co—clx—cQ;vQ — )
2 13
—2ys(z) =C (21’ —x >lnx
+ ( 2co— — 2¢1 — 2¢9 — 2cox — 2¢c3x” — >
2,93
:C(?)x +4 +)
+ [(—=co — 2¢1) + (—¢1 — 2¢2)x — cpw? — -+ -]
ili
(—co —2¢1) + (—c1 — 2¢2)2(3C — co)z? + - = 0.
Stavljajuéi Cy = 1 i izjednacavajuéi koeficijente sa nulom, dobivamo
1 1
_Z -~ (= _—
ATy Tt T

Prema tome,

202



2.5. Metod stepenih redova

2.5.6 Zadaci za samostalan rad

1. Nadi linearno nezavisna rjeSenja sljedecih diferencijalnih jednadzbi u okolini
tacke xg = 0:

a) 2%y’ +ay + (2? — §)y=0;
2y’ +ay' +a?y = 0;

)
)
) xy” + 3y + a3y = 0;
)
)

e o o

r(1—2)y" + 2y + (22 — 4)y = 0;

2,11

d) 22y" + xy' + (22 — 1)y = 0.

2. Za svako od jednadzbi (a)— (e) naéi dva linearno nezavisna rjeSenja u okolini
njihovih regularnih singularnih tacaka za razne vrijednosti parametara.
(a) 2%y’ +azy + (22 —p?)y =0 (Besselova jednadzba),
(b) (1 —22)y” —xy’ +p*y =0 (Chebyshevljeva jednadzba),

(¢) z(l—-2)y"+[c—(1+b+1)z]y’'—aby = 0 (Gaussova hipergeometrijska
jednadzba),

(d) 2y + (1 —2)y +py =0 (Laguerreova jednadzba),
(e) (1—a22)y"” =22y +n(n+1)y=0 (Legendreova jednadzba).

3. Nadi rekurzivnu formulu za koeficijente Frobeniusovog reda u okolini tacke
xo za sljedece diferencijalne jednadzbe:

(a) (x41)%y" — (x+3)y =0, o = —1,

(b) (z—=1)%" = (z+ 1)y =0, 20 =1,

(c) 2y —(2® + )y +y =0, 29 =0,
)

(d (96-1-3)2 " — (2% + 52 +6)y —y =0, 19 = —3.
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Poglavlje 3

Sistemi diferencijalnih jednadzbi

3.1 Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i
rjesenje

U ovom poglavlju sa €2 ¢emo oznaciti oblast, tj. otvoren i povezan skup. Sa
C(Q) éemo oznaciti skup svih neprekidnih funkcija definiranih na €2, dok ¢emo
sa C*(Q) oznaciti skup neprekidnih funkcija definiranih na € sa neprekidnim
parcijalnim izvodima do k—tog reda ukljucno.

Sada ¢emo definirati sistem diferencijalnih jednadzbi.

Definicija 3.1.1. Neka su f; : @ — R, Q C R™*!, gdje je m = mq +mg +--- +

My, m; €N, i =1,2,...,n. Sistem diferencijalnih jednadzbi reda m ima oblik:
i 11 —1 n—
yl(m) :fi(xaylvylla"'vyynl )7y27yl2a"'ayn?"'ay7(Lm 1))3 (31)
gdje su y1,Ys2, - - ., Yn nepoznate funkcije nezavisno promjenljive x.

Opéi oblik sistema diferencijalnih jednadzbi glasi

F’i(xayhyiv s 7y§m1)7y2a yé? s aZ/my;u s 7y$1mn)) = 03 (32)
gdje su F; : Q — R, Q c R™*"*1 date funkcije.
Specijalno, ako je n = 1, m; = m, sistem (3.1) se svodi na obi¢nu diferenci-
jalnu jednadzbu u normalnom obliku reda m,

v = fry g,y ), (33)
a sistem (3.2) na diferencijalnu jednadzbu reda m u opéem obliku, F(z,y,y', ...,

y('m)) =0.
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

Akojem; =mgo =...=m, = 1, sistem (3.1) je sistem obicnih diferencijalnih
jednadzbi v normalnom obliku ili normalni sistem i glasi:

yi = fl(x7y13y27~'~7yn)
vy = fo(T,y1,Y2, - Yn) (3.4)
y:‘b = fn(x7y15y27~'~7yn)

Vazno je istaéi da se svaki sistem (3.1) moZe svesti na normalni oblik. Naime,
ako stavimo

_ — _ ,(m1-1)
Uq - y17U2—y17~-7Um1—y1 )
o o _(m2-1)
Um1+1 - y27um1+2 _y2"'7um1+m2 _yz 9
_ ! _ my,—1
uml-l-mg—i-mn,l—i-l = UYUn, um1+7n2+7nn,1+1 - yna ey Um = y7(l " )a

sistem (3.1) se transformira u sistem diferencijalnih jednadzbi u normalnom ob-
liku

Uy = U2
uy, = ug
u;nl = fi(z,u1,u, ..., Up)
Umi+1 =  Um+2
u, = folTur, g, Uy

Sistem (3.1) i dobiveni sistem u normalnom obliku su ekvivalentni u smislu

rjesivosti: Ako su funkcije y1,y2,. .., yn rjeSenje sistema (3.1), onda su funkcije
’ (m1—1) / (mp—1) .« v . . .

Y, Y15 W JY2s s Yny Yns - - Yn rjeSenje prethodnog sistema, i obr-

nuto.

Ako je n = 11 my = m, tada se sistem (3.3) svodi na normalni oblik istom
smjenom.

Dakle, za proucavanje sistema (3.1) dovoljno je proucavati normalne sisteme
diferencijalnih jednadzbi (3.4)

Sada ¢emo definirati rjeSenje sistema (3.4).

Definicija 3.1.2. Neka je Q oblast definiranosti sistema (3.4). Skup funkcija
y1 = p1(x),y2 = 02(x), ..., yn = pn(z) definiranih i neprekidno diferencijabilnih
na intervaly (a,b) naziva se rjesenje sistema (3.4) na tom intervalu ako za svako
z € (a,b) vrijedi:
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

(i) postoji oi(x), i =1,2,...,n;
(ii) (x,¢1(x), ..., on(x)) €L
(iii) ¢i(x) = filx,p1(z),...,on(x)), i=1,2,...,n.

3.1.1 Geometrijsko znacenje normalnih sistema

Diferencijalna jednadzba prvog reda rijesena po 3’ zadaje u ravni zy neko polje
pravaca. Koeficijent pravca tangente u svakoj tacki integralne krive poklapa
sa pravcem polja u toj tacki. Analogno tumacenje mozemo dati i za normalne
sisteme (3.4).

Neka su x,y1, ..., yn koordinate tacke (z,y1,...,¥n) u (n+ 1)-dimenzionalnom
prostoru. Tada rjeSenju y; = ¢(x), ..., yn = pn(x) odgovara neka kriva u datom
prostoru koja se zove integralna kriva sistema (3.4).

Neka su u oblasti definiranosti Q sistema (3.4) (ili u dijelu oblasti) funkcije
fi, i =1,2,...,n konacne. Neka je (p1(x),...,0on(z)), € (a,b) neko rjesenje
ovog sistema ¢ija integralna kriva pripada oblasti Q. U svakoj tacki (xg, ¢1(z0), . - -,
©n (o)) integralne krive ovog rjeSenja vektor tangentne ravni je (1, ¢} (zo),. ..,
¢! (z0)) odnosno, na osnovu (3.4)

(13 fl(ZOa ng(.TQ), ey (pn(x()))v DN} fn(x(b 501(10), ceey ‘Pn(xO)))

Na ovaj nadin dobivamo vektorsko polje sistema (3.4) kao skup tacaka (z,y1,y2, . - -
Q) i odgovarajuc¢ih vektora tangentnih ravni u tim tackama, tj.

{('T’yla "'7yn); (la fl(xv ¥1 (Qf), SRR @n(x))’ SRR) fn(x’ </71(33)a R <pn(x)))}'

Svaka integralna kriva sistema (3.4) ima osobinu da se u svakoj njenoj tacki vek-

tor tangentne ravni poklapa sa vektorom vektorskog polja u toj tacki. Vrijedi i

obrnuto: Ako neprekidno diferencijabilna kriva koja pripada oblasti ) ima os-

obinu da se u svakoj njenoj tacki vektor tangentne ravni poklapa sa vektorom
vektorskog polja u toj tacki, onda je ta kriva integralna kriva sistema (3.4).

(0) (0)

n
)

Ako u tacki (zo,yy ',.--,¥ desne strane sistema (3.4) ili neke od njih

postaju oblika 0’ onda kazemo da u toj tacki polje nije definirano. Smatrat

¢emo da takvom taCkom ne prolazi niti jedna integralna kriva sistema (3.4). Ako
se integralna kriva odlikuje svojstvom da

QDl(iU) — yi())? 73077,((5) — y;o) kada xr — X9,

onda kazemo da se integralna kriva priblizava tacki (zo, y§0)7 . ,yS) )).

3.1.2 Cauchyev problem pocetnih vrijednosti

Za sistem (3.4) Cauchyev problem pocetnih vrijednosti formulira se na sljedeci
nacin:
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

Definicija 3.1.3. Izmedu svih rjesenja sistema (3.4) naéi ono rjesenje

1 =y1(x),y2 = y2(2), ..., yn = Yn(x)

u kojem funkcije y1(x), y2(x), ..., yn () primaju unaprijed zadane vrijednosti y£0),

(0) (0) ot o detnod vriiednosti . ol ,
Yo "5y Yn” PTT 2aAATIO) POCEINO] VT]EATIOSLT T TEZAVISTIO PTOMIENLJIVE T ©

y1(~”€0) = y£0)7y2(x0) = yéo)» cees yn(l“o) = ?/r(LO),

tj. rjesenje zadovoljava uvjet

=0 g =,y =y, za @ = . (3.5)

Brojevi y%o),yéo), e ,yELO) se nazivaju pocetnim vrijednostima funkcija, a broj xg
pocetna vrijednost nezavisno promjenljive x. Uvjet (3.5) se naziva pocetnim uvje-
tom.

Geometrijski se Cauchyev problem za sistem (3.4) pri uvjetima (3.5) moze
formulisati na sljede¢i nac¢in: Izmedu svih integralnih krivih sistema (3.4) naci
onu krivu koja prolazi unaprijed zadanom tackom (zg, y%O), . ,y,(LO)).

Vezano za Cauchyev problem pocetnih vrijednosti ovdje ¢emo posmatrati pi-
tanje egzistencije i jedinstvenosti rjesenja ovog problema.

Primijetimo da normalan sistem (3.4) moZzemo napisati u sljedeé¢em obliku

Y = F(z,Y), (3.6)
gdje je F(x,Y) vektor kolona, tj.
fl (.I‘,Y)
f2($, Y)
F(z,Y) = )
fn(z,Y)

a (z,Y) = (x,y1, .., Yn). Takoder, uzimajuéi oznake iz (3.6), Cauchyev problem
(3.5) mozemo napisati u obliku

Y' = F(z,Y), Y(z0) = Yo. (3.7)

Oblast definiranosti sistema (3.4) ¢ijom svakom tackom prolazi neka inte-
gralna kriva zove se oblast egzistencije rjesenja sistema (3.4). Ako, osim toga,
svakom tackom prolazi samo jedna integralna kriva, onda ¢emo tu oblast zvati
oblast egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja sistema (3.4). Ovu oblast ¢emo oznaditi
sa £. Kao i kod diferencijalnih jednadzbi, pitanje egzistencije i jedinstvenosti
rjeSenja je kljucno pitanje u teoriji obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, odnosno sis-
tema diferencijalnih jednadzbi. Napomenimo da postoji veliki broj tvrdnji koje
pri razli¢itim dovoljnim uvjetima daju egzistenciju i jedinstvenost rjesenja. Ovdje
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

¢emo govoriti o Peanovom teoremu o egzistenciji rjesenja problema pocetnih vri-
jednosti i Picardovom teoremu o egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja problema
pocetnih vrijednosti. Ovi teoremi su znacajni kako sa teorijskog tako i sa aspekta
primjena. Oba teorema daju dovoljne uvjete za egzistenciju odnosno egzistenciju
i jedinstvenost rjesenja problema pocetnih vrijednosti.

Teorem 3.1.1 (Peanov teorem). Neka je u oblasti 2 C R™*! definirana funkcija
F(z,Y) koja je neprekidna na Q. Tada za svako (xo,Y) = (xo,ygo), ,y,go)) €N
Cauchyev problem Y' = F(z,Y), Y(xg) = Yo ima bar jedno rjesenje. To
rjesenje je definirano bar na jednom segmentu [xo—h, xo+h| gdje broj h opéenito
ne zavisi od (xg, Yo).

Dokaz Peanovog teorema izvodi se analogno kao i dokaz koji je dat u ovom
udzbeniku za slucaj diferencijalnih jednadzbi prvog reda.

Prije navodenja Picardovog teorema o egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja
problema pocetnih vrijednosti, definirat ¢emo Lipschitz neprekidnost za realne
funkcije vise realnih promjenljivih.

Definicija 3.1.4. Funkcija f: Q — R, Q C R*, zadovoljava Lipschitzov uvjet
sa konstantom L > 0 po promjenljivim y1,ya, . .., Yyn u oblasti Q, ako za bilo koje

dvije tacke (z,y, ), ,ysll)), (z, y§2), ,yr(?)) € Q vrijedi

Vs g D) = fla,yt?, oy @) < LZIy

Teorem 3.1.2 (Picardov teorem). Neka je dat normalan sistem diferencijal-
nih jednadzbi

v = fil@ Y2, un)
yé = f2(m>y17y27"'ayn) (38)
y’:z = fn(x?ylayQa"'ayn)
1 pocetni uvjeti
0 0
y1:y§),ygzyé),...,yn—yﬁf)), 20 T = Tg. (3.9)

Pretpostavimo da su funkcije koje se nalaze na desnoj strani sistema (3.8) neprekidne
u nekoj zatvorenoj i ogranicenoj oblasti

R={(2,51,r9m) : lo—20| < a, [y1—9\"] <0, 2=y <0, [yn—y 0| < b}
(a i b su zadani pozitivni brojevi) i neka u oblasti R zadovoljavaju sljedele uvjete:

1. Funkcije fr(x,y1,...,yn) (k=1,...,n) su neprekidne po svim svojim arqu-
mentima, pa slijedi da su i ogranicene, tj.

‘fk(xaylw"?yn)‘ S M7 k= 17"'7”
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

gdje je M pozitivna konstanta, a (z,y1,...,Yyn) proizvoljna tacka iz oblasti
R;
2. Funkcije fr(z,y1,...,Yn) imaju ogranicene parcijalne izvode po argumen-

ttma Y1, ..., Yn, tj.

8fk(xay17"'7yn) <K
oyl -

gdje je K pozitivna konstanta, a (x,y1,...,Yyn) proizvoljna tacka iz oblasti

R.
Tada sistem (3.8) ima jedinstveno rjesenje
Y1 = Y1(2), o Y = Yn(2)

koje zadovoljava pocetni uvjet (3.9). To rjesenje je definirano i neprekidno difer-
encijabilno na intervalu
|z — x| < h,

b
h = mi — .
min {a, }

Prije skice dokaza ovog teorema, primijetimo da iz uvjeta 2. slijedi da funkcije
fr (k= 1,...,n) zadovoljavaju Lipschitzov uvjet! po y1, ..., yn, tj. vrijedi

gdje je

il i) = frla, (2>|<L2|y — 7], (3.10)

gdje je L pozitivna realna konstanta (Lipschitzova konstanta) a (x, y§1), 73/7(11))

i(x, y§2) ,yfm )) su bilo koje dvije tacke iz oblasti R.

)

Zaista, koristeéi formulu kona¢nih prirastaja (Lagrangeova formula), imamo
1
Py = Sl o,y @) =

= (=, yi)’y?)’ Sy = fl, y§),y§), LS+

[fk(x yl 7yé1)7 7yn ) fk(x yl 7y§2)7y§1)a ,yé ))]+

+ il o @) = frle, @,y )] =

LAko je zadovoljen Lipschitzov uvjet to ne povlaéi postojanje odgovarajuéih parcijalnih
izvoda. Na primjer za y' = |y|, f(z,y) = |y| vidimo da parcijalni izvod funkcije f(z,y) ne
postoji u tatkama z—ose (y = 0). S druge strane, jednostavno se vidi da funkcija f(z,y)
zadovoljava Lipschitzov uvjet u cijeloj ravni xzy sa konstantom L = 1.
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

Ofu(w. 0 + 00 (P — 5 @) 42D
_ 0wy 0wy — )y Yn) (0 _ @94

oy
o (2)7 (2)+9 (1 (2 o 7(1)
n fe(@, 917, vs 2§(y2 Y3 ' )s--ny )(y£1)7y£2))+m+
Y2
5fk($ay§2),7y7(,1)17yn)+9 ( )—ygl))) 1 _ .2
+ oy (Y’ =y,

0<Opp <1, k1=1,..,n).

Sada koristenjem ogranic¢enosti parcijalnih izvoda po promjenljivim y1,ys, ..., Yn
dobivamo Lipschitzov uvjet, pri ¢emu je L = K. Primjetimo da Lipschitzov
uvjet predstavlja procjenu rasta desne strane sistema (3.7) po argumentima
Y15 Y2y ey Yn, Dri Cemu iz (3.10) vidimo da je ta procjena ravnomjerna po x na
intervalu |z — x| < a.

Dokaz. Sada ¢emo skicirati dokaz. Studentima predlazemo da sami na osnovu
skice pokusaju dokazati teorem, pri tome preporucujemo da urade prvo dokaz za
slu¢aj normalnog sistema od dvije jednadzbe.

(i) Kao i u slu¢aju Cauchyevog problema za diferencijalne jednadzbe prvog
reda, primijetimo da je posmatrani Cauchyev problem za sistem (3.8) ek-
vivalentan sljedecoj integralnoj formi

we) =3+ [ pnO). e G
(ii) Sada definiramo niz Picardovih aproksimacija na sljede¢i naéin:
v (@) = (3.12)
k (k— k— _
y (@) = /fztyl V0,80, gV W) k=12,

Zatim se dokaze (sli¢no kao i kod dokaza za jednadzbe prvog reda) da su
ove funkcije dobro definirane na [xg— h, 2o+ h|. Pri dokazu se moze koristiti
matematicka indukcija. Prva iteracija je o¢ito dobro definirana, jer je tacka
(z,y?,99,...,90) € R za x € [xg — h,xo + h] (h < a) itd.

(iii) Sada treba dokazati ravnomjernu konvergenciju niza iteracija. U tom cilju
k—tu iteraciju zapisemo na sljede¢i nacin

k 0 1 0 k k-1
y =y + @ -y o+ G - ).
Niz iteracija {y(k)( )} ravnomjerno konvergira ako i samo ako ravnomjerno
konvergira red >~ (y; _ (l_l)). Da bi se pokazala ravnomjerna konver-
gencija reda potrebno je ocijeniti svaki ¢lan reda. U tom cilju je neophodno
koristiti Lipschitz neprekidnost i dokaz izvesti metodom matematicke in-
dukcije.
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

(iv) Sada u izrazu (3.12) treba pustiti da k — oo, pri ¢emu se prethodno mora
pokazati da je moguce uéi sa limesom pod znak integrala. Za ovo posljed-
nje je potrebno dokazati da niz podintegralnih funkcija konvergira ravnom-
jerno. Ravnomjeran limes niza ovih iteracija je upravo rjesenje Cauchyevog
problema.

(v) Na kraju je potrebno dokazati da je ovako dobiveno rjeSenje jedinstveno. U
tom cilju se pretpostavi da postoje dva takva rjesenja. Zatim se procijeni
razlika ovog drugog rjesenja i niza itercaija {yfk)} Pokaze se da ta razlika
tezi nuli kad k£ — oo.

O

Iz ovog teorema slijedi da ako su desne strane sistema (3.8) polinomi po svo-

jim argumentima, onda za bilo koji pocetni uvjet postoji jedinstveno rjesenje sis-

tema (3.8) koje zadovoljava date pocetne uvjete. Napomenimo da su ovi teoremi

lokalnog karaktera, jer daju dovoljne uvjete egzistencije i jedinstvenosti rjesenja
pocetnog problema u nekoj okolini tacke zg.

Teorem 3.1.3. Ako desna strana sistema (3.8) zadovoljava sve uvjete Cauchy-
Pickardovog teorema u oblasti R, onda je rjesenje

Y = o(T; T, Y1, Un) (E=1,2...,m) (3.13)

sa pocetnim wvjetima Y1 = Y1,Y2 = Y2, -y Yn = Yn 206 T = Xo TAUVNOMIETNO
neprekidna funkcija po nezavisnoj promjenljivoj x i neprekidna funkcija po pocetnim
wvjetima T, Y1, ..., Yn, kada se T mijenja u nekoj okolini tacke x = xg,

h
|x—m0\§§—w (3.14)
a pocetni uvjeti T, Y1, ..., Yn, U nekoj okolini tacke (mo,yil), ...,yﬁbl)), tj.
_ _ b _ b
&~z S w, [~ 35| < 5ol — 90| < 5, (3.15)

b h
. . b < n
gd]e]eh—{a, },0 w<4

3.1.3 Opce rjesenje

Familiju rjeSenja sistema (3.4) koja zavisi od n proizvoljnih konstanti C1, Cs, ..., C,,

= y1<x701702;-~-70n)
Y2 = y2($702,02,~~;0n)

: (3.16)
y’ﬂ = yn<33701702;-~-70n)
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

nazivamo opéim rjesenjem sistema (3.4). Geometrijski gledano familija (3.16)
u (n + 1)-dimenzionalnom prostoru (x,y1, ..., yn) predstavlja familiju integralnih
krivih koja zavisi od n parametara C1, Cs, ..., Cp, pri ¢emu su jednadzbe te familije
rjeSene po Y1, Y2, .-, Yn- Sada éemo definirati pojam opéeg rjeSenja sistema (3.4)
u oblasti Q promjenljivih x, y1, ..., y». U oblasti Q2 posmatrat ¢emo oblast u ¢ijoj
svakoj tacki Cauchyev problem za sistem (3.4) ima jedinstveno rjesenje. Tu oblast
¢emo ponovo (kao kod jednadzbi prvog reda) oznacavati sa £ i zvati je oblast
egzistencije i jedinstvenosti rjesenja. Na oblasti £ definiramo opce rjesenje.

Definicija 3.1.5. Neka je £ oblast egzistencije i jedinstvenosti rjesenja sistema
(3.4). Skup od n funkcija,

Y1 = yl(xvclaCQa"'vcn)
y2 = y2($7025027"-30’n)
: (3.17)
Yn = yn($7C1a02a---7Cn)
definiranih u nekoj oblasti promjenljivih x,Cy,Cs, ..., C, koje imaju neprekidne

parcijalne izvode po x naziva se opée rjesenje sistera (3.4) u oblasti £ ako je:

(i) sistem (3.17) rjesiv po proizvoljnim konstantama Cy,Ca,...,Cy u oblasti
E, tj. postoje funkcije ;- R"t1 - R i =1,....n, tako da je

Cl - wl(‘rvylyy%"'vyn)
02 = wQ(zvylvaa"'ayn)

(3.18)
Cn - wn(xvylyy%"'vyn)

(ii) skup funkcija (3.17) je rjesenje sistema (3.4) u oblasti £ za sve vrijednosti
proizvoljnih konstanti C1,Ca, . .., C,y,, odredenih sa (3.18) za (z,y1,Y2,. ..,
yn) € E.

Dakle, za svaki pocetni uvjet rjeSavanjem sistema (3.18) dobivamo konkretne
vrijednosti konstanti i dobivamo konkretno rjesenje sistema.

Teorem 3.1.4. Opde rjesenje sistema (3.4) sadrzi sva Cauchyeva rjesenja Cije
integralne krive pripadaju oblasti &.

(0) , (0) (0)

Dokaz.  Nekaje (xo,y1 ', Yy »---,Yn ) € E proizvoljna tacka i y; = y;(x), i =
1,2,...,n Cauchyevo rjeSenje sistema (3.4), definirano u nekoj okolini tacke x
koje zadovoljava pocetne uvjete y;(zg) = yi(o), 1 = 1,2...,n. Neka je opce

rjesenje tog sistema y; = y;(x,C1,Ca,...,Cy), i = 1,2,...,n. Ovaj sistem
jednadzbi je rjesiv po C;, i = 1,2...,n; C; = ¥i(x,91,Y2,...,Yn) za svako
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

(x,y1,Y2,...,Yn) € &, pa postoje konstante C’i(o), 1 =1,2,...,n takve da je
(G ygo)’ ygo)’ e ’y7(10)) = Ci(o), i=1,2...,n. Definirajmo funkcije

hi(x) = yi(x,Cfo),CéO), 00 =12, 0.

Ove funkcije su rjesenje sistema (3.4) ¢ija integralna kriva prolazi tackom (g, ygo)’

y£O)7 A ’y'SLO))’ jer je

hi(x0) = i(wo, O, 57, ... ,CO) = yi (wo, i, v 4" .., 40)) = ),
za v = 1,...,n. Tackom (mo,y§()),y§()), e 7ys))) prolaze dvije integralne krive
dvaju rjesenja, a £ je oblast egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja, to se ova
rjeSenja moraju poklapati na zajednickom intervalu definiranosti, pa je rjesenje
yi = yi(z), i = 1,2;...,n sadrzano u opéem rjesenju. Kako je ovo proizvoljno
Cauchyevo rjesenje, to opce rjesenje sadrzi sva Cauchyeva rjesenja. O

Zbog ove tvrdnje, opée rjesenje sistema (3.4) definira se i kao rjesenje koje
zavisi od n proizvoljnih konstanti, ako se iz njega za proizvoljan izbor konstanti
moze dobiti Cauchyevo rjesenje.

Opce rjesenje se moze napisati i u implicitnom obliku.

Rjesenje koje se dobije iz opéeg rjesenja kada konstante C; imaju konkretne
realne vijednosti ukljucujuéi oo naziva se partikularno rjesenje. Rjesenja koja
nisu sadrzana u opéem rjesenju, tj. koja se ne mogu dobiti iz opleg rjesenja
niti za jednu vrijednost konstanti C; i ¢ije integralne krive ne pripadaju oblasti
jedinstvenosti, naziva se singularno rjesenje. Dakle, to je rjesenje u ¢ijoj svakoj
tacki je narusena jedinstvenost rjesenja.

Definicija 3.1.6. Rjesenje y = p(x) sistema diferencijalnih jednadzbi (3.4) je
singularno ako svakom njegovom tackom prolazi i neko drugo rjesenje, koje u toj
tacki ima istu tangentnu ravan kao i rieSenje y = ¢(x), a razlikuje se od njega u
svakoj okolini tacke dodira.

Definicija 3.1.7. Singularna tacka sistema (3.4) je tacka u kojoj rieSenje ili ne
postoji, ili ako postoji, nije jedinstveno.

Bududi da je u tackama singularnih rjeSenja narusena jedinstvenost rjesenja,
onda singularna rjesenja i izolirane singularne tacke treba traziti tamo gdje su
funkcije f;, i = 1,2,...,n prekidne, ili tamo gdje nije ispunjen neki od uvjeta

jedinstvenosti, npr. ogranicenost funkcija 3 : , (k=1,...,n).
Yk

3.1.4 Prvi integral

U definiciji opéeg rjesenja, u oblasti egzistencije i jedinstvenosti rjesenja &, ako
posmatramo jednu od jednakosti

wi(x7y17y2a-'-ayn) = Ci
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

vidimo da lijeva strana postaje konstantna ako se y1, s, ..., yn zamijene partiku-
larnim rjesenjima, iz oblasti £, tj. vrijedi
1/)1;[1‘7y1(56, Cl7 CQ, e ,On), ‘e ,yn(x, Ol, 02, ey Cn)] = C’z (319)

Svaka funkcija ¢ koja ima osobinu datu u relaciji (3.19), naziva se integral
sistema (3.4).

Definicija 3.1.8. Neka je £ oblast egzistencije i jedinstvenosti rjesenja sistema
(3.4). Funkcija v(z,y1,Y2,- -, Yn) koja nije identicki jednaka konstanti, naziva se
integralom sistema (3.4) ako duZ bilo kojeg partikularnog rjesenja ima konstantnu
vrijednost.

Buduéi da 1 nije identicki jednaka konstanti, onda bar jedan od parcijalnih
0
izvoda Bi a—dj nije identicki jednak nuli.
v
Dakle, ako je funkcija ¥(z,y1, Y2, - . ., yn) integral sistema (3.4) u smislu date
definicije, onda je njen totalni diferencijal di identicki (u odnosu na x) jednak

nuli (duz tog rjesenja), tj.

oY oY oy
dyp = —d —-d — dy, =0 3.20
=5 x+8y1 Y1+ - +ayn Yn (3.20)
duz partikularnog rjesenja. S druge strane, duz tog rjesenja je
dyr, = fr(x,y1,92, ., yn)de, k=1,2, ... n. (3.21)
Imajuéi u vidu (3.21), identitet (3.20) postaje
0
d/w w +87’(/} fl(x y17y27"'7y’n)dx+"'+%'fn(‘rayl7y27"'ayn)dxE0~
n

Sada ¢emo navesti i drugu definciju integrala.

Definicija 3.1.9. Neka je £ oblast egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja sistema
(3.4). Punkcija (x,y1,Y2,...,Yn), koja ima neprekidne parcijalne izvode prvog
reda po promijenljivim x,y1,...,Yn Pri cemu u posmatranoj oblasti ovi izvodi
nisu istovremeno jednaki nuli, naziva se integralom sistema (3.4) ako je potpuni
diferencijal ove funkcije identicki jednak nuli.

Primijetimo da ako je funkcija 9 (x,y1,y2,...,yn) integral sistema (3.4) u
smislu Definicije 3.1.9, onda je ¢¥(z, Y1, Y2, - - -, Yn) U smislu Definicije 3.1.8. Medutim,
obrnuto nije ta¢no. Naime, funkcija ¥ (x, y1, yo, - - - , Y» ) moZe biti integral u smislu

Definicije 3.1.8 ali da nema parcijalne izvode po svim svojim argumentima.
Vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 3.1.5. Neka je £ oblast egzistencije i jedinstvenosti rjesenja sistema
(3.4). Funkcija ¢ € 01(5) je integral sistema (3.4) ako i samo ako je

oY 0
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Dokaz. Ako je ¢ integral sistema (3.4) onda na osnovu prethodnog razmatranja
dobivamo (3.22). Obrnuto, ako pretpostavimo da vrijedi

o o o

T .. =0,

Ox - ayl f1 * * 3% f
onda iz izraza za diferencijal i s obzirom da su y; partikularna rjesenja sistema
(3.4), dobivamo da je ¢ = const. O

Definicija 3.1.10. Izraz ¥(z,y1,Y2,...,yn) = C, gdje je Y(z,y1,Y2,...,Yn) in-
tegral sistema (3.4) u smislu date definicije a C proizvoljna konstanta, naziva se
prvim integralom sistema (3.4).

Ako su 91,2, ..., 1, integrali sistema (3.4), onda za proizvoljnu funkciju ®
vrijedi @ (1,1, ... ,1%y,) = const. duz bilo kog rjesenja.

Svaka od jednakosti (3.18) predstavlja prvi integral sistema (3.4). Skup svih
prvih integrala (3.18) ima osobinu da se moze rijesiti po funkcijama y1,ya, ..., Yn,
pri ¢emu na taj nac¢in dobivamo opée rjeSenje (3.17) sistema (3.4) u oblasti £.
Svaki skup od n prvih integrala koji ima ovu osobinu naziva se opéim inte-
gralom sistema (3.4) u oblasti &.

Prvi integrali ¢y, ¥, ..., ¥y, iz (3.18) koji ¢ine opéi integral sistema (3.4) imaju
osobinu da su nezavisni, tj. za funkcije 11, s, ..., ¥, ne postoji funkcija ® takva
da vrijedi sljede¢i odnos

q’(d’lﬂ/’%---ﬂ/}n) =0.

Ako bi takav odnos medu prvim integralima i1, s, ..., ¥, postojao onda iz sis-
tema (3.18) ne bismo mogli naéi funkcije y1,y2, ..., Yn-

Definicija 3.1.11. Za integrale 11,12, ..., Um, m < n sistema (3.4) definirane
u oblasti £, kazemo da su nezavisni u toj oblasti, ako niti za jednu neprekidno
diferencijabilnu funkciju ® ne vrijedi relacija ® (11,2, ...,Ym) =0 u oblasti &.
U suprotnom ovi integrali su zavisni.

Prije dokaza teorema koji govori o nezavisnosti integrala sistema (3.4), navedi-

mo sljedec¢i teorem iz analize koji govori o nezavisnosti m funkcija od n nezavisno
promjenljivih?.
Teorem 3.1.6. Neka je dat skup od m funckija uyi,us, ..., U, od n nezavisnih
promjenljivih x1,x2,...,T,, n > m, koje imaju neprekidne parcijalne izvode pr-
vog reda na zajednickom domenu. Da bi ove funkcije bile nezavisne potrebno je i
dovoljno da neka od submatrica m—tog reda matrice

8U1 8U1 6U1
8“2 87.L2 311,2
oy,  Oup, Ouy,
dry  Oxy T Oz,

2Vidjeti [22], str.202.
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ima determinantu koja nije identicki jednaka nuli.

Sljededi teorem daje potrebne i dovoljne uvjete nezavisnosti integrala 11, 12,

s e

Teorem 3.1.7. Integrali 11,va, ..., 0y, sistema (3.4), definirani u oblasti £, su
nezavisni ako i samo ako je determinanta odgovarajucéeg Jacobiana razlicita od
nule, tj. ako vrijedi

oyr Oy Oyn
b 92 Ovn  OYr
(¢17¢277¢n) — 5y1 8y2 ayn 7&0 (Z‘,y) €.

D(ylvy%"'ayn)

O O Oy
ayl 32!2.” 8yn

Dokaz. Dovoljnost uvjeta slijedi iz Teorema 3.1.6.

Dokazimo da je uvjet potreban. Neka su 1,1, ...,1, nezavisni integrali
sistema (3.4) definirani u oblasti £. Uzmimo tacku (xo, y§0), cee yéo)) € &€ u kojoj

je bar jedna od determinanti n—tog reda matrice

oz Oy Oyn
dr Oy Oy

O Obn Ot
9r  Oyn " Oym

razli¢ita od nule. Postojanje ove tacke garantira Teorem 3.1.6.

Pokazimo da je upravo determinanta sastavljena od posljednjih n—kolona
prethodne matrice razlicita od nule u ovoj tacki, tj.

D(zplva? ... 7¢TL)
D(ylay27~ .. 7yn)

#0 za®=20,y1 =91, Yn = Y-

0
Primijetimo da ako je % =0(k=1,2,...,n) utacki (xo, ygo)’ e 7y,(lo))7 onda je
0
uvjet automatski ispunjen. Uzmimo sada da je bar jedan od izraza % razli¢it od
x

nule u tacki (zo, ygo), R yflo)). Bududi da su ¥q, 99, ..., ¥, prvi integrali sistema
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(3.4) onda u datoj tacki (zo, y§0)7 . ,yﬁbo)) vrijedi

o1 | O o1
A A =L f =0,
ox + oy1 fiteo o 8ynf
Ohy | Oty 0o
e 22 ce =2 =0,
or + oy frdee 8ynf
O | O O
oy Zin . = 0.
ox + 0y1 fode OYn F
Dakle, nehomogeni sistem linearnih jednadzbi
o1 Oy _ o1
o up +---+ o, Uy = o
Othy Og B Ohy
o up +---+ o, Uy = o
oo, ad}n .. _ "
T Ty T T
(u tacki (zo, y§0), . 7y£0))) je saglasan. Ovo znadi da je rang matrice ovog sistema
jednak rangu prosirene matrice, a kako je rang prosirene matrice jednak n, onda
je rang matrice ovog sistema jednak n. Ovim je teorem dokazan. g

Napomenimo da su n prvih integrala nezavisni ako su njihovi odgovarajuéi
integrali nezavisni.

Iz gore recenog slijedi da se problem nalaZenja opéeg rjeSenja sistema (3.4)
svodi na problem nalazenja n nezavisnih prvih integrala tog sistema. Kada
nademo jedan prvi integral potrebno je naéi i druge prve integrale(¢iji broj za-
visi od reda sistema) a koji su medusobno nezavisni. Dakle, svaki put kada
nademo novi prvi integral potrebno je provjeriti da li je on nezavisan sa prethodno
nadenim prvim integralima. Na primjer, ako su nadeni integrali 1,3, ..., Y%
(1 < k < n), onda da bi ovi integrali bili nezavisni potrebno je i dovoljno da bar
jedna od funkcionalnih determinanti k—tog reda koja je sastavljena od kolona

matrice
oy Oy Oyn
oyr Oyn  Oyn
I M O
3.% ayk o 3%

nije identicki jednala nuli.
Primjer 3.1.1. Pomocu prvih integrala rijesiti sistem
dx dy

a row "
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RjeSenje. Sabiranjem datih jednadzbi dobiva se:

dlz+y) dx+y)
7 =4y, = Tty = dt,

odakle je x +y = Cyel. Sli¢no oduzimanjem dobivamo da je z —y = Cae™!. Na
osnovu ovoga imamo da su prvi integrali dati sa

wl(ta x,y) :(£E + y)eit =

wQ(ta a?,y) :(aj - y)et = 02-

Pokazimo da su dobiveni prvi integrali medusobno nezavisni. Zaista

D(¢)1,2)

D(z,y)

—t —t

e e
et et = _27&0-

To znaci da je sa

r4y=0Cre, z—y=Cot

dato opce rjesenje polaznog sistema. Iz dobivenih prvih integrala mozemo izraziti
z iy preko t, C7 i Csy. Sabiranjem ove dvije jednadzbe dobivamo da je

Ch C
t 2 —t
r=-—€ + —¢€
2 2 ’
a oduzimanjem dobivamo da je y = %et — %e*t. Jasno je da se opce rjesenje

moze napisati u obliku

x=Crel +Che™t, y=Cret — Cre .

Primjer 3.1.2. Pomocu prvih integrala rijesiti sistem

d
—tr+y, (t*+ 1)d—zz =—x—ty.

dz
41— =
" +1)—
Rjesenje. Ako prvu jednadzbu pomnozimo sa x a drugu sa y i saberemo, do-

biva se
xdr +ydy t

22 +y2 1+t

dt,
tj.

1 1

iclln(as2 +9?) = —idln(l + t2).
Integriranjem se dobiva da je

Ch

2 2

=— C: >0
l‘+y 1+t2’ (1>)7
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pa je prvi integral dat sa
V1 = (1+t2)(2* +9°%) = C1.

Ako prvu jednadzbu pomnozimo sa y a drugu sa x i oduzmemo, dobiva se

(£ + 1)1/% — (£ + 1);5% =22 442 yirg :L z;gly - ft?’
tj.
a () ot
1+ (%)2 1+¢2
dakle

T
arctan — — arctant = arctan Cs.
Y

Na osnovu ovoga je drugi prvi integral dat sa

Z_t
=Y = (5.
V2 =7 i
Y
Iz drugog prvog integrala dobivamo da je
t+Cy
x = .
YT=Cat

Uvrstavanjem ovog u prvi prvi integral dobivamo da je

t+Co\? Ch C; 11— Cot
2 2
Y (10215) =i (>0 =y 1+C2 1+

Na osnovu ovoga imamo da je
Ci t+Cy
T == 5 .
1+C31+¢2

Cl Cl
D=4/ —2  Dy=4Cy | —1,
1 1+C22, 2 2 1+C22

Ako stavimo da je

dobivamo da je opce rjesenje dato sa

o142 Tl 4¢2

Primjer 3.1.3. Pomocu prvih integrala rijesiti sistem

dx
dt
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RjesSenje. Mnozeci prvu jednadzbu sa x, drugu sa y i tre¢u sa z te sabiranjem
dobivenih jednadzbi, imamo da je

dx dy dz 9 9 . 9
— d =0.
i i =0 =da"+y"+27)=0

Na osnovu toga je prvi prvi integral dat sa
=2 +y? + 22 =0y, (O >0).
Iz prvog prvog integrala dobivamo da je
2?4 =0y - 22
pa na osnovu trec¢e jednadzbe sistema se dobiva

dz

dt 201 =)

Ovo je jednadzba sa razdvojenim promjenljivim i opce rjesenje je dato sa

1 Vv
—In|z |+—1 ‘ Cl ft+02.
Ch

Na osnovu ovoga dobivamo da je drugi prvi integral dat sa

1 1 /22 2 2 _
o = ln| T4+ Yy +z z

< In|z| +
(22 +y? + 22) i 2(x2 42 + 22) 2+ y? 422+ 2

—t=0Ch.

Na isti nacin koriste¢i drugu jednadzbu sistema dobiva se trec¢i prvi integral

1 1 24+ y2+22—y
Y3 = y| + In +t=Cs.
(2% +y° + 2?) g 20+ 92 +2%) | Val+ 2+ 224y

Moze se provjeriti da su 11, 2 i 13 nezavisni prvi integrali ovog sistema. ¢

3.1.5 O broju nezavisnih integrala normalnog sistema

Sada ¢emo dokazati teorem o broju nezavisnih integrala. Ovdje ¢emo pret-
postaviti da ovi integrali imaju neprekidne parcijalne izvode po x, 41,92, ..., Yn.

Teorem 3.1.8. Normalani sistem od n diferencijalnih jednadzbi ne moze imati
vise od n nezavisnih integrala.

Dokaz. Ovajteorem tvrdi da ako se zna n+1 integrala ¥, ¥s, . .., ¥y, 1 sistema
(3.4), onda oni ne mogu biti nezavisni. Posmatrat ¢emo dva slucaja:

(i) Integrali ¥1, 9, ..., 1, su zavisni, u tom sluc¢aju ovaj teorem je dokazan.

(#1) Integrali ¢1, 42, ..., ¥, su nezavisni. U tom sluc¢aju oni zadovoljavaju uvjet
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

D(wtha"wwn)
D(y17y27"'7y7l)

£0.

Neka je 9 jos jedan integral posmatranog sistema. Sada, kako su funkcije ¥1, 1o, . .

integrali sistema (3.4), onda vrijede identiteti:

oYy | 0Py oY1
b e ceep=Lf =0,
ox + Oy1 fieee s 3ynf
81% . awn ........... 81% ..
Zrno, Zrn . = 0
ox + oy fieea aynf
oy o oY
A .. —f =0
or "ot T T Gy
Ovi identiteti govore da homogeni linearni sistem:
oY Oy O _
O up + 3y1 Uy + + 8yn Up+1 = 0,
&pn ...... awn ........... &pn .....
n = 0
ox 1+3y1u2+ +8ynu+1
oY oY 0
b il e =, = 0.
et T By 2T T gy,
ima nenulto rjesenje u; = l,us = f1,...,upr1 = frn. Dakle, determinanta ovog

sistema je identicki jednaka nuli, tj.

D(¢171/}27"'7¢n7w) —
D(y17y27"'7yn7x)

Odavde slijedi da je ¢ funkcija od 11,9, ..., 0¥, tj. ¥ = ®(¢¥1,102,...,1,) u

nekoj okolini tacke (zo,y1 = ygo)’ R y,(LO)), u kojoj je
D(wlanP"awn) (0) 0
03 To,Y1 = PRI = ()7
D(ylay27"'7yn) ;é ( Y . o I )
tj. funkcije ¥1,v9,...,%,, 1 su zavisne. Pri tome funkcija ® ima neprekidne
parcijalne izvode po ¥1, 2, ..., ¥, koji nisu istovremeno jednaki nuli. O

Teorem 3.1.9. Ako su ¥1,%a,...,0k, (1 < k < n) nezavisni integrali sis-
tema (3.4), definirani u oblasti £, a ®(z1,22,...,2x) bilo koja funkcija defini-

rana u nekoj oblasti promjenljivih z1, z2, . . ., 2k u kojoj su sve vrijednosti funkcija
1,2, ...,k (kada tacka (x,y1,y2, ..., Yn) prolazi oblasti £), i ima u toj oblasti
neprekidne parcijalne izvode po z1,za, ..., z, koji nisu istovremeno jednaki nuli,

onda je funkcija
w - q)(wtha e ﬂﬁk)

integral sistema (3.4).
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

Dokaz. Funkcija v ima neprekidne parcijalne izvode po z,y1,y2, ..., Yn. Difer-
enciranjem funkcije ¥ po njenim promjenljivim, imamo

W - 9D A
dr Oy On
T T
oy — 0V Oy
N O 9
8yn =1 a"/)z ayn )

Sada treba pokazati da parcijalni izvodi funkcije ¥ po y1,y2, ..., yn nisu istovre-
meno jednaki nuli. Bez umanjena opcenitosti, pretpostavimo da je

D(wlaw27 sy wn)

% 0 u oblasti £.
D(y17y27"'7yn)

Tada u oblasti £ postoji tacka (zg, ygo)’ e y%")) injena okolina u kojoj je W #+
0 0
0. U toj okolini izvodi —w —w nisu istovremeno jednaki nuli. Ostaje jos

o Dy

pokazati da je totalni diferencijal funkcije ® identicki, na £, jednak nuli. Imamo

k
0P
dp =) aT;idwi'
=1

Kako je dyy = --- = dy,, =0, to je dyp = 0. Dakle, funkcija v je integral sistema
(3.4). O

Na osnovu dokazanog moZzemo zakljuciti sljedece: Ako sistem (3.4) ima n
nezavisnih integrala 1,2, ..., %,, onda formula

¢ = ¢(¢17¢27~~ 7¢n)

(uz uéinjene pretpostavke o funkciji @) sadrzi sve integrale sistema (3.4), pa zato
predstavlja opéi integral tog sistema.

3.1.6 Snizavanje reda sistema pomocu prvih integrala

Ako znamo k nezavisnih prvih integrala sistema (3.4), onda mozemo red sistema
sniziti za k.

Pokazimo da ako znamo jedan prvi integral, onda se red sistema (3.4) moze
sniziti za jedan. Naime, neka je poznat jedan prvi integral

¢1($ayl»--->yn) = Cl (323)
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

sistema (3.4). Pretpostavimo da je (3.23) rijesena po y1, tj.

Y1 :Sal(xuy27"’7yn7cl)' (324)

Uvrstimo (3.24) u preostalih (n — 1) jednadzbi sistema (3.4). Dobivamo sistem
od (n — 1) jednadzbi sa (n — 1) nepoznatih funkcija ya, ys, ..., yn

Yo = f2@, 01,92, Yn)
ys = [3(z, 01,92, Yn)
: (3.25)
Yn = Jul@ 1,92, Yn)-
Pretpostavimo da je opée rjesenje sistema (3.25) dato sa
ya = pa(x,Cq,Ch,...,Cy)
ys = 3z, Cq,Cs,...,Ch)
: (3.26)
Yn = n(x,C1,C4y...,Cy).
Tada zamjenom (3.26) u (3.24), imamo
y1 = 1(z,C1,Ca, ..., Cp). (3.27)

Nije tesko pokazati da formule (3.26) i (3.27) €ine opée rjeSenje sistema (3.4).
Na slican na¢in moze se pokazati da ako znamo k nezavisnih prvih integrala da
mozemo red sistema (3.4) sniziti za k. Odavde slijedi da ako znamo n — 1 prvih
integrala sistema (3.4) onda se integriranje sistema svodi na rjeSavanje jedne
diferencijalne jednadzbe sa jednom nepoznatom funkcijom.

Ako znamo n—nezavisnih prvih integrala, onda znamo i opéi integral sistema,
tj. rijesili smo sistem.

3.1.7 Ekvivalentnost izmedu jednadzbi n-tog reda i nor-

malnog sistema od n jednadzbi prvog reda

Pokazimo da je svaka jednadzba n—tog reda ekvivalentna sistemu diferencijalnih
jednadzbi n-tog reda. Vidje¢emo da obrnuto vrijedi uz neke dodatne prirodne
uvjete.

Neka je data jednadzba n-tog reda

y™ = f(z,y, 9,y (3.28)

Oznac¢imo funkciju y sa y1, tj. y1 = y i uvedimo nove funkcije yo, ..., y, na sljedeci
nacin

yi — y/ = Y2, yé = yl/ = Ys, 7y';z = y(n) = f(m7y1a ayn) (329)
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

Dakle, dobivamo sistem diferencijalnih jednadzbi

Y = Yo
y’2 = Y3
(3.30)
y:m—l = Yn
y;z = f(xayla'“ayn)~

Sistem (3.30) se zove normalni sistem diferencijalnih jednadzbi ekvivalentan jed-
nadzbi (3.28). Ako znamo rijesiti sistem (3.30) onda smo nasli i rjeSenje jed-
nadzbe (3.28) i obrnuto. Takoder, rjeSenje Cauchyevog problema sistema (3.30)
je istovremeno i rjeSenje Cauchyevog problema jednadzbe (3.28). Svodenje jed-
nadzbe bilo kojeg reda, rijeSenje po najvisem izvodu, na ekvivalentan normalni
sistem u nekim sluc¢ajevima pojednostavljuje nalazenje opéeg rjesenja ili nalazenje
rjeSsenja Cauchyevog problema. Takoder, dokaz nekih teorema o egzistenciji i
jedinstvenosti rjeSsenja Cauchyevog problema ne mora se obavezno izvoditi i za
diferencijalne jednadzbe n-tog reda i za normalne sistema, ve¢ je dovoljno izvesti
dokaze za normalne sisteme.

Primjer 3.1.4. Posmatrajmo jednadzbu drugog reda
y' = flz,y,9),
gdje je x nezavisno promjenljiva a y = y(z) traZena funkcija. Uvedimo novu

nepoznatu funkciju y1 = y'. Tada je navedena jednadzba ekvivalentna sljedeéem
ststemu jednadzbi

Yy = Y,
yi = flzym)
Sada ¢emo pokazati kako se normalan sistem od n jednadzbi prvog reda svodi

na diferencijalnu jednadzbu n-tog reda rijeSenu po izvodu najviseg reda. Neka je
dat sistem

yll = fl(x7y1>y27'“7yn)
y/2 = fQ(xayl,y%'"vyn)

(3.31)
y;z = fn($7yl7y27-~-7yn)>

gdje su funkcije f1, fa, ..., fn. (n — 1)—puta diferencijabilne. Diferenciranjem prve
jednadzbe sistema (3.31) po z (n — 1)—puta, smatrajuéi da su y; funkcije od x i
zamijenjujuéi, poslije svakog diferenciranja, izvode yi, 45, ..., y., iz sistema (3.31),
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

dobivamo sljedeci sistem jednadzbi.

ofi  0f1 0f1 oft  0f1 0f1
! — _— hCA Py oo ey —_— . [ [ =
= \Ilz(x7y1a-“ayn)
oVy 0V, oV, ovy 00, oV,
/! — E— Z L “ e / — N -~
Y1 - 8$ + ayl U1 + + ayn yn ax + 8y1 fl + + ayn fﬂ
= ‘1’3(337917-~-ayn>
e e (3.32)
(n—1) o a\I/n72 a\IIn72 ’ . a\I/n72 r
Y1 - or + 3y1 h + + 8yn n -
(Q)\I/n,Q (9\I/n72 a\I/nf2
— B nE\IJnf 9 sy In
9 T on fit+ 0. f 1(Z, Y1, s Yn)
(n) o a\IJnfl 8\Iln71 ’ . 8\I/nfl ’
yl - ax + 3y1 yl + + 8yn n
8\:[/7171 8\117171 8\117171
= n =V x, Y1,y Un)-
O + o it + yn f (T, Y15, Yn)
Pretpostavimo da je
0 0 OYn
o, oby o
9ya dys Oyn | £ 0. (3.33)
(9‘1/;1—1 3‘1’;1—1 8‘1’;1—1
8y2 5‘y3 ayn

Tada sistem jednadzbi kojeg ¢ine prva jednadzba sistema (3.31) i prvih (n —
2) jednadzbi sistema (3.32), ima jedinstveno rjesenje po ya, ..., yn, Pri ¢emu su
Y2, -y Yn, izrazeni preko x,yi1,y,...,y,. Zamjenom ovako dobivenih funkcija u
posljednju jednadzbu sistema (3.32) dobivamo diferencijalnu jednadzbu n-tog
reda

y(n) = f(xvyl,yllv "'7y§n_1))' (334)

Ako znamo rjeSenja y1, yo, ..., Y sistema (3.31), onda je prva funkcija y; rjeSenje
jednadzbe (3.34). PokaZimo da (pri u¢injenim pretpostavkama) vrijedi i obrnuto,
tj. rjeSenje y; jednadzbe (3.34) i funkcije yo,...,y, nadene iz prve jednadzbe
sistema (3.31) i (n — 2) jednadzbi sistema (3.32) ¢ine rjeSenje sistema (3.31).
Zaista, funkcije y1, ..., yn zadovoljavaju prvu jednadzbu sistema (3.31) jer je ¢} =
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3.1. Normalni sistemi diferencijalnih jednadzbi i rjesenje

f1. Sada iz sistema (3.32), koristeéi y; = f1, dobivamo

ofr, o ofr, _ _
oy oy
i — + -+ - " = 0
.................. . (3.35)
a\I’n—l 7 a\Iln—l ’ _

Sistem (3.35) moZemo posmatrati kao linearan homogen sistem po nepoznatim
Yy — fay syt — fn. Kako je determinanta tog sistema razli¢ita od nule, onda
sistem (3.35) ima samo trivijalna rjeSenja po nepoznatim y} — fa, ..., yl, — fn, tj.

Yo = fa,-sYn = fu-

To zajedno sa y; = f1 pokazuje da funkcije yi1,y2, ..., yn zadovoljavaju sistem
(3.31). Jednazba (3.34) se zove jednadzba n-tog reda ekvivalentna sistemu (3.31)
u smislu da je problem nalazenja rjeSenja sistema (3.31) ekvivalentan problemu
nalaZzenja rjeSenja jednadzbe (3.34).

Primjer 3.1.5. Naci opée rjesenje sistema

dx dy
7 T+ 2y +t, 7 T +y+

Rjesenje. Diferenciranjem prve jednadzbe, a zatim koristenjem druge jed-
nadzbe dobiva se

2 =2’ +4r 42y + 2t + 1. (3.36)

Ako iz prve jednadzbe sistema izratunamo y i ako ga uvrstimo u (3.36) dobivamo
jednadzbu

2’ =22 —3x=t+1.

Opce rjesenje ove jednadzbe je dato sa

t 1
x(t) = Cre™t + Coe® — - — —. (3.37)
3 9
Uvrstavanjem (3.37) u prvu jednadZbu sistema dobivamo da je
1 t 1
Y= 5(95’ —x—t)=—Cre " + Che’ — 375
¢
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3.2 Sistem diferencijalnih jednadzbi u simetricnom
obliku

Nezavisni prvi integrali sistema u normalnom obliku se lakSe nalaze ukoliko se
sistem napise u tzv. simetricnom obliku koji glasi:
dxry dxo dz,

_ — = . (3.38
Xi(z1, 29,y 2n) Xo(z1,22,...,2p) Xn(z1,22,. .., Tn) ( )

U sistemu (3.38) sve promjenljive ulaze ravnopravno, dok to nije slucaj kod
normalnih sistema. Ovdje pretpostavljamo da funkcije X; : D — R, i =
1,2,...,n, D C R™, nisu istovremeno jednake nuli niti u jednoj tacki oblasti
D.

Normalni sistem (3.4) moze se prevesti u sistem u simetricnom obliku i to
tako da ga prepisemo na sljed¢i nacin:

dﬁ dy 1 dy2 o dyn

1 B fl(xaylay27"'7yn) f2(m5y17y27"'ayn) B fn(x7y17y2;-~-7yn)'
(3.39)

Sistem (3.39) nazivamo sistem diferencijalnih jednadzbi u simetricnom obliku
pridruZen normalnom sistemu diferencijalnih jednadzbi. U ovom sistemu sve

promjenljive x, y1,ya, . . ., yn ulaze ravnopravno za razliku od sistema (3.4) u ko-
jem je z nezavisna promjenljiva dok su yi, ..., y, trazene funkcije.
Ako nazivnike 1, fy, ..., f, pomnozimo zajednickim sadrziocem, na primjer
o(x,y1,Y2, - - -, Yn), onda dobivamo sistem
de d d
“r_ . _ %n (3.40)
¢ fig fn®
Stavimo: © = X1, y1 = T2, .., Yn = Tntl, 1
(b = Xl(x17x27"~7xn+1)7
f1¢ = X2($1,$2,...,£L’n+1),
fnd = Xppr(z1,22,. .0, Tpy).

Sada sistem (3.40) mozemo napisati u simetri¢nom obliku

dwl dl’g danrl

Xi(w1,22,. .., Tns1)  Xo(@1,@2,..., Tpg1) Xpy1(z1, 22,00 Tngr)

Primjer 3.2.1. Napisati u simetricnom obliku sistem

d_ oy
dt  y—2 dt y—a

228



3.3. Integral, prvi integral i opéi integral sistema diferencijalnih
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RjesSenje. Iz sistema dobivamo da je

dt  dx dy

T T =
y—x y—x

Mnozeé¢i nazivnike sa y —  dobivamo sistem u simetri¢nom obliku
dt  dx dy
y—z y a’

¢

3.3 Integral, prvi integral i op¢i integral sistema
diferencijalnih jednadzbi u simetricnom ob-
liku

Posmatrajmo sistem

dzry B dxo B B dz,, (3.41)
Xi(x1,29,. .. xn) Xo(x1,29,...,%4,) Xp(21, 02, .., 20) '
Pretpostavimo da su funkcije X1, Xo, ..., X, definirane i neprekidne zajedno sa
svojim parcijalnim izvodima po x1, s, ...,T, u nekoj oblasti D promjenljivih
T1,%2,...,Ty, pri cemu niti u jednoj tacki te oblasti nisu istovremeno jednake
nuli. Neka je (:rgo), xgo), . ,x%o)) neka fiksna taCka u toj oblasti. Ne umanjujuéi

opcéenitost pretpostavimo da je
0) (0
X2\, 20, 20y 2 0. (3.42)

Uz uéinjene pretpostavke na sistem (3.41) uzimajuéi z, za nezavisno prom-
jenljivu, moZemo sistem (3.41) prepisati u sistem u normalnom obliku sa n — 1
jednadzbi:

dry X1 dza  Xo drn_1  Xp1

de, X, dz, X, ' dz, X,
RjeSenje, integral, opce rjeSenje i opéi integral sistema (3.43) je rjesenje, integral,
opce rjeSenje i opéi integral sistema (3.41). Sistem (3.43), pa slijedi, i sistem
(3.41), ima n — 1 nezavisnih integrala:

. (3.43)

1/)1(1'1,1'2» .o axn)a ¢2(IC1,5U2, DR ,l’n), e ,1/1n71($1,$2» .o axn)‘
Iz ranije recenog slijedi da

¢ = (b(wlvw% s 7¢TL*1)7

gdje je @ proizvoljna funkcija koja ima neprekidne parcijalne izvode po 11, s, . . .,
-1 koji nisu istovremeno jednaki nuli, sadrzi sve integrale sistema (3.43),
odnosno sistema (3.41). Kao i ranije vrijedi sljedeéi teorem.
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Teorem 3.3.1. Funkcija 1 koja je neprekidna sa neprekidnim parcijalnim izvodima
prvog reda na oblasti € je integral sistema (3.41) ako i samo ako za svako (1,2, ...,
xn) € E vrijedi:

9 oy Oy

X4 = X
0x1 1+8x2 2+ +axn

X, = 0.

Opdi integral sistema (3.43), a samim tim i sistema (3.41) je skup svih integrala
oblika
"Ll)i(.’EhCL'Q,...,fEn) = CZ', 1= 1,2...,71— 1.

Ovaj sistem implicitno odreduje opce rjesenje sistema (3.41)

.Ti=¢i($n,01,02,...,0n_1), i:1,2,...,n—1.

Primjer 3.3.1. Naéi prve integrale sistema

dx dy dz

z(y—z) yle—z) 2z-y)
RjeSenje. Sistem se moze napisati u obliku

By _ymm) dz_ ey
de  z(y—2) dr x(y—2)’
odakle je
d7y+@_xz—ya:+zx—zy__1
de  dr z(y — 2) N

pa dobivamo da je prvi prvi integral dat sa
M =y+z+x=0Cr.
Sa druge strane, na osnovu osobine produzene proporcije® imamo da je
yzdxr + zaxdy + xydz dz

= , tj.
iy —atz—ata—y) ay-2) °

yzdr + zedy + zydz =0 = d(zyz) = 0.

Na osnovu ovog imamo da je drugi prvi integral dat sa

Yo = zyz = Ch.
¢
Primjer 3.3.2. Naéi prve integrale sistema
dzr _dy  dz
22 —y2 — 22 2y 2z
301 _ a2 an _ kiai fkpaz + -+ knan
by ba bn kibi +kabo+ -+ knbn

230



3.3. Integral, prvi integral i opéi integral sistema diferencijalnih
jednadzbi u simetricnom obliku

Rjesenje. Iz

dy  dz
2y 2z
dobivamo prvi prvi integral
z
Y1 =-—=Ch.
Y
Na osnovu njega i jednadzbe
dx dy

P2y
dobivamo homogenu diferencijalnu jednadzbu prvog reda
dy 2y
dr 22— 2(1+ C2)
koja nam daje drugi prvi integral
22 4y 4 22

b= TV TE
y

Moze se pokazati da su 1q i ¥ nezavisni prvi integrali posmatranog sistem. ¢
Primjer 3.3.3. Nadéi prve integrale sistema
dy 1 1 dz 1

de 2 dr y—a

RjesSenje. Dati sistem mozemo napisati u simetri¢cnom obliku

dx dy dz
D 1

Lo1-1 A
Na osnovu tog imamo da je
dz zdy (y — x)dz

T -1 1
Na osnovu osobina proporcije imamo
2(dy —dz)  (y—x)dz dly —x) dz

- = -2 24+ — =0.
—1 1 Yy— +z

Odavde dobivamo da je prvi prvi integral dat sa
Y1 = (y—x)z = Ch.

Izracunavanjem z iz prvog prvog integrala i uvrstavanjem u prvu jednadzbu
sistema dobivamo

dy y—x dly—z) dx
< =1 = =z 7 — =0
dz Cy '’ y— + C ’
odakle dobivamo drugi prvi integral
P = (y — x)ea= = (.

Moze se pokazati da su 17 i ¥ nezavisni prvi integrali posmatranog sistem. ¢
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3.4 Zadaci za samostalan rad

1. Nadéi prve integrale sistema diferencijalnih jednadzbi:

de.  —dy dz
4oy 2?4y (z—y)(Re+2y+2)

2. Nadi prve integrale sistema diferencijalnih jednadzbi:

dy z+¢eY

dr z+e”

dz 22 —e®ty

% z 4+ e*

3. Integrirati sistem
dx dy dz

22 —yz :yQ—yz 2z +y)

uz pocetni uvjet z = -1, y=1zax=0.

4. Integrirati sljedece sisteme:

. dz dy dz
(l) = T = T
x Y z
.. dx dy dz
(ii) = = ,
mz—ny nr—Ilz ly—mz
dx dy dz

22 —yz :yQ—yz 2z +y)’

dy dz z-—=
iv) -2 = 2292, =
(iv) zy*, o :

dx x
dy dz 2z
& _prmy &2 2%
) de ¢ dr 2m—22
. + z
(vi) zy =y +Vy? -2 = 32_3:.

5. Naci opce rjesenje sistema diferencijalnih jednadzbi:

d
(g{]::y+ax2+2ﬂxyay2
d—iz—x—ﬁﬁ—i—Qamy—&—ﬁyz

gdje su « i B neki realni parametri.
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3.5 Linearni sistemi diferencijalnih jednadzbi

Ovdje ¢emo govoriti o posebnoj klasi normalnih sistema diferencijalnih jednadzbi
koji se zovu linearni sistemi diferencijalnih jednadzbi.
Linearni sistemi diferencijalnih jednadzbi imaju sljedeéi oblik

vi = pu(@)yr +pi2(@)y2 + -+ p1n(@)yn + f1(2)
s P21(2)y1 + p22(@)y2 + - + pan(T)yn + fa()

(3.44)

/

Sistem (3.44) kra¢e mozemo pisati u obliku
n
Y = Zpk-l(x)yl + fr(z), k=1,2,..,n.
I=1

U sistemu (3.44) pretpostavit éemo da su koeficijenti py;(x) (k, 1 =1,...,n) i
funkcije fr(x), k = 1,...,n neprekidne na intervalu (a,b). U skladu sa Cauchy-
Picardovim teoremom, postoji jedinstveno rjesenje sistema (3.44) koje zadovo-
ljava pocetne uvjete

(0) (0) (0)

Y1 =91 Y2=Yz 5 Yn = Yp~ Za X = Zo,

gdje je x = x¢ proizvoljna tacka iz intervala (a,b), a pocetne vrijednosti trazenih
funkcija, tj. brojevi ygo),ygo), ...,yr(LO) su proizvoljni, a rjesenje je definirano na
cijelom intervalu (a,b), tj. na cijelom intervalu neprekidnosti funkcija pg;(z)
i fr(x). Singularnih rjesenja linearan sistem (3.44) nema. Svako rjesenje ovog
sistema je partikularno.

Kada je u pitanju egzistencija i jedinstvenosti rjesenja vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 3.5.1. Neka su funkcije p;j(x), fi(x) neprekidne na (a,b). Onda za svaku
(0) , (0) (0)

tacku xo € (a,b) i proizvoljnu tacku (y; ', ys ..., yn ) € R™, postoji jedinstveno
riesenje y1(x),y2(x), ..., yn(x) linearnog sistema (3.44), definirano na intervalu
(a,b) i koje zadovolj g j =4 =y

, je zadovoljava pocetne uvjete yi(xo) =y; .-, Yn(To) = Yn -

Dakle, £ = (a,b) x R™ je oblast egzistencije i jedinstvenosti rjesenja linearnog
sistema diferencijalnih jednadzbi.

Ako su funkcije fi(z) = 0 na (a,b), onda se sistem (3.44) naziva homogeni.
Homogeni sistem ima sljedeéi oblik

v = pu@)yr +pi2(@)y2 + -+ + p1n(2)yn
s p21(2)y1 + p22(2)y2 + - + p2n(T)yn

: (3.45)
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Sto kra¢e mozemo pisati
n
Y = Zpkl(x)yl, k=1,2,...,n.
1=1

Ako postoji funkcija fi(z) (kK = 1,...,n) koja nije identi¢ki jednaka nuli na
(a,b), onda je sistem nehomogeni.
Linearni sistemi imaju sljede¢e dvije osobine koje se lako provjeravaju:

(i) Linearni sistemi ostaju linearni pri zamjeni nezavisno promjenljive z = ¢(t),
gdje je ¢(t) bilo koja funkcija od ¢, definirana i neprekidno diferencijabilna
na intervalu (¢o,t1), pri emu je a = p(tg) ib = ¢(t1), ¢’(t) # 0 na intervalu
(to, t1)-

(ii) Linearni sistemi ostaju linearni pri svakoj linearnoj transformaciji nepoz-
natih funkcija

z1 = o1yt a1y + -+ QinYn
Zo = Q21Y1 + Qoyo + -+ QonYn
Zn = Qpi1lY1 + an2Y2 + -+ AnnYn,

gdje su koeficijenti vy, (x) neprekidno diferencijabilne funkcije na intervalu
(a,b) i determinanta Jacobiana sastavljenog od koeficijenata () razli¢ita
je od nule na cijelom intervalu (a, b).

Opca teorija linearnih sistema uglavnom je slicna opcoj teoriji linearnih difer-
encijalnih jednadzbi n-tog reda. Posebno, pitanje strukture opéeg rjesenja neho-
mogenog sistema svodi se na pitanje strukture opceg rjesenja homogenog sistema
linearnih diferencijalnih jednadzbi.

Radi kraceg pisanja sistema (3.44) uvedimo sljedeée oznake

Y1 yé fi(@)
N U N B e
yn y; fn.(fv)
pu(®) pa@) ... pul)
A | PO ) @) |
(@) pus(®) .. punla)

pri ¢emu je A(x) matrica sistema, f(z) kolona slobodnih ¢lanova. Matrica A(x) i
kolona f(x) su neprekidni na intervalu (a, b) ako su svi njihovi elementi neprekidni
na (a,b).
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3.5. Linearni sistemi diferencijalnih jednadzbi

Na osnovu uvedenih oznaka, sistem (3.44) mozemo pisati u matri¢nom obliku
y =A(x)y + f(z). (3.46)

Ako je f(x) =0, onda imamo homogeni linearni sistem
¥ = A@@)y (3.47)

Rjesenje, kao i Cauchyev problem, definiraju se na isti na¢in kao kod diferenci-
jalnih jednadzbi.

Za tjeSenje y = y(z) homogenog sistema (3.47) kazemo da je trivijalno ako
je y(x) = 0. Dakle, trivijalno rjeSenje zadovoljava proizvoljan trivijalan pocetni
uvjet, tj. za svako zg € (a,b) je y(xo) = 0. Moze se dokazati da vrijedi sljedeéi
teorem.

Teorem 3.5.2. Rjesenje 'y = @(x) homogenog sistema (3.47) je trivijalno, ako
postoji neko xg € (a,b) za koje je p(xo) = 0.

Dokaz ovog teorema slijedi iza odgovarajuteg teorema o egzistenciji i jedin-
stvenosti rjesenja.
Dokazimo sada sljedec¢i teorem.

Teorem 3.5.3. Skup rjesenja homogenog linearnog sistema diferencijalnih jed-
nadzbi (3.47) ¢ini linearan prostor nad poljem realnih (kompleksnih) brojeva.

Dokaz. Stavimo da je V skup svih rjesenja homogenog sistema (3.47), tj. skup
svih y = y(x) neprekidno diferencijabilnih na (a, b) tako da je y'(z) = A(x)y(x).
V ={y € CY(a,b) : y'(x) = A(z)y(z), = € (a,b)}. Skup V je potprostor svih
neprekidno diferencijabilnih funkcija na (a,b). Naime, ako su y,(x) i y5(x) bilo
koja dva elementa iz V' i neka su C i Cy proizvoljni skalari onda je Ciy; + Cays,
takoder element iz V. jer je

(Cryy + Coyy)' = Cry) + Coyy =
= C1A(z)y, + CoA(x)y,
= A(z)(Cry; + Caysy).

Primijetimo da je trivijalno rjesenje nula vektor u prostoru V. (]

Sljedeca tvrdnja slijedi direktno iz Teorema 3.5.3.
Teorem 3.5.4. Za linearne sisteme (3.46) i (3.47) vrijedi:

(i) Ako su yq,Ys, ..., Y, rjeSenja homogenog sistema (3.47) i ako su Cq,Cy,
k

..., Cy, proizvoljne realne (ili kompleksne ) konstante, onda jey = Z Ciy,;(x)
i=1
rjesenje ovog sistema.
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3.5. Linearni sistemi diferencijalnih jednadzbi

(i) Ako homogeni sistem (3.47) ima kompleksno riesenje’y = uy(x) +ivy(x),
onda su wy i vy realna rjesenja ovog sistema.

(iii) Ako sistem y' + A(z)y = fi(x) + ifz(z) ima kompleksno rjesenje y =
uy (z)+1ivi(x), onda suuy i vy rjedenja, redom, sistema 'y’ +A(x)y = £ (z)
iy + Ax)y = fa(2).

(iv) Ako je'y; rjesenje sistema y’ = A(x)y + fi(z), i = 1,2,...,k, onda je
k k

y = Zyz(;v) rjesenje sistema 'y’ = A(x)y + Z fi(z).
i=1 1=1

(v) Ako je y, rijeSenje homogenog sistema (3.47), a y, rjesenje nehomogenog
sistema (3.46), onda je y = yi(x) + yy(x) rieSenje nehomogenog sistema

(3.46).

Posmatrajmo skup od m funkcija

y11(x) y12(x) Yim ()
yi(@) = y21'(x) | yal) = y22:(33) ynla) = yznt(x) 3.48)

Ovaj skup se naziva linearno nezavisnim na intervalu (a, b) ako ne postoje brojevi
a1, 3, ..., Ay, koji nisu istovremeno jednaki nuli, za koje na cijelom intervalu (a, b)
vrijede relacije

aryin + oy + - oy, = 0
1Y21 + aoyoo + -+ amYom = 0
Q1Yni + Q2lYp + - + AmYnm = 0

ili
m
> apyx =0, i=1,2,..,n.
k=1

U protivnom skup (3.48) je linearno zavisan. O¢ito je da ako je jedna od funkcija
iz (3.48) identicki jednaka nuli onda je (3.48) skup linearno zavisnih funkcija na

(a,b).

Definicija 3.5.1. Skup od n linearno nezavisnih rjesenja homogenog linearnog
sistema (3.47), definiranih na intervalu (a,b), se naziva fundamentalan skup
rjesenja.

Bazu prostora rjesenja homogenog linearnog sistema (3.47) V' ¢ini fundamen-
talni skup rjeSenja.
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Definicija 3.5.2. Opce rjesenje sistema (3.47) je linearna kombinacija funda-
mentalnog skupa rjesenja, tj. ako funkcije y,(x),ys(x),...,y, () ¢ine fundamen-
talni skup rjesenja sistema (8.47) onda je funkcija

y(2) = Cry () + Coyy(z) + - + Cry, (2)
opée rjesenje sistema (3.47).

Dakle, sistem je rijesen ukoliko je odreden bilo koji fundamentalni skup rjesenja.
Uvedimo pojam Wronskiana.

Definicija 3.5.3. Neka funkcije

y11(z) y12(x) Yin(2)
yi(z) = y21:($)  ya(z) = y22:(5€) yn(z) = y2n‘(x) ’
o () oo() on ()
¢ine fundamentalni skup rjeSenja homogenog linearnog sistema (3.47). Matrica
yi(@) yi2(@) ... yn(2)
®(2) = Yya1(z) yzz‘(x) oo Yon(®)
yor(2) o) o yan(a)

se naziva fundamentalnom matricom sistema (3.47). Funkcija W (z) = det ®(x)
je Wronskian sistema (3.47).

Kao i kod ispitivanja linearne nezavisnosti n rjesenja homogene linearne difer-
encijalne jednadzbe n—tog reda, tako i u slucaju homogenih sistema linearnih
jednadzbi (3.45) za utvrdivanje linearne nezavisnosti ili zavisnosti dovoljno je
izraCunati vrijednost Wronskiana W(z) n rjeSenja u jednoj tacki iz intervala
(a,b). Ovo slijedi iz sljede¢ih osobina Wronskiana koje se dokazuju sli¢no kao
kod homogenih linearnih diferencijalnih jednadzbi n—tog reda.

(i) Ako je Wronskian rjeSenja W (z) sistema (3.45) jednak nuli u jednoj tacki
intervala (a,b) na kojem su neprekidni svi koeficijenti sistema (3.45), onda
je W (x) identicki jednak nuli na intervalu (a,b).

(ii) Ako je Wronskian rjeSenja W (x) sistema (3.45) razli¢it od nule u jednoj
tacki iz intervala (a,b), onda je W (x) razli¢it od nule na cijelom intervalu
(a,b).

Slicno kao kod homogenih linearnih diferencijalnih jednadzbi n—tog reda
dokazuje se sljede¢i teorem.

Teorem 3.5.5. Rjesenja yq,Ys,.--,Y, €V cine fundamenatalni skup rjesenja
sistema (3.47) ako i samo ako je W(x) # 0 za svako x € (a,b).

Teorem 3.5.6 (O postojanju fundamentalnog skupa rjesenja). Ako su koe-
ficijenti sistema (3.47) neprekidne funkcije na intervalu (a,b), onda postoji fun-
damentalni skup rjesenja definiranih i neprekidnih na intervalu (a,b).
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3.5. Linearni sistemi diferencijalnih jednadzbi

Dokaz. Uzmimo tacku zg € (a,b) i formirajmo rjesenja

quI; yugm; ylngz;
n@=| " @=L @=L say)
ynl(x) ynQ(I) ynn(l‘)

koja zadovoljavaju sljedete pocetne uvjete u & = xo (ovakva rjesenja postoje po
Cauchy-Picardovom teoremu o egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja)

yu=1 y12=0, -+, 9y1,=0
Y21 =0, Yoo =1, -+, yor =0
ynlzoa yn2:07 ) ynn:1~

Wronskian ovih rjesenja u x = x( jednak je jedinici. Slijedi da je posmatrani
skup rjesenja (3.49) fundamentalni skup rjesenja. O

Primijetimo da u dokazu prethodnog teorema umjesto brojeva 0 i 1 mozemo
uzeti bilo koje druge vrijednosti u ovih n? uvjeta tako da determinanta nije
jednaka nuli, pa je jasno da postoji beskona¢no mnogo fundamentalnih skupova
rjeSenja. Rjesenja iz dokaza ovog teorema zovu se normiranim u tacki xg. Iz
teorema o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja slijedi da za svaku tacku xg iz (a, b)
postoji jedan i samo jedan u toj tacki normirani fundamentalni skup rjesenja.

Postavlja se pitanje postojanja veze izmedu razlic¢itih fundamentalnih skupova.
Moze li se bilo koji fundamentalni skup rjesenja dobiti pomoc¢u normiranog fun-
damentalnog skupa rjesenja? Odgovor na ovo pitanje je da postoji veza izmedu
razli¢itih fundamentalnih skupova rjesenja homogenih linearnih sistema diferen-
cijalnih jednadzbi, o ¢emu ¢emo vise govoriti kod matricnog metoda rjesavanja
homogenih linearnih sistema diferencijalnih jednadzbi.

Osobine Wronskiana koje se donose na linearnu nezavisnost n rjeSenja ho-
mogenog sistema linearnih diferencijalnih jednadzbi, jednostavno se mogu dobiti
iz formule Ostrogradski-Liouvillea. Vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 3.5.7. (Formula Ostrogradski-Liouville) Wronskian rjesenja homogenog
linearnog sistema (3.47) je oblika

W(z) =W(zg)e “7° i=1 , (3.50)

gdje je xq bilo koja tacka iz intervala (a,b).
Dokaz. Da bismo izveli formulu (3.50) potrebno je diferencirati Wronskian, pri
¢emu koristimo formulu za diferenciranje determinante. Izvod determinante n-

tog reda jednak je sumi od n determinanti, koje se dobiju iz polazne determinante
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tako Sto se prva, druga,..., n-ta kolona zamijene sa izvodima elemenata tih kolona,
tj. imamo

Y Yz o Yi(k-1) yik Yik+1) - Yin
" Y21 Y22 vt Yok—1) Yor  Y2(k+1) Y2
W' (z) = o (o T T . (3.51)
k.:l . . AR . . . .
Ynl Yn2 - Yn(k—1) y;;,]g Yn(k+1) " Ynn

Kako su funkcije y;x rjeSenja sistema (3.45), onda one zadovoljavaju taj sistem,
tj. vrijedi

n
Yik = Zpklyiz, kyi=1,..,n.
=1

Sada (3.52) postaje

n
Yir Yz o Yi(k—1) Zpklyll Yik+1) “ Yin
=1
W’(x): Y21 Y22 Y2(k-1) ;pkzym Y2(k+1) Y2n (3.52)
k=1
: o
Ynl Yn2 - Yn(k-1) Zpklynl Ynk+1) °° Ynn
=1

Na osnovu osobine razlaganja determinante na sumu determinanti, dobivamo

n
Yii Yz o Yi(k-1) Zpkzyu Yi(k+1) “°° Yin
Z?Ll
Y21 Y22 o Y2(k-1) Zpklyzl Yo(k+1) T Y2n
=1 =
- (3.53)
Ynl Yn2 - Yn(k-1) Zpklynl Yn(k+1) " Ynn
=1
Y Yz o Yik-1) PriYu  Yik+1) 0 Yin
S Y21 Y22 ot Yak-1) PRY2 Y2(kt1) o Yem
= | - : : : : :
Ynl Yn2 - Yn(k—1) DPkiYnl Yn(k+1l) “°°  Ynn

Sve determinante u (3.53) su jednake nuli jer ée svaka od dobivenih determinanti
imati po dvije jednake kolone, osim determinante u slucaju [ = k. Na osnovu
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ovoga dobivamo

Yir Y2 o Yi(k—1) PrkYik  Yi(k+1) 0 Yin
" Y21 Y22 0 York—1) DPkkY2k  Yo(k+1) Y2
Wi =" o T (: 1L (3.54)
1 : : : : :
Ynl Yn2 ° Yn(k—1) PkkYnk Yn(k+1) °°° Ynn

tj.
W'(z) = per(@)W(z) = W(z) > prr(2). (3.55)
k=1 k=1

Jednadzba (3.55) je linearna homogena jednadzba prvog reda. Integriranjem
jednadzbe (3.55) dobivamo formulu (3.50). O
Iz ovog Teorema slijedi da je Wronskian odreden pocetnim uvjetima i tragom

n

tr(A) = pii(z) matrice A(x).
i=1
Iz formule Ostrogradski-Liouvilea odmah se moze zakljuciti da vrijedi sljedeca
posljedica.

Posljedica 3.5.1. Ako je W(xg) = 0 za neko zo € (a,b), onda je W(z) =0 za
svako x € (a,b); ako je W(xg) # 0, onda je W(x) # 0 za svako x € (a,b).

Kao i kod linearnih diferencijalnih jednadzbi n-tog reda, tako i ovdje, mozemo
zakljuciti samo iz pocetnih uvjeta y, (o), Yo (o), - - -, ¥,, (o) da li vektorske funkcije
Y1,Ya, - -, Y, Cine fundamentalni skup rjeSenja sistema (3.47).

Sada ¢emo pokazati kako formirati linearni homogeni sistem diferencijalnih
jednadzbi ako je zadan fundamentalni skup rjesenja tog sistema. Dakle, treba
formirati homogeni linearan sistem od n jednadzbi

Y1 = puvi+piay2+ -+ Pinyn
s P21Y1 + P22y2 + -+ + Ponyn

Yo = Pni¥1t tPn2y2 + -+ Pun¥n
tako da funkcije
y11(z) y12(7) Yin ()
yi(z) = y21:(95)  yala) = y22:(37) yl() = y2n.($> 7
o (2) oo () o (2)

¢ine fundamentalni skup rjeSenja tog sistema. Zadatak se svodi na odredivanje
koeficijenata sistema py; (k,l = 1,2,...,n). U tom cilju funkcije y;x (i = 1,...,n)
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za svako i = k,...,n uvrstimo u sistem i dobivamo n sistem

Yii = DPiayn + Piya1 + -+ PinYni
Yie = DitYiz+ Di2yo2 + + + DinYn2
Yin = Pil¥in + Pi2Y2n + -+ Pin¥nn

koji ima jedinstveno rjeSenje po p;; (i = 1,...,n) za svako k = 1,...,n. Na taj
nac¢in fundamentalnom skupu rjesenja odgovara jedan homogeni linearan sistem
koji se moze napisati u obliku

Yo Yie Yo s Ynk
Yr Yiun Y21 o, Ynl
Y2 Y1z Y22 s Yn2) =0, (k=1,...,n)
Yn Yin Yon ty Ynn

Primjer 3.5.1. Formirati homogent linearni sistem diferencijalnih jednadzbi ako

je dat fundamentalni skup rjesenja
Yy \ _( 1+= Yiz \ _ (%
Y21 2 Y22 x
Rjesenje. Wronskian je
142 =«
P z(x —1).

W(z) = ’

Odavde vidimo da za interval na kome ¢emo posmatrati sistem i na kome je
W (z) # 0 moZemo uzeti (0,1). Sistem jednadzbi je dat sa

4 1 0
Y1 1+x 2 = 0,
Yo T T
v 11
Y1 1 —|— x, 2 = 0
Y2 x x

Izracunavanjem ovih determinanti, sistem mozemo prepisati u sljede¢i normalni
oblik

. 1 2
o= o :c(gc—l)y2
;1
Y2 = Eyz
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Tacke x = 0i 2 = 1 u kojima je W (z) = 0 su singularne tacke sistema. ¢
Za nehomogene sisteme diferencijalnih jednadzbi (3.46) opée rjesenje je opisano
sljede¢im teoremom.

Teorem 3.5.8. Opde rjesenje nehomogenog sistema linearnih jednadzbi(3.46) je
2bir odgovarajuceg rjesenja homogenog sistema (3.47) i bilo kojeg partikularnog
rjesenja nehomogenog sistema (3.46).

Dokaz. Neka je dato partikularno rjesenje sistema (3.44)

vyl (3.56)
Onda vrijedi identitet
(y,il)) Zpkly + fr(z), k=1,2,....,n. (3.57)

Uvedimo nove nepoznate funkcije z1, z3, ..., 2, po formuli
=y + 2, k=1,2,..,n. (3.58)

Uvrstimo funkcije (3.58) u nehomogeni sistem (3.44), dobivamo

(v ) +2p = Zpklyl +Zpklzl+fk =1,2,..,n. (3.59)

Kako vrijedi identitet (3.57), relacija (3.59) postaje

k

2, = Zpklzl, k=1,2,...,n. (3.60)
I=1

Sistem (3.60) je homogeni sistem linearnih diferencijalnih jednadzbi pridruzen
odgovarajuéem nehomogenom sistemu (3.44). Opée rjesenje homogenog sistema
(3.60) dato je sa

2k = Zczz7k7 k= 1727 ey Ty (361)
=1

gdje je {zix} neki fundamentalni skup rjeSenja sistema (3.60). Uvrstimo (3.61) u
(3.58), dobivamo

pe=y) + Y Cizae, k=1,2,...,n. (3.62)
=1

Sva rjeSenja sistema (3.44) sadrzana su u formuli (3.62). Ta formula predstavlja
opce rjesenje sistema (3.44) u oblasti

a<xz<b, |yp| <+oo, k=1,2,...,n
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O

Dakle, za odredivanje opéeg rjeSenja nehomogenog sistema (3.46) potrebno
je odrediti bilo koji fundamentalni skup rjesenja homogenog sistema (3.47) i
odrediti bilo koje (jedno) partikularno rjesenje nehomogenog sistema (3.46). Za
odredivanje partikularnog rjesenja obi¢no se koriste Lagrangeov metod varijacije
konstanti.

Teorem 3.5.9. Ako je poznat fundamentalan skup riesenja homogenog sistema
(3.45), onda se opée rjesenje nehomogenog sistema (3.44) moZe dobiti integraci-
jom.

Dokaz. Teorem se dokazuje pomoc¢u Langrageovog metoda varijacije konstanti.
Naime, partikularno rjesenje nehomogenog sistema (3.44) trazimo u obliku

Yr = ZC’i(x)zik, k=1,2,..,n, (3.63)

gdje je {z; } neki fundamentalni skup rjesenja sistema (3.45), a C;(x) (i = 1, ...,n)
su neke neprekidno diferencijabilne funkcije koje ¢emo izabrati tako da je formu-
lom (3.63) dato partikularno rjesenje sistema (3.44). Uvrstimo (3.63) u (3.44)
imamo

n

ZCZ'(:E)ZZ;C + Z Ci(z)zl, = Zpkl(x) Z Ci(x)zy + fr(x), k=1,...,n,
i—1 =1 i—1

i=1
tj.
n n
> Ci(x) Lk+20 2 = Zc,»(x) > pr(@)za+ fe(x), k=1,..,n. (3.64)
i=1 i=1 =1
Jednadzba (3.64) napiSimo u sljedeé¢em obliku

n

Z sz + ZC Zpkl le ( ) k=1,..,n. (365)

i=1

Posto je {zi} neki fundamentalni skup rjesenja sistema (3.45), onda je

n
2 =Y o)z,
=1

a (3.65) postaje

n

ZC{(I)Z% = fe(z), k=1,...,n. (3.66)

=1
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Determinanta sistema (3.66) jednaka je upravo Wronskianu W (z) funkcija {z;}.
Kako te funkcije ¢ine fundamentalni skup rejesenja to je W(z) # 0 na (a,b).
Dakle, sistem (3.66) ima jedinstveno rjeSenje Cg (z) dato sa

ka W’“ i=1,...n, (3.67)

gdje je Wy;(x) algebarski komplement (kofaktor) elementa zx; Wronskiana W (x).
Integriranjem (3.67), dobivamo

= zn: xfk(x) mé’;(g) dz+Cy i=1,..,n. (3.68)
k=1Y%0

Uvrstavanjem (3.68) u (3.63) dobivamo

yk—zzlkz ((a)j)d —I—ZCzlk, k=1,. (3.69)

m=1 xU
Ako u (3.69) stavimo C = Cy = --- = C,, = 0, dobivamo partikularno rjesenje
= Z Zik Z fm(x) de, k=1,....n. (3.70)
i=1 m=1"T0 W(l’)

dakle, (3.69) mozemo zapisati u obliku

yk:yk +Zczzk7 k—l

=1

pa slijedi da je rjeSenje (3.69) zapravo opce rjesenje nehomogenog sistema (3.44)
uoblasti a < z < b, |yg| < +o0, k=1,...,n. O

Iz dokaza ovog teorema slijedi da se problem integriranja nehomogenog sis-
tema svodi na problem formiranja fundamentalnog skupa rjesenja odgovarajuceg
homogenog sistema. Zato je od posebnog interesa posmatrati linearne sisteme,
kod kojih se fundamentalan skup rjesenja odgovaraju¢eg homogenog sistema moze
izraziti preko elementarnih funkcija. U klasu takvih sistema prije svega spadaju
sistemi sa konstantnim koeficijentima.

3.5.1 Linearni sistemi diferencijalnih jednadzZbi sa konstant-
nim koeficijentima

Sada ¢emo posmatrati linearne sisteme diferencijalnih jednadzbi

Yy = an + aoye + -+ anyn + f1(2)
Yh = a21y1 + anys + -+ aznyn + fo(x)
: (3.71)
!
Yo = QAniY1 + an2Y2 + -+ GuplYn + fn(l‘>
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ili u skra¢enom obliku
Ve =Y _amy + fu(@), k=1,2,..n, (3.72)
=1

gdje su koeficijenti ag; (k,l =1,2,...,n) realne konstante, a fi(z), k =1,2,...,n,
funkcije od z, neprekidno diferencijabilne na intervalu (a, ). Pokazat ¢emo da se
sistem (3.71) mozZe uvijek integrirati, tj. uvijek se moze naci opée rjesenje.

U opcoj teoriji linearnih sistema vidjeli smo da se integriranje nehomogenih
linearnih sistema svodi na integriranje odgovaraju¢eg homogenog sistema. Zato
¢emo prvo posmatrati opée rjeSenje homogenog sistema

Yi = any+ a2y + -+ ainyn
Y a21Y1 + ag2y2 + - + G2nYn

(3.73)
y; = 0n1Y1 + an2y2 + -+ AnnYn-

Koristet¢i se opéom teorijom linearnih sistema, znamo da je za formiranje opceg
rjesSenja sistema (3.73) dovoljno naéi jedan fundamentalni skup rjesenja. Takoder,
vidjeli smo da postoji fundamentalni skup rjesenja, definiranih i neprekidnih na
(—00, +00) i ovdje ¢emo specijalno vidjeti da se taj fundamentalni skup rjesenja
moze dobiti iz elementarnih funkcija.

Analogno kao za homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu sa konstantnim
koeficijentima, partikularno rjesenje ¢emo traziti u obliku

Y1 = 01", Yo = 02", ..., Yn = Ve, (3.74)

gdje su vy, v9,...,v, i A neki konstantni brojevi, pri ¢emu brojevi vy, va, ..., v, ne
mogu biti svi istovremeno jednaki nuli, jer bismo u tom sluc¢aju imali nula rjesenje
koje ne moze uéi u fundamentalni skup rjeSenja, pa otuda se ne moze iskoristiti
za formiranje opéeg rjesenja.

Primjetimo da broj A u sisemu (3.74) je isti za sve funkcije y1,y2, .., Yn-
Uvrstimo (3.74) u (3.73), nakon skraéivanja sa e** i prebacivanja svih ¢lanova
na lijevu stranu imamo

(@11 — A)v1 +a12v2 + -+ a1pv, = 0
as1v1 + ((122 — )\)’Ug + - 4 agpv, = 0

(3.75)
an1v1 + apove + -+ (Gpp — N)v, = 0.

Sistem (3.75) je homogeni sistem po wv1,vs,...,v, 1 interesuju nas netrivijalna
rjeSenja tog sistema. Iz teorije linearnih sistema znamo da netrivijalno rjeSenje
postoji samo ako je determinanta tog sistema jednaka nuli, tj. ako je ispunjen
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uvjet
air — A a12 te A1n
a21 Qg2 — A --- a2n
DN =| . . .| =0 (3.76)
an1 an2 S Qpp — A

Jednadzba (3.76) naziva se karakteristicna jednadzba sistema (3.73). RjeSenja te
jednadzbe zovu se karakteristicni brojevi, a determinanta se zove karakteristicna
determinanta. Jednadzba D(A) = 0 predstavlja algebarsku jednadzbu n-tog reda
i u polju kompleksnih brojeva ima n korijena.

3.5.2 Formiranje fundamentalnog skupa rjesenja i opceg
rjeSenja u slucaju kada su korijeni karakteristicne
jednadzbe razliciti

Neka su u ovom sluéaju A, Ag, ..., A, razli¢iti korijeni jednadzbe D(\) = 0. U
tom slucaju je D(\;) =01 D'(\;) #0, i =1,2,...,n. Slijedi da je rang matrice

ain — A @12 T A1n
azi agp — Aj - A2n
(3.77)
an1 an2 e Apn — Ai
koju ¢ine koeficijenti sistema
(@11 — Ai)vir + a12via + - - + aipVin, = 0
2131 + (@22 — A)vig + - -+ agnviy, = 0
(3.78)
An1Vi1 + Gn2Via + - + (A — Xi)Vin = 0

koji dobivamo iz sistema (3.75) zamjenom A = )\; jednak n — 1. Zato je jedna
od jednadzbi tog sistema posljedica ostalih i taj sistem ima netrivijalno rjesenje
odredeno do na proizvoljan koeficijent proporcionalnosti k;, tj.

Vi1 = kimil,vig = kimlg, ceey Uin = kﬂ’)’hn, (Z = 17 771) (379)

Ako u formuli (3.79) fiksiramo k;, dobivamo ta¢no odredeno rjeSenje sistema
(3.78). Ako sada u (3.74) X\ zamijenimo sa A\;, a 71, ...,V sa odgovarajuéim
rjeSenjima vj1, ..., U, sistema (3.78) data formulom (3.79) za fiksne koeficijente
k; dobivamo n rjesenja

Y11 = v11eMT Y1 = v12e™M? Yin = V1,€M7;

oA oA _ Ao
Yo1 = 021€™27 Yoo = Vg€ Yon = V2p€"?"; (3.80)

AnT

Yn1 = Un1€M" Yna = vpaetnT Ant,

Ynn = Unn€
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Moze se lako provjeriti da su rjesenja (3.80) nezavisna na (—oo,+00). Ako su
korijeni Ay, ..., A, realni onda su (3.80) realna rjesenja. Dakle, u slu¢aju razli¢itih
realnih korijena karakteristiéne jednadzbe (3.76), sistem (3.73) ima n realnih
linearno nezavisnih partikularnih rjeSenja oblika (3.80) koja ¢ine fundamentalni
skup rjesenja. U tom slucaju formulom

y1 = CrugeM® + Cov 2% + -+ 4 Cpupe™®

Yo = Cru12e™® + Covge™2® + - -+ 4 Cpupe™®
(3.81)

Yn = Clvlne)\lz + CQ'UQne)\Qm +--+ Cnvnneknz
je dato opce rjeSenje sistema (3.73) u oblasti
|Q]‘| < 400, |y1‘ < +00, ..., |yn| < +o0.

Neka su korijeni karakteristi¢cne jednadzbe razliciti, ali medu njima ima komplek-
snih(par konjugirano-kompleksnih) brojeva. Oznac¢imo ih sa a +ib i a — ib. Ako
korijen a + ib uvrstimo u formulu (3.74), imamo

Y1 = Ule(a+ib)m7 Y2 = Uze(a+ib)$7 s Yn = Une(a+ib)m7 (382)

gdje su vy, va, ..., v, kompleksni brojevi. Stavljajuéi
U1 = v11 + V21, V2 = V12 + V22, ..., Up = V1p + (V2n
dobivamo rjesenje

)elaT T o — (v1g + i092)el Ty = (01, + igy, (9T,

(3.83)
Rjesenje (3.83) je kompleksno. Razdvajajuéi realan i imaginaran dio dobivamo
dva rjesenje

y1 = (vi1 + v

y11 = e (v11 cosbr — vey sinbx) -+ Y1, = €**(v1y, €OS DT — vy, sin bx);

Yyo1 = €%®(v11 o8 br + vo1 sinbx) -+ Yo, = €**(vy, cos b + vay, sin bx).

(3.84)
Rjesenja (3.84) su linearno nezavisna na (—oo,+00). Nije tesko pokazati da
korijen a — ib ne daje nikakvo novo rjeSenje, tj.ona koja bi bila nezavisna sa
(3.84). Dakle, mozemo zakljuciti ako su korijeni karakteristicne jednadzbe ra-
zli¢iti i realni, onda dobivamo njima odgovaraju¢a linearno nezavisna rjesenja
data sa (3.80). Ako su korijeni karakteristicne jednadzbe razliCiti (prosti) ali
medu njima ima konjugirano- kompleksnih(prostih), onda svakom takvom kori-
jenu odgovaraju dva linearno nezavisna realna rjesenja (3.84). U svakom slucaju
dobivamo n realnih rjesenja koja su linearno nezavisna na intervalu (—oo, +00).
Opée rjesenje sistema (3.73) je linearna kombinacija tako dobivenih n realnih
linearno nezavisnih partikularnih rjesenja.
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3.5.3 Formiranje fundamentalnog skupa rjesenja i opceg
rjeSsenja u slucaju kada medu korijenima karakter-
isticne jednadzbe ima viSestrukih

Ako su korijeni karakteristi¢ne jednadzbe (3.76) visestruki, onda prethodni metod
ne mozemo koristiti za dobivanje linearno nezavisnih partikularnih rjesenja. Naj-
prije primijetimo da ako je A\; prost korijen karakteristicne jednadzbe onda neza-
visno od toga da li su preostali korijeni viSestruki ili ne, korijenu A\; odgovara
jedno partikularno rjesenje

A A A
Y1 = v1€ 11, Y2 = v2€ 1r’ w5 Yn = Upt 1$7 (385)

gdje su v, s, ..., v, neke konstante odredene s ta¢noséu do na konstantan fak-
tor. Sada se problem svodi na trazenje partikularnih rjesenja koja odgovaraju
viSestrukim korijenima. Analogno sa teorijom linearnih homogenih diferencijal-
nih jednadzbi n-tog reda, karakteristicnom korijenu visestrukosti k¥ odgovara k
linearno nezavisnih partikularnih rjesenja.

Sljedeti teorem daje oblik partikularnih rjesenja koja odgovaraju korijenu
karakteristi¢cne jednadzbe viSeatrukosti k.

Teorem 3.5.10. Ako je A1 korijen karakteristicne jednadzbe visestrukosti k, onda
njemu odgovaraju partikularna rjesenja oblika

y =P (2)eM®, gy = PP (2)eM, Ly, = P (2)eM?, (3.86)

gdje su P,gi)l (2), P,gl (), ..., P]gﬁ)l () polinomi po x stepena ne viseg od k—1, koji
imaju k proizvoljnih konstanti, tako da izmedu svih koeficijenata svih tih polinoma
k koeficijenata je proizvoljno, a svi ostali se izraZavaju preko njih.

Iz prethodnog teorema vidimo da je za nalazenje partikularnog rjesenja koje
odgovara korijenu karakteristiéne jednadzbe visestrukosti k& potrebno odrediti
polinome P,El_)l (x), P,E2_)1 (X)), eens P,ET_l)l (x) stepena k — 1 sa neodredenim koeficijen-
tima, uvrstavanjem (3.86) u sistem (3.73), pri tome odredujemo k koeficijenata
a svi preostali koeficijenti se izrac¢unaju preko ovih k odredenih. Takoder, ako
je Ap realan korijen viSestrukosti £ onda njemu odgovara k linearno nezavisnih
realnih rjeSenja. Ako, s druge strane, sistem (3.73) ima kompleksni karakter-
isticni korijen a + b viSestrukosti k, onda ima i korijen a — ib viSestrukosti k.
Onda formiramo k linearno nezavisnih komleksnih rjesenja koja odgovaraju ko-
rijenu a 4 ¢b i u tim rjeSenjima odredimo realan i imaginaran dio i dobivamo
2k realnih linearno nezavisnih rjesenja. Mozemo zakljué¢iti da u opcéem slucaju
svakom prostom realnom karakteristicnom korijenu odgovara jedno partikularno
rjesenje. Svakom paru prostih konjugovano kompleksnih karakteristicnih ko-
rijena odgovaraju dva realna linearno nezavisna rjesenja. Realnom karakter-
isticnom korijenu visestrukosti k£ odgovara k realnih linearno nezavisnih partiku-
larnih rjesenja. Svakom paru konjugovano kompleksnih korijena karakteristicne
jednadzbe visestrukosti k odgovara 2k realnih linearno nezavisnih partikularnih
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rjeSenja. U svakom sluc¢aju imamo n realnih rjeSenja. Ova rjesenja su linearno
nezavisna na intervalu (—oo,+00), pa formiraju fundamentalni skup rjesenja.
Linearna kombinacija tih rjeSenja daje opce rjesenje sistema (3.73).

Primjer 3.5.2. Rijesiti sistem

Y= 2y1— e
s Y1+ 2y0.

Rjesenje. Karakteristicna jednadzba pridruZena sistemu glasi

2—-Xx -1 | _ 9 _
' 1 2_)\’0<:>A —4X+5=0.
Korijeni ove jednadzbe su A1 = 241 ¢ Ao = 2 —i. Nadimo rjeSenje koje odgovara
korijenu A\, = 2 + i. TraZeno rjesenje glasi: y1 = 1Pz, yo = ~pe2+)7,
Uvrstavanjem u dati sistem, nakon skracivanja, dobivamo sistem po vy i s :

—i71 — 72
Moty =
Iz sistema je npr. 2 = —iy1. Uzmimo 7 = 1. Onda je vo = —i. Sada
je yr = DT 4y = —ieCHDT - Razdavajanjem realnog i imaginarnog dijela,
dobivamo
Y11 = €T cosz, Yo =esinx
yo1 = €2¥sing, Yoo = —e** cosx
Sada opce rjesenje glasi
= er(Ol cosz + Cysinx)
Yo = 62"’”(01 sinz — Cy cos z).

3.5.3.1 Metod eliminacije

Sistem (3.73) mozemo rijesiti tako sto metodom eliminacije sistem svedemo na
jednu diferencijalnu jednadzbu n—tog reda sa konstantnim koeficijentima koja je
ekvivalentna sistemu (3.73).

Pokazimo ovo na linearnom homogenom sistemu drugog reda.

Primjer 3.5.3. Metodom eliminacije rijesiti sistem

Yy = —3y1+4y2
Yo —2y1 + 3y
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RjeSenje. Diferenciranjem prve jednadzbe sistema i koristenjem druge jednadzbe
sistema, tmamo

yi = =3y +4ys = —3y; +4(=2y1 + 3y2) = —3y; — 8y1 + 12».
Sada iz prve jednadzbe sistema zamijenimo yo, imamo
y! = =3y} — 8y1 + 3(¥} + 3y1) = y1,
tj. dobivamo diferencijalnu jednadzbu drugog reda
yi —y1=0.

Rjesenje ove jednadzbe je
Y1 = Cre® + Che™ ™.

Iz prve jednadzbe sistema imamo
dyo = yi +3y; = Cre* — Cre ™™ 4+ 3C1€" +3Cqe™* =4C1e* + 205e7".

Sada opce rjesenje glasi

1
Y1 = Cre® + 026_93, Yo = Cie* + 5026_1.

3.5.3.2 D’Alambertov metod

Posmatrajmo nehomogeni linearni sistem diferencijalnih jednadzbi drugog reda
u normalnom obliku

Yvi = any +ay: + fi(z) (3.87)
Yy = as1y1 + axnys + fa(z).

Sada éemo pokazati D’Alambertov metod? nalaZenja prvih integrala, odnosno
opceg rjeSenja ovog sistema.

U tom cilju pomnozimo drugu jednadzbu sistema (3.87) nekim brojem k i
saberimo je sa prvom jednadzbom sistema (3.87). Nakon jednostavnih radnji,
imamo

a12 + kassg
a1 + kasgy

(1 + kya)" = (a11 + kaiz2) <y1 + y2> + fi(z) + kfo(z).  (3.88)

Izaberimo k tako da je
a1z + kaga

. 3.89
a1 + kasy ( )

40vaj metod mozemo primijeniti i na linearne sisteme diferencijalnih jednadzbi u normalnom
obliku koji sadrze izvode viSeg reda. Vidjeti na primjer [22]
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Tada jednadzbu (3.88) mozemo napisati u obliku

(y1 + ky2)' = (a1 + kar2)(y1 + ky2) + f1(x) + kfa(x). (3.90)

Primijetimo da je jednadzba (3.90) linearna diferencijalna jednadzba prvog reda
po nepoznatoj funkciji y; + ky2. Znamo da je njeno rjeSenje dato sa

Y1 + kyo = elanthaz)e (O + / (fi(z)+k fg(x))e_(“11+ka12)zdx> . (3.91)

Ako su rjeSenja jednadzbe (3.89) realna i razlicita, ki, k2, onda svakoj od vrijed-
nosti kq i ko odgovara po jedan prvi integral oblika (3.91), tj.

Y1+ kiye = elaritkiarz)e (Cl 4 /(fl(x) + klfz(ﬂf))e(an+k1a12)zd$>
y1 + koya = elan+haain)x (02 + /(fl(x) + szz(x))e(an+k2a12)zdx)

Ako sada ovaj sistem rijesimo po Cy i Cs, dobivamo opéi integral sistema (3.87),
a ako rijesimo po y; i Y2, dobivamo opce rjeSenje sistema (3.87).

Ako su rjeSenja jednadzbe (3.89) viSestruka i realna. tj k1 = ko = k, onda
dobivamo samo jedan prvi integral oblika

Y1 + hyp = elon ) (c + [(hi) + kf2<x>>e-<au+’mw>fdm) .

Odavde izra¢unamo y; i uvrstimo u neku od jednadzbi sistema (3.87) i dobivamo
jednu linearnu jednadzbu prvog reda po nepoznatoj funkciji y2, za koju mozemo
odmah napisati opcée rjesenje.

Primjer 3.5.4. D’Alambertovom metodom rijesiti sistem iz prethodnog primjera

o= 21—y
s Y1+ 2y2.

RjesSenje. MnozZenjem druge jednadzbe sa k i dodavanjem prvoj jednadzbi sis-
tema, imamo

2% — 1
(y1 + ky2)' = (24 k) <y1+ 2+ky2).

Tzaberimo k tako da je

2%k -1
24k
Odavde dobivamo ki = i, ko = —i. Za k = i, imamo

(y1 +iy2)" = (2 +0)(y1 +iy2).
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Rjesenje ove homogene jednadzbe je
y1 +iys = Cre®i,
Slicno za k = —i, dobivamo rjesenje
y1 — iys = Cae?97,
Odavde dobivamo cetiri realna riesenja
C1e%% cosx, Cre*® sinz, Coe®® cosx, —Cre®* sinx.
Opce rjesenje je dato sa

y1 = **(Crcosx — Cysinzx), yo = e**(Cysina 4+ Cycosx).

3.5.3.3 Metod svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora

U sekcijama 3.5.2 i 3.5.3 je opisan nacin odredivanja fundamentalnog skupa
rjeSenja linearnog homogenog sistema sa konstantnim koeficijentima (3.73). Sada
¢emo pokazati kako mozemo pomocéu matriénog zapisa sistema problem nalazenja
rjeSenja sistema (3.73) svesti na problem trazenja svojstvenih vrijednosti i odgo-
varajucih svojstvenih vektora matrice koja je pridruzena posmatranom sistemu
(3.73).

Da bismo skratili pisanje, sistem (3.73) ¢emo napisati u matri¢nom obliku

y = Ay (3.92)

gdje je A matrica sistema, a y 1 y’ odgovarajuéi vektori kolone. Rjesenje (3.74)
mozemo napisati u obliku
y(z) = ve?, (3.93)
gdje je v = (v1,v2,...,v,)T konstantni vektor, a parametar A treba odrediti.
Bududi da je
(Ay — y’)’y:vew = Ave’ — et = (A — M)ve'?,

gdje je I jedini¢na matrica reda n, funkcija (3.93) je rjesenje sistema (3.71) ako i
samo ako je

(A= X)v=0.
Ovaj sistem ima netrivijalno rjesenje ako i samo ako je

det(A — AI) = 0,

Sto predstavlja karakteristicnu jednadzbu matrice A, odnosno sistema (3.71).
Rjesenja ove jednadzbe zovu se karakteristicne ili svojstvene vrijednosti matrice
A, odnosno sistema (3.71). Sad ¢emo razmotriti rjesenje sistema u ovisnosti od
prirode korijena karaktersticne jednadzbe.
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1. Karakteristicna jednadzba ima sve korijene realne i razlicite

Neka su A1, Ag, ..., A, realni i razliciti korijeni karakteristi¢cne jednadzbe.
Za A = \;, sistem (A—AI)v = 0 ima netrivijalno rjeSenje v; = (vj1,vj2,...,vn)7,
odredeno do proizvoda sa konstantom, a vektorska funkcija

Vin

je rjeSenje sistema (3.71). Opce rjeSenje glasi:

y(z) = 011116/\11 + -+ Xnvne)‘"x, x € (—00,+00)
(zbog linearne nezavisnosti ovih funkcija).

Neka su korijeni karakteristicne jednadzbe razliciti, ali kompleksni a =+ ib.
Za korijene a £ b sistemi jednadzbi

(A — (a+ib)Tjv=0

imaju konjugirano kompleksne koeficijente, pa ¢e rjesenja tih sistema biti
konjugirano kompleksna,

v=v"+iv?,
Dalje se postupa kao i kod linearne diferencijalne jednadzbe viseg reda.

2. Korijeni karakteristi¢ne jednadzbe su visestruki. Neka je A1 korijen visestrukosti
k. U tom slucaju sistem (A —XI)v = 0 moze imati m, m < k linearno neza-
visnih svojstvenih vektora vy, va, ..., v,,. Mogu nastupiti sljedeci slucajevi:

1 O Je m = K, onda svojstveno] vrijednostlt Ay O ovara rjesenje
W) Akoj k, onda svojstvenoj vrijednosti A odg jeSen]
Y(x) = (Clvl =+ 02’02 4+ Okvk;)e)\lm7

gdje su C, ..., C, proizvoljne konstante.

(i) Ako je m < k onda svojstvenoj vrijednosti A; odgovara rjesenje

1
PV (z)
y(x) = Ppop(z) - eM* = : ;
B, (@)
gdje su P,g?m(m), i =1,2,...,n polinomi stepena k — m. Koeficijenti

polinoma odreduju se metodom neodredenih koeficijenata.

Napomenimo da za visestruku svojstvenu vrijednost A1, oblik rjesenja
zavisi od ranga matrice A — A\ 1. Ako je rang jednak r, onda je broj
linearno nezavisnih rjesenja m =k — r.
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Sva prethodna tvrdenja prenose se na konjugirano kompleksne brojeve visestrukosti
k. Razdvajanjem realnog i imaginarnog dijela dobivamo 2k realnih linearno neza-
visnih rjesenja.

Ako nehomogeni sistem ima oblik

y = Ay +P,(x)el”,

gdje je pu opcenito kompleksan broj, a Ps(x) polinom stepena s ¢iji su koeficijenti
n—dimenzionalni konstantni vektori, tada vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 3.5.11. Sistem
y' = Ay + P(x)e'?,

ima partikularno rjesenje oblika

yp(x) = Quyr(w)el”,

gdje je r red visestrukosti svojstvene vrijednosti p matrice A, a Qsy.(x) je poli-
nom stepena ne veéeg od s + r, sa koeficijentima koji su n—dimenzionalni kon-
stantni vektori. Ako je yn opce rjesenje pridruzene homogene jednadzbe tada je
opce rjesenje polazne nehomogene jednadzbe dato sa

y(2) = yn(x) + yp(@).

Ako p nije svojstvena vrijednost matrice A, iz prethodnog teorema, slijedi da
je partikularno rjesenje oblika y,(z) = Qs(x)e"”.

Primjer 3.5.5. Rijesiti sistem

dx dy
oy, Yo ptay
at Y g T

RjeSenje. Odredimo svojstvene vrijednosti matrice A pridruzene datom sis-
temu:

=0, =N —4\+3=0=>)\=11i)=3.

det(A — NI) = ‘2__1’\ 2__1A’

Kako je A1 = 1 svojstvena vrijednost viSestrukosti 1, njoj odgovara rjesenje u
obliku X (t) = vyet, gdje je v = (v11,v12)7T svojstveni vektor matrice pridruzene
sistemu koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A\ = 1.

Komponente vektora v; odredujemo iz sistema

2—-1 —1 V11 o 1 -1 V11 _
(o)) = (D))

Iz sistema slijedi da je v1; = w12, pa za vis = C7 dobivamo da je rjesenje koje
odgovara svojstvenoj vrijednosti \; = 1 dato sa

X.(t) = (i) e G) 3
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Kako je Ao = 3 svojstvena vrijednost visestrukosti 1, njoj odgovara rjesenje
u obliku Xy(t) = wqe3) gdje je va = (va1,v92)? svojstveni vektor matrice
pridruzene sistemu koji odgovara svojstvenoj vrijednosti Ao = 3.

Komponente vektora v; odredujemo iz sistema

2-3 -1 vor) =1 =1\ (va1) _
(202 ()0 = (8 2 ()

Iz sistema slijedi da je vo; = —w9s, pa za v9; = Cy dobivamo da je rjeSenje koje
odgovara svojstvenoj vrijednosti A\; = 3 dato sa

Xo(t) = (5) —Cy <_11> &,

Opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa

X(t) = X, (£) + Xa(t) = O G) ¢+ Cy <_11> A,

¢
Primjer 3.5.6. Rijesiti sistem
dx dy
— =2x — —= = 2y.
T TR

Rjesenje. Odredimo svojstvene vrijednosti matrice A pridruzene datom sis-
temu:

=0, =XN-AA4+5=0=X\ =2+iil=2—14.

det(A —AT) — '2 o 2_1A‘

Kako je Ay = 241 svojstvena vrijednost visestrukosti 1, njoj odgovara rjesenje
u obliku X, (t) = 1Tt gdje je v, = (v11,v12)T svojstveni vektor matrice
pridruzene sistemu koji odgovara svojstvenoj vrijednosti Ay = 2 4 1.
Komponente vektora v; odredujemo iz sistema

oS ) ()= = (3 2 () =0

Iz sistema slijedi da je v1; = iv12 pa za vi2 = 1 dobivamo da je rjesenje koje
odgovara svojstvenoj vrijednosti \; = 2 + ¢ dato sa

(T () et _ i(cost + isint) or _ (—sint) o . (cost) o
X(t) (y> (1)6 (cost+isint € cost )€ i sint )€

Na osnovu ovog dobivamo da sistem ima dva nezavisna rjesenja

—sint cost
Xa(t) = < cost ) ¢, Xeolt) = <sint> ¢
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Opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa

X(t) = X1 () + Xa(t) = Oy (‘ sin t) €2 4 Oy (COS t) ¢,

cost sint

Primjer 3.5.7. Naéi opce rjesenje linearnog sistema

dx dy
ik E—x—l—i’;y.

RjeSenje. Odredimo svojstvene vrijednosti matrice A pridruzene datom sis-
temu:

det(A — M) = ’1 -A A

) 3_)\‘:0 =1-NB-AN+1=0=(\A-2)%=0.

Prema tome, matrica A ima jednu svojstvenu vrijednosti A\; = 2 viSestrukosti
k1 = 2. Lako se vidi da je rang(A — \1I) = 1. Kako je m; = n—rang(A —\1I) =
2 — 1 =1, opce rjesenje trazimo u obliku

X(t) = (5) =P, m, ()M =Pi(t)eMt = (Ag + At)eM,

gdje je Ag = (aop,bo)T i Ay = (a1,b1)?. Koristit éemo metod neodredenih koefi-
cijenata. Neka je

x = (ap + art)e®’, y= (bo + bit)e*.
Uzimajuéi izvode ovih funkcija dobivamo da je

d d
d—;c = (2a0 + a1 + 2a,t)e*, d—g = (2bg + by + 2bt)e*.

Uvrstavajuc¢i funkcije = i y i njihove izvode u polazni sistem dobivamo

(2a¢ + a1 + 2a1t)e? = (ag + ap)e?’ — (bo + by)e?,
(200 + b1 + 2b1t)€2t = (ao + a1)€2t + 3(b0 + b1)62t,

Dijeljenjem sa e? i izjednacavanjem koeficijenata uz iste ¢lanove na lijevoj i

desnoj strani dobivamo sistem

ap+ai +bp =0,

a1—|—b1:0,
ag + by — by =0,
a1+b1=0,

U ovom sistemu postoje samo dvije nezavisne jednadzbe. Stavimo da je ag = Cy
i a; = Cy. Preostale konstante by i by izrazi¢emo preko C7 i Cs. Dobijemo da je
bp=-C1—CyiB—1=—-Cs.
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Dakle, opce rjesenje je dato sa

[Ty C]_ +02t 2%
X(t) = (y) - (—01 _CQ_CQt) &

¢
Primjer 3.5.8. Naci opée rjesenje sistema
dx dy dz
— =22 -3y—5z, —=ux+4 y = =2y+52.
dt LT Tes gy T Ayt dt y+oz

RjesSenje. Prvo, pronadimo svojstvene vrijednosti koje odgovaraju karakter-
isti¢noj jednadzbi

—2-X -3 -5
det(A—X[)=| 1 4-x 1 [=0.
2 0 5-2\

Razvijajué¢i ovu determinantu dobivamo da je
A=1)(A—3)2=0.

Dakle, matrica ima dvije svojstvene vrijednosti: A\; = 1 viSestrukosti 1,1 Ao = 3
visestrukosti 2.

Posmatrajmo prvo svojstvenu vrijednost Ay = 1. Njoj odgovara rjesenje ob-
lika X;(t) = viet, gdje je v1 = (vi1,v12,713)7 svojstveni vektor koji odgovara
svojstvenoj vrijednosti A\; = 1. Njegove komponente dobivamo rjesavajuéi sistem

—-2-1 -3 -5 V11 -3 -3 -5 V11
1 4—-1 1 vig | =0, = 1 3 1 v12 | =0.
2 0 5—1 V13 2 0 4 V13

Rjesavajuéi ovaj sistem dobivamo

v11 + 3v12 + v13 = 0,
vz —v13 = 0,

Uzimajuéi u prethodnom sistemu da je vi3 = 3, dobivamo v1; = —6 1 v12 = 1.
Dakle, svojstvenoj vrijednosti Ay = 1 odgovara sljedece rjesenje
—6
Xl(t) = Cl 1 Bt.
3

Sada, posmatrajmo svojstvenu vrijednost A, = 3 koja ima visestrukost ko = 2.
Lako se moze vidjeti da je rang(A — A\I) = 2. Dakle, svojstvenoj vrijednosti
A2 = 3 odgovara my = n — rang(A — A\3I) = 3 — 2 = 1 nezavisnih svojstvenih
vektora. Prema tome, rjesenje trazimo u obliku

Xg(t) = Pk27m26k2t = (AQ + Alt)egt.
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Stavljajuéi da je

ag ai
Ap=|bo|, A1=1|bh
Co (&1

koordinate od Xs(t) se mogu napisati u obliku
= (ap 4+ art)e’, x = (bg +bit)e¥, 2z = (co+ cit)e.

Uzimajuéi izvode ovih funkcija dobivamo da je

dz - d 5 d . .
— = a1 +3(ag+a1)e*, & b1e3 +3(bg+ by )e™, == c13 +3(co+acy)e.
dt dt dt

Uvrstavajuéi to u polaznu jednadzbu i dijeljenjem sa 3!, imamo

aq + 3((10 + al) = —2((10 + alt) — 3(b0 + blt) — 5(60 + Clt),
b1 +3(bo + b1) = ag + art + 4(bo + bit) + co + c1t,
c1 + 3(00 + Cl) = 2(&0 + alt) + 5(00 + Clt).

Izjednacavajuéi koeficijente na lijevoj i desnoj strani dobivamo sistem

5ag 4+ a1 + 3bg + Heg = 0,
5a1 + 3by + 5cy =0,
ag+ by — by +do =0,
a1 +b1+c1 =0,
2a0+260—01 :0,

a1 +c1 =0.

Uzimajuéi da je ag = Cs i a3 = 2C3, koristeéi ovaj sistem, imamo
bo = Cg, Co = —03 — CQ, b1 = O, Cc1 — —263.

Prema tome, rjesenje koje odgovara svojstvenoj vrijednosti Ay = 3 je dato sa

Cy + 2Cst
Xg(t) = 03 €3t.
—C5 — Cy — 205t

Dakle, opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa

x —6 2 2t
X(t) =y =Xy (t)+X2(t) =C 1 et+C’2 0 63t+03 1 632&.
z 3 —2 —1—-2t

Primjer 3.5.9. Naéi opce rjesenje sistema jednadzbi

dx
i —6x + 5y,

d
d—i:x—3y+4z.

d
di::—Qx—y—i—E)z,
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Rjesenje. Prvo, pronadimo svojstvene vrijednosti koje odgovaraju karakter-
isticnoj jednadzbi

—6—A 5 0
det(A—-XI)=|1-2 —1-2X 5 | =0.
1 -3 4—-A
Odavde je
A+ 1) =0.
Dakle, matrica ima svojstvenu vrijednosti \; = —1 visestrukosti k; = 3.

Lako se moze vidjeti da je rang(A — A I) = 2. Dakle, svojstvenoj vrijednosti
A1 = —1 odgovara m; = n — rang(A — A\1I) = 3 — 2 = 1 nezavisnih svojstvenih
vektora. Prema tome, rjesenje trazimo u obliku

X(t) = Pp,—m, (1)eMt = (Ag + At 4+ Agt?)e?,

gdje je
Qg aq ag
Ag=|bo |, Ar=|b1], Ax= |0
Co C1 C2

Koordinate od X(t) se mogu napisati u obliku
r = (ap +art + ast®)e™, x = (bo + bit + bat?)e™!, 2= (co+ it + cat?)e

Izvodi ovih funkcija su

d

8 =+ 2aat)e™ — (a0 + ant + axt?)e™
dy —t 2\ —t
a :(bl —+ 2b2t)€ — (bo + blt + b2t )6

dz ¢ 2\t
g =(c1 + 2cot)e™" — (co + c1t + cot®)e .

Uvrstavajuéi to u polaznu jednadzbu i dijeljenjem sa e~%, dobivamo

ay + 2a2t — ap — alt - a2t2 = 76(0,0 + alt + a2t2) + 5(b0 + blt + b2t2),

b1 + 2bot — by — byt — bat? = —2(ag + a1t + ast®) — (bo + b1t + bat?)+
+5(co + 1t + cat?),

c1 + 2c0t —cyg — 1t — CQtQ = (ao + a1t + a2t2) - 3(b0 + b1t + b2t2)+
—|—4(Co +cit + 02t2.
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Izjednacavajuéi koeficijente uz na lijevoj i desnoj strani dobivamo sistem

5ag + a1 — bbg = 0,

5a1 + 2a2 — 5by = 0,
ag—bQ:O,

2a0 + b1 — by =0,

2a1 + by — 5e; = 0,
2&2—5d2=0,
a073b0+56070110,
a0—3b1+561—02:0,
as — 3by + bey = 0.

Uzmimo da je ag = C1, a; = C3 i ay = Cj3, te koristeéi prethodni sistem
imamo:

1 2
by =C1 + gcz, by = Cs + 503, by = C3

2 1 2 2 2 2
=20 ——Cy+ —C =20+ =C = 2.
Co 5 1 5 2 25 3 C1 5 2 5 3 C2 5 3

Prema tome, opce rjesenje je dato sa

C1 + Co +2C5t?
X(t) = Ch + % + Cot + %Cgt + Cst? e t.
201+ 50 + 5505 + 3t + 2Cst + 2C5t

¢
Primjer 3.5.10. Metodom neodredenih koeficijenata naci opée rjesenje sistema
dx dy + cost
— =—y, — =x+cos
at — Y

Rjesenje. Odredimo svojstvene vrijednosti matrice A pridruzene homogenog
sistema:

-2 -1

det(A — \I) = ‘ Y

’:0, AN 41=0=>N =01 = —i.

Kako je A1 = i svojstvena vrijednost viSestrukosti 1, njoj odgovara rjesenje u
obliku X (t) = vie®, gdje je vy = (v11,v12)7 svojstveni vektor matrice pridruzene
sistemu koji odgovara toj svojstvenoj vrijednosti.

Komponente vektora v, odredujemo iz sistema

(o) )=

Odavde slijedi da je v1; = ivi2, pa za vi2 = 1 dobivamo da je rjesenje, koje
odgovara svojstvenoj vrijednosti A\; = i, dato sa

~(x\ (i) s [i(cost+isint)\ [—sint . [cost
X(t)_<y)_<1>e _<(cost—|—z’sint) = cost ) 7" \sint )
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Na osnovu ovog dobivamo da sistem ima dva nezavisna rjesenja

xi0 = (). 0= (320).

Opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa

X(t) = X (t) + Xao(t) = C4 ( sin t) + (COS t) .

cost sint

Kako je p =14, a Ay = i je svojstvena vrijednost visestrukosti 1, to partikularno
rjeSenje trazimo u obliku

X, (t) = (ZEID = (Ao + Ayt) cost + (By + Byt) sint,

Ay = (90 A = (" By= (% B, =(%).

Funkcije z, () 1 y,(t) se mogu napisati u obliku

gdje je

zp(t) = (ag + a1t) cost + (co + ci1t) sint,
Yp(t) = (bo + b1t) cost + (do + dit) sint.

Uvrstavajuéi ovo u polazni sistem i izjednacavanjem koeficijenata uz iste clanove
na lijevoj i desnoj strani dobivamo sistem

a; +co = —bo
—ag +c1 = —do
—ay = —d;

¢ = —by

by +dy=ag+1
—bo +d1 = co
dy = ay
—-bi=a

Lako se vidi da je jedno od rjesenja sistema dato sa

1 1 1
G,():O, bOZO, 00:0, do:i’ G,l:O, blzf Cl = —2, d1:0

Dakle, partikularno rjesenje je dato sa

(xp(t) —itsint
Xp(t) = (yp(t)) - (étcost+ gsint )

Opce rjesenje je dato sa

. —sint cost —%tsint
X(t) =G ( cost ) +Co (sint) + (étcost—&— ;sint) :
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3.5.4 Zadaci za samostalan rad

1. Rijesiti sistem diferencijalnih jednadzbi

dzx

T pp—
dt T =Y,
dy

— = 2y.
7t T+ 2y

2. Metodom eliminacije integrirati sistem diferencijalnih jednadzbi

dx

it 9

i T+ 2y,

dy

== s t.
7 5 — 6y +

3. Rijesiti sistem diferencijalnih jednadzbi

dx

i —4x + 2y + bz,
d

d—? = 6x —y— 6z,
d

= = —8r+3y+9s.

4. Rijesiti sistem diferencijalnih jednadzbi

d

d—i = 3z —y— 3z,
d

di: = —6x+ 2y + 62,
d

d—j = 6x — 2y —6z.

5. Rijesiti sistem diferencijalnih jednadzbi

dy
Yaw T OUTE
dz
— = —y-32
:L'dx y z

6. Naci opce rjesenje sistema diferencijalnih jednadzbi

e
dt
dy

ti
dt
dz

P
dt i

yty,

=Y
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3.5.5 Veza izmedu fundamentalnih matrica

Do sada smo posmatrali homogeni sistem linearnih jednadzbi

vy = pu(x)yr +pia(@)ye + -+ pin(@)yn
s P21(2)y1 + p22(2)y2 + - + Pon(2)yn

(3.94)

/

Y = Pn1(@)y1 + Pn2(@)y2 + - + Pun(2)Yn.

kojeg smo krace pisali u obliku
n
Yy, = Zpkl(as)yl, 1=1,2,..,n,
k=1

gdje smo za koeficijente pg; (z) pretpostavljali da su neprekidne funkcije na (a, ).
Primijetimo da se u ovom zapisu sistema (3.94) prvi indeks koeficijenta py;
poklapa sa indeksom trazene funkcije.
Sada ¢emo zbog pogodnijeg razmatranja posmatrati sljedeé¢i sistem, kojeg
napisali tako da drugi indeks odgovara indeksu trazene funkcije

yi = pu@)yr +pa(@)y2 + -+ po1(@)yn
s P12(®)y1 + p22(T)y2 + - + Pr2(T)Yn

(3.95)

/

kojeg krace mozemo pisati u obliku
n
y;c = Zplk(x)yh k= 172a w1,
=1

gdje za koeficijente p;,(z) pretpostavljamo da su neprekidne funkcije na (a,b).
Neka funkcije

Yils Yi2s - Yin, t=1,...,m

¢ine fundamentalan skup rjesenja sistema (3.95).
Nakon uvrstavanja ovih funkcija u sistem (3.95) dobivamo n? identiteta, koje
mozemo napisati u obliku

V=Y puyi, Gk=1,....n (3.96)
=1

U cilju jednostavnijeg zapisa identiteta (3.96) uvodimo sljedece dvije matrice:
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pll(l‘) plz(x) i 'pln(fU) 911(36) 912(30) e 'yln(l‘)
Alz) = pzl.(l“) p22.(96) "'p2-n($) B(z) = Z/21.(33) 3122.(33) "'Z/2.n(l‘)

(3.97)
A(x) je transponirana matrica koeficijenata sistema (3.95), a ®(z) fundamen-
talna matrica sistema (3.95). Sada identitet (3.96) moZemo napisati u obliku

&' (x) = (2)A(w). (3.98)
Iz (3.98) vidimo da je matrica ®(x) zapravo rjeSenje matri¢ne jednadzbe
' (x) = o(z)A(z). (3.99)

Jednadzba (3.99) zove se matricna jednadzba pridruzena sistemu (3.94). Vidimo
da se problem integriranja sistema (3.94) svodi na problem nalaZenja rjeSenja jed-
nadzbe (3.99). Matricu ®(z) zvat ¢emo integralnom matricom jednadzbe (3.99)
na intervalu (a, b) ako je det ®(x) # 0. Svaka integralna matrica jednadzbe (3.99)
je fundamentalna matrica sistema (3.95) Problem postojanja i strukture funda-
mentalnog skupa rjesenja sistema (3.94) ekvivalentan je pitanju o postojanju i
strukturi integralne matrice jednadzbe (3.99). Matrica pocetnih uvjeta naziva se
matrica pocetnih vrijednosti integralne matrice ®. Pocetnu vrijednost integralne
matrice ¢ oznacavat ¢emo sa Py. Znaci

(13(.730) =Py, zg € (CL, b) (3100)

Na osnovu Ostrogradski-Liouvilleove formule slijedi da za determinantu inte-
gralne matrice ® vrijedi formula

x n
- / > prk(t)dt
det ®(z) = det ®(xg)e ~"° k=1 .
Integralna matrica koja je u tacki xz( jednaka jedini¢noj matrici, tj. za koju je
O(xg) =1 (3.101)
naziva se integralna matrica normirana u tacki zo i oznac¢avat éemo je sa ®(z, xg).

Sada ¢emo dokazati dva osnovna svojstva matriéne jednadzbe (3.99).

Teorem 3.5.12. Jednadzba (3.99) ostaje linearna pri smjeni nezavisne promje-
nljive x, tj
z = p(t),

pri cemu je p(t) diferencijabilna funkcija.
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Dokaz. Kako je x = ¢(t), imamo

1
o' = @] .
40
Sada, uvrstavanjem x = ¢(t) u (3.99), dobivamo ®, = ®(¢(t))A[e(t)]@}(t), tj.
P} = DAy, gdje je Ai(z) = Alp(t)];(1)- 0

Teorem 3.5.13. Jednadzba (3.99) ostaje linearna ako umjesto fundamentalne
matrice ® wvrstimo novu fundamentalnu matricu Z preko smjene ® = ZQ), gdje
je Q reqularna (det Q # 0) diferencijabilna matrica®.

Dokaz. Zaista, kako je

¥ =27'Q+2Q. (3.102)
sada u jednadZzbu (3.99) uvrstimo ® = ZQ i (3.99) pa imamo

Z'Q+2Q = ZQA
sto je ekvivalentno sa
Z'=ZQAQ™' - 2Q'Q7" =
- 2(Q4Q7 - Q™Y
a Sto se moze napisati u obliku
Z'=7ZB, B=QAQ ' -Q'Q L.
Specijalno, ako je Q(x) = S = const. i det S # 0 onda je B = SAS™!, pa je onda
Z'=ZSAS™.

O
Sljedeca dvije tvrdnje daju nam vezu izmedu razli¢itih integralnih matrica
jednadzbe (3.99).

Tvrdnja 3.5.1. Ako je ¥ fundamentalna matrica jednadzbe (3.99), onda je
¢ =CV, (3.103)

gdje je C bilo koja konstantna reqularna matrica, takoder fundamentalna matrica
jednadzbe (3.99).

Dokaz. Zaista, diferenciranjem CVU dobivamo
(CO) =CV'. (3.104)

S druge strane, kako je ¥ fundamentalna matrica (3.99) to je ¥/ = WA. Sada
(3.104) postaje (C¥) = CUA. Kako je det(C¥V)) = det Cdet ¥ # 0 to je CU
fundamentalna matrica matri¢ne jednadzbe (3.99). O

Tvrdnja 3.5.2. Ako je U fundamentalna matrica jednadzbe (3.99) definirana
na intervalu (a,b) (interval na kome je A(x) neprekidna matrica), onda formula
(3.103) sadrzi sve fundamentalne matrice definirane na (a,b).

5Matrica je diferencijabilna na (a, b) ako su joj svi elementi diferencijabilne funkcije na (a, b).

265



3.5. Linearni sistemi diferencijalnih jednadzbi

Dokaz. Neka je ®(z) fundamentalna matrica jednadzbe (3.99) koja zadovo-
ljava pocetni uvijet ®(zo) = ®o. Ako u (3.103) uvrstimo z = zy i ® = @
imamo ®y = ®(zy) = C¥(xo). Nakon mnozenja zdesna sa U~!(z) dobivamo
C = UL (z0). Ovakovo C uvrstimo u (3.103), imamo ®(z) = ®o¥ L (z0) ¥ (x).
Odavde je ®(z) = ®o. Kako integralna matrica ®(x) ima iste pocetne vrijednosti
za T = xg, onda po Teoremu o egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja, ove integralne
matrice se podudaraju, tj. ®(z) = ¥(z)¥~!(z0)®q. Dakle, svaku fundamentalnu
matricu moZemo dobiti iz (3.103) pri odgovarajuéem izboru regularne matrice C.
Specijalno, ako je fundamentalna matrica ¥ normirana u xg, onda svaka funda-
mentalna matrica ® se moze izraziti preko ¥ po formuli & = Ud,. O

Iz gore dokazanih tvrdnji slijedi da izmedu razli¢itih fundamentalnih sis-
tema rjesenja homogenog sistema linearnih jednadzbi postoji veza koja je data
sa (3.103), pri ¢emu je det C # 0. Saglasno vezi (3.103) svi fundamentalni sis-
temi rjesenja se mogu dobiti iz jednog fundamentalnog sistema. Pogodno je naci
normirani fundamentalni sistem. Takoder, saglasno ranije re¢enom, za integri-
ranje jednadzbe (3.99) dovoljno je naéi samo jednu integralnu matricu matricu,
pri ¢emu je dovoljno je na¢i onu koja je normirana.

3.5.6 Matricno rjesavanje homogenih sistema diferencijal-
nih jednadzbi sa konstantnim koeficijentima

Sada ponovo posmatrajmo sistem (3.94) kod kojeg prvi indeks u koeficijentima
odgovara indeksu nepoznate funkcije, pri ¢emu su koeficijenti sistema konstante.
Kao $to znamo, sistem (3.94) moZzemo napisati u matri¢cnom obliku

y = Ay (3.105)

A je matrica sistema, a y vektor kolona nepoznatih funkcija. Ako

YI(x)7y2(x)v cee aYH(x)

¢ine fundamentalan skup rjesenja sistema (3.94), vidjeli smo da je onda odgo-
varajuta fundamentalna matrica data sa

yugﬂ«”g 3/12%333 o y1nga?§
@(x) _ y21: x y22: x y2n T

Fundamentalna matrica ® zadovoljava jednadzbu &' = A®.

Sliéno kao i kod dokaza tvrdnji 3.5.1, 3.5.2, moze se jednostavno pokazati da
ako je ¥ fundamentalna matrica sistema (3.94), onda je i ¥C fundamentalna ma-
trica sistema (3.94), pri ¢emu je C bilo koja konstantna n x n regularna matrica.

Pored toga, rjesenje Cauchyevog problema

y' = Ay, y(zo) = yo, (3.106)
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je dato sa
y(z) = ®(x,20)y0 = ¥ () ¥~ (x0)yo,
gdje je ®(x,x9) n X n matrica koja je rjeSenje matriénog pocetnog problema, i
kao posljedicu ranijeg zapazanja imamo da je
®(2,20) = ¥(2) ¥ (20),

za bilo koju fundamentalnu matricu ¥(z) homogenog sistema (3.45).
Posmatrajmo ponovo matri¢ni problem pocetnih vrijednosti

& = A(x)®, ®(z0) =1, (3.107)

gdje je matrica sistema nije konstantna. Ovaj problem ima jedinstveno rjesenje
®(z,x0) definirano na (a,b) Sto se moze dokazati kao Cauchy-Picardov teorem o
egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja. Pored toga moze se pokazati da niz

() =1,
(3.108)

konvergira ka ®(x,z¢) i da je
‘b .T Zo —I+/ A dt+/ / A tl dtldt-f— (3109)

Red (3.109) se zove Peano-Bakerov red za matri¢ni problem pocetnih vrijednosti.
Ako je A konstantna kvadratna matrica, tada (3.109) postaje

T x t
'I’(;z:,zo):I—FA/ dt+A2/ / dtdt + - -
- Zo
_ Z QT—CC()

Uvedimo sada pojam eksponenta konstantne kvadratne matrice.

(3.110)

Definicija 3.5.4. Eksponentom konstantne kvadratne matrice A reda n naziva
se kvadratna matrica reda n, definirana kao

n Ak
A= nlg%o E (3.111)
k=0

Moze pokazati da red na desnoj strani uvijek konvergira. Sljedeé¢i teorem
navodimo bez dokaza.

Teorem 3.5.14. Za proizvoljnu kvadratnu matricu A i proizvoljan broj x, red
=\ Akghk
k!

k=0

Az

konvergira ka matrici €. Osim toga, matrica eA* ima sljedece osobine:
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i) eAreBr — eATBT ko i samo ako A i B komutiraju;
i) eATHY) = eATAY — AVAT 4 syako o, y;
i11) e~ AT je inverzna matrica matrice e™®;
i) (eAw)/ = AehA? = ATA,
Sumirajuéi prethodnu diskusiju dobivamo da vrijedi sljedeéi teorem.
Teorem 3.5.15. Matrica

B (x,10) = eAE—T0)

je fundamentalna matrica sistema

/
y = Ay,
normirana u xo, gdje je A konstantna matrica.
Vidjeli smo ranije da ako su A1, Ag,..., A, razlicite svojstvene vrijednosti

matrice A iv; = (vj1,vj2,... ,vjn)T odgovarajuéi svojstveni vektori, tada je

,Ulle)\lx ,UZle)\Qz Unle)\nz

Ulge)\lm ,0226)\21 ,Unge)\nz

Y(r) =
VineMT vge?2" Unnen®

fundamentalna matrica sistema (3.71). Na osnovu Teorema 3.5.15 je

Ulle)\lx ’U216/\2x ’Un16>‘"$
A ) V12eMT et e ypgetn? )
e = ®(z,0) = ¥(x)P(0) = T =
Ulne>\1$ ,U2ne>\21 'Unne)\nz
eM® 0 0
0 er2® .. 0 L 3 L
=T- ) ) ) T =T-e'®-T"
)
0 0 ernt
gdje je
Uil V21t Upl A0 - 0
Vig V22 -ttt Up2 0 X -+ 0
T = ,J=
Uin U2n e Unn 0 0 e >\n

Nazalost, kad matrica A ima samo k < n razli¢itih svojstvenih vektora, tada
izratunavanje e® nije lako. Pored niza metoda koji postoje, navest ¢emo dva koji
su relativno laki u poredenju sa drugim metodama. Prvi metod je dat sljede¢im
teoremom.
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Teorem 3.5.16. Neka su A1, As, ..., Ak, razlicite svojstvene vrijednosti matrice
A sa visestrukoséu 1,7, ..., Tk, redom. Neka je

PA) = (A= A)" - (A= Ap)™, (3.112)
tada je

Ax : Az = 1 j .0
e’ = Z e a;(A)g(A) Z {j!(A—)\iI)Jx } , (3.113)

§=0
gdje je
ai(A) =p(N)A—A)™", 1<i<k (3.114)
i a;(N), 1 <i <k su polinomi stepena manjeg od r; u Tazvoju
L el el (3.115)

= + [ S A—
P (A=An (A = Ag)7e
Dokaz. 1z relacija (3.114) i (3.115) imamo

I=a1(N)gi(A) + - +ap(N)ar(N).

Ova relacija je izvedena iz karakteristicne jednadzbe p(\) = 0, pa na osnovu
Cayley-Hamiltonovog teorema®, dobivamo

I=a1(A)qi(A) + -+ ar(A)gr(A). (3.116)

Nilz

Kako matrice \;I i A — )\;I komutiraju i kako je e = M to je

oo
1 o
eAm — e)\,:Ize(A—)\,:I)z _ e)\im Z {j'(A _ /\iI)JZ‘Z} )
j=0 '

Mnozeéi obje strane ove jednadzbe s lijeva sa a;(A)g;(A) i koristeéi ¢injenicu da
je ¢i(A)(A — \I)" = p(A) = 0 za svako j > r;, slijedi da je

ai(A)gi(A) = a0 (A)gi(A) S {;!(A - m)jxi} .

=0
Sumirajuéi ove relacije po i od 1 do k i koristeéi (3.116), dobivamo (3.113). O

Posljedica 3.5.2. Ako je k = n, tj. matrica A ima n razlicitih svojstvenih
vrijednosti, tada koristeéi da je a;(A) = (1/q;(X\:))I, formula (3.113) se svodi na

Ax S Q1(A) iz
(& = e =
— ai(\i)
_Z (A= \I)- (A—AHI)(A—AMI).--(A—ARI)GM'
(A= A0) (N = Xim) (N = Aig) - (A = M)

6Cayley—Hamlltomov teorem: Svaka kvadratna matrica A zadovoljava svoju karakter-
isticnu jednadzbu p(\) =0, tj. p(A) = 0.

(3.117)
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Posljedica 3.5.3. Ako je k = 1, tj. matrica A ima samo jednu svojstvenu vri-
jednost, tada koristeéi da je a;(A) = q;(A) =1, formula (3.113) se svodi na

n—1
eAr = rir N {,1'(A - AiI)jxi} : (3.118)

j=0 \J°

Drugi metod je dat sljede¢im teoremom.

Teorem 3.5.17 (Putzerov algoritam). Neka su \i,...,\, svojstvene vrijed-
nosti matrice A proizvoljnog ali fiksiranog redoslijeda. Tada je

n—1
AT = i (2)P,
j=0

gdje je Po =1L, P; = Hizl(A - XD, =1, niri(x),..,r.(x) su rekurzivno
dati sa

ri(z) = Mri(z), m(0)=1
T’;(.’E) = )‘jrj(x)—’—rj*l(x)a Tj<0) =0, 7=2,..,n
(Napomenimo da se svaka svojstvena vrijednost u listi pojavijuje onoliko puta

kolika joj je visestrukost.)

Dokaz. Dovoljno je dokazati da ®(x) definirana sa

n
= (@)

7=0
zadovoljava jednadzbu & = A®, &(0) =I. Stavimo da je ro(x) = 0. Tada je

n—1 n—1

@' (z) = A\®(x) = ) (Njrarj1(z) +7(2)Pj = Ay Y 1 (2)P;y =
=0 =0
n—1

|
(]

(Aj+1 = An)rjpr (z)Py + Z ri(z)P; =

j=0
n—2
= Z()\j+1 — )\ ’I"J+1 + Z T'J+1 J+1 =
g=0 (3.119)
n—2
=) A = AW)Pj+ (A= X )P} rja(x) =
7=0
n—2
DY Prja(e) =
j=0
= (A= AI)(®(2) — (@) Pyy) =

= (A - )‘nl)q’(]}) - Tn(l')Pn,
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pri ¢emo smo koristili ¢injenice da je P11 = (A — A\ I)P; i P, = (A —
A I)P,, 1. Sada, primijenom Cayley-Hamiltonovog teorema imamo da je P, =
p(A) = 0, pa iz (3.119) dobivamo ®' = A®. Konacno, za kompletiranje dokaza
imamo da je

(I)(O) = i errl(O)Pj = T’l(O)I =1
7=0

O
2 1 -1
Primjer 3.5.11. Za matricu A= | -3 -1 1 izracunati e®*.
9 3 —4

Rjesenje. Lako se moze vidjeti da matrica A ima sve svojstvene vrijednosti

jednake A\ = —11 da je 7 (x) = e™%, ro(x) = ze™% i r3(x) = 227, rjesenje
sistema
7‘/1 = )\17“1, T1 (O) =1
Té = A\ir9 + 11, T‘Q(O) =0
Té:)\lrg—‘rrz, 7"3(0):0
Primjenom Putzerovog algoritma dobivamo
[ 1
eAf’: = e)\lm I + J)(A - )\11) + il‘Q(A - )\11)2:| =
i 1
=M T4 2(A+1) + 5gcQ(A + I)Q]
1 2+ 6z —32% 2z —2x + 22
= 5:1:2 —6x 2 2z
182 — 922 6 2 — 6x + 322
¢

Primjer 3.5.12. Naéi opce rjesenje sljedeceg homogenog sistema diferencijalnih
jednadzbi

Y1 011 Y1
vy, | =11 0 1 Y2
Y3 110 Y3

Rjesenje. Matrica sistema glasi

A=

_ = O
— o =
O = =
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Matricu €A% izracunat éemo Putzerovim algoritmom. Lako se moZe vidjeti

da su svojstvene vrijednosti date sa Ay = Ao = —1, A3 = 2. Sistem jednadzbi po
rl(l‘),r2<$),7“3($) glasi

ri(z) = —ri(z), r1(0) =1
ro(x) = —ra(x) +7r1(2), r9(0) =0
r3(x) = 2r3(x) + ra(z), r3(0) =0

Rjesenje ovog sistema je

—T

1
ri(x) =e ", ro(x) = ze™ ", ra3(x) = §e_””(—1 + €37 — 31).

Matrice Pj, 7=1,2,3 su:

=(A+1I), b=(A+1)? P3=(A+1)*(A-2I),

.
1 1 1 3 3 3 0 0 0
=111, n=(333]|.Bm=[000
1 1 1 3 3 3 0 0 O

Sada je
2

€Am ZTJ+1 = 7‘1( )PO + TQ(J?)Pl =+ Tg(I)PQ,

t.
36_"” (2—}—63”") %_ (—1—&—63“ Le—z (1 4¢3
Ax 1 e~ 3x 1 e~ % 3x % —x 3x
e’ = (f ( 1+e (2+e ) ze —1+e
7w( 1+63a: é 71:( 1+€3w) %efa: (24—631)

Opée rjesenje je dato sa

U1 %—J, 2+e31)cl+1—x< 1+€3x)c2+1—;c( 1+e3x s
Y = §e z —1—1—631) cl—i—?e’m (2—1—63””) co + e’””( 1+ €3%) cg
Y3 se “’(flJreSz) cl+§e’z( 1+e‘3“") c2+ 3 Lle "”(2+e3“’) c3

¢

3.5.7 Matricno rjeSavanje nehomogenih sistema diferenci-
jalnih jednadzbi sa konstantnim koeficijentima

Opce rjesenje homogenog sistema linearnih diferencijalnih jednadzbi moze se
napisati pomo¢u fundamentalne matrice i proizvoljnog vektora (kolona) kon-
stanti. Naime,

y(x) = Cryi(z) + Coya(z) + - - + Cryn(x)
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y11(z) Y12() Yin ()
o 1121.(95) o 922.(90) i yzn.(z) _
Yot (2) e Y ()
yn(x) Y12 (I) cee Yin (:c) Ch
_ yzl(iﬂ) Y22 (iﬂ) s Yon (HU) . Cy
Yn1(@) a(®) oo Yon(®) o

Dakle, opce rjesenje normalnog sistema u matri¢cnom obliku glasi
y(z) = ®(x) - C. (3.120)

Sada ¢emo u matricnom obliku odrediti i opée rjesenje nehomogenog sistema
(3.46), pri tome ¢emo koristiti Lagrangeov metod varijacije konstanti.

U opéem rjeSenju umjesto konstanti stavimo funkcije C;(x) za koje pret-
postavljamo da su neprekidno diferencijabilne na intervalu (a,b). Ove konstante
odredujemo iz uvjeta da je funkcija

rjeSenje nehomogenog sistema. Zamjenom u sistem imamo
®'(2)C(x) + ®(2)C'(2) = A(x)y + f(x).
Kako je ®'(x)C(z) = A(z)y, dobivamo
®(z)C'(z) = f(x).

MnozZenjem ove jednakosti, sa lijeve strane, matricom <I>_1(33), dobivamo jed-
nakost

odakle je
C(z) = C+/ &L (t)f(t)dt,

Zo

gdje je C proizvoljan konstantan vektor iz R"™, a xg proizvoljna tacka iz (a,b).
Zamjenom C(z) u

y(z) = ®(x)C(x)
dobivamo da je opce rjesenje nehomogenog sistema dato sa
xr

y(z) = B(2)C + B(x) / &1 (1)E(1)dt.

Zo
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Ako je A(z) konstantna matrica, zbog ®(z,t) = ®(z)® ' (t) = A1 opée
rjeSenje mozemo napisati u obliku

y(z) = ®(2)C + /Jc eAE=OE(1)dt.

Za C = 0 dobivamo da je

partikularno rjeSenje nehomogenog sistema (3.46).
Primjer 3.5.13. Naéi opée rjesenje metodom varijacije konstanti sistema

dx 1 @_

dt =y cost’ dt U

Rjesenje. Odredimo svojstvene vrijednosti matrice A pridruzenog homogenog
sistema:

-2 1

det(A — \I) = <_1 Y

):0, SN41=0= X =01y = —i.

Kako je A1 = 7 svojstvena vrijednost viSestrukosti 1, njoj odgovara rjesenje u
obliku X (t) = vie®, gdje je vy = (v11,v12)7 svojstveni vektor matrice pridruzene
sistemu koji odgovara toj svojstvenoj vrijednosti.

Komponente vektora v, odredujemo iz sistema

(50 -0)

Iz sistema slijedi da je v12 = iv11, pa za v1; = 1 dobivamo da je rjeSenje, koje
odgovara svojstvenoj vrijednosti A\ = 4, dato sa

_(=x\ _(1\ ;4 [ cost+isint \ [ cost . (sint
X(t) = <y) o (z) €= (i(cost—l—isint)) o (— sint) Tt (cost)'

Na osnovu ovog dobivamo da sistem ima dva nezavisna rjesenja

xi0 = (%) xa0 = (3ne).

Opce rjesenje polazne jednadzbe je dato sa
_ _ cost sint) [ cost sint &
X(t) =X (t) + Xot) = O (— sin t) +Cs (Cost> - (— sint Cost> (Cg) ’

Imamo da je
<I>(t) _ ( cost smt) .

—sint cost
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Lako se vidi da je

sint cost

o(1) = (cost sint) .

Partikularno rjesenje je dato sa

t . t . 1
B _1 [ cost sint cosu —sinu) (==
yp(t) = 2(1) /to & (u)f (u)du = (— sint cost> /to <sinu COoS U > < 0 )du

Na osnovu ovoga imamo da je za tg =0

() = cost sint ¢ 1 du — cost sint t
Ypl =\ —sint  cost o \tanu ~ \—sint cost) \—1In|cost|/"

Dakle, partikularno rjesenje je dato sa

() = tcost —sintln|cost]|
Ypit) = —tsint — costln|cost|/

Opce rjesenje nehomogenog sistema diferencijalnih jednadzbi je dato sa

B cost sint tcost —sintln | cost|
y(t) = <— sint> +C <cost) + (—tsint - costln|cost> ’

3.5.8 Zadaci za samostalan rad

1. Pokazati da je vektorska funkcija

A(t)dt
y(z) = elwo Yo

rjesenje Cauchyevog problema (3.106) ako matrice A(z) i ffo A(t)dt komu-
tiraju za svako x.

2. Neka je ®(x,x0) fundamentalna matrica sistem y’ = Ay definirana na
intervalu (a,b). Pokazati da je ®(z,x¢) = ®(z,z1)®(x1,20), gdje xo, 21 €
(a,b). Pored toga pokazati da je ®~1(z,x¢) = ®(x¢, ).

«

3. Ako je A = (—ﬁ

g) , dokazati da je

(AT _ oz ( cos Bz sinﬁx) .

—sin Bz cosfx
4. Neka su A i B dvije matrice dimenzije n x n. Kazemo da su matrice A i B

sli¢ne ako i samo ako postoji regularna matrica P takva da je B =P~ 'AP.
Pokazati da vijedi:
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(i) z(x) je rjeSenje jednadzbe z’ = Bz ako i samo ako je y(z) = Pz(x) je
rjesenje jednadzbe y' = Ay;
(ii) eA? = PeBrP L
5. Nadéi opce rjesenje sistema
dx
% = 41' + t,
dy 2
- = — 2y +t°.
7 T Y+
6. Matricnim metodom rijesiti sistem diferencijalnih jednadzbi
d
d—f = 5w+ 2y +40¢’,
d
d—? = x—6y+9 "
7. Matri¢nim metodom rijesiti sistem diferencijalnih jednadzbi
d
d—f = —axr+by+e,
d
d—:i = —br+ay+e,
gdje je a? — b% = 1.
8. Rijesiti sistem jednadzbi
dx
?+1)— = —tx+y,
"+ +y
dy
t2+1)—= = —x—ty.
"+ T —ty
9. Rijesiti sistem jednadzbi
y -2+ /3 = sint,
2 —a +yV3 = sint,
¢ —y' +2v/3 = sint.
10. (Kirchnerov algoritam) Neka su Ay, ..., A razliCite svojstvene vrijednosti

matrice A viSestrukosti rq, ..., 7%, redom. Stavimo da je

k
PO =JT7 =10 =) ) = POYA =27 () =3 a;(N),

X
(@) =14a+--+
m
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Pokazati da je

ij fr] A Aj I) ) .
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Poglavlje 4

Laplaceova transformacija

4.1 Osobine Laplaceove transformacije

U ovom poglavlju ¢emo pokazati kako se koristi Laplaceova transformacija za
trazenje rjesenja linearnih diferencijalnih jednadzbi sa konstantnim koeficijentima
i datim pocCetnim uvjetom. Prije svega navest ¢emo definiciju i osnovne osobine
Laplaceove transformacije. Bez dokaza navodimo sljede¢i Teorem.

Teorem 4.1.1. Ako nesvojstveni integral

/ e T f(x)dx, 0 <z < oo,
0

konvergira za s = sy, onda on konvergira za svako s > sg.

Ako integral u prethodnom teoremu postoji, onda je on funkcija od s. Ovaj
integral se zove Laplaceova transformacija funkcije f(x) i oznacava se sa L[f(x)].

Definicija 4.1.1. Neka je funkcija f(z) definirana na intervalu I :0 < x < 0.
Laplaceova transformacija funkcije f(x) se definira sa

Clf ()] = F(s) = / e f (), (4.1)

gdje pretpostavljamo da je funkcija f(x) takva da integral na desnoj strani u izrazu
(4.1) postoji za svako s koje je veée ili jednako od neke vrijednosti sg.

Primjer 4.1.1. Izracunati Laplaceovu transformaciju funkcije f(z) =1, = > 0.
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Imamo,

L[1]=F(s) = /000 e *Tdx
h

lim e Fdx
h—o0 0

—e~sh 1
lim ( + )
h—o0 S S

1
—, akoje s> 0.
S

Primjer 4.1.2. Izracunati Laplaceovu transformaciju funkcije f(x) = e**.

RjeSenje.
L[e*] = / e~ f(x)dx = / e 5Ty = / e~ =Dy
0 0 0
b —(s—2)x b

= lim e~ 20y = — lim [e]

b—oo J b—oo s—2 0
1 e—(s—2)b

= lim - .

b—oo | S — 2 s—2

Ovaj limes postoji kad je s > 2. Dakle,

e 1
/0 e ¥ f(x)dx = ppt

s> 2.

¢

Na osnovu Primjera 4.1.1 i 4.1.2 vidimo da je Laplaceova transformacija date
funkcije funkcija od s. Oznacimo sa f inverznu Laplaceovu transformaciju funkcije
F, tj. pisemo f(z) = L71[F(s)], ako je L[f(z)] = F(s). Iz Primjera 4.1.1 i 4.1.2

vidimo da je
-1 1 . —1 1 2z
L -l=11i L =e.
s s—2

Definicija 4.1.2. Ako je F' Laplaceova transformacija neprekidne funkcije f, tj.
ako je

Lf1=F,

onda je inverzna Laplaceova transformacija funkcije F, koja se oznacava sa L~ [F],
funkcija f, tj.
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Napomenimo da je funkcija f, koja odgovara funkciji F, jedinstveno odredena
(kad postoji). O postojanju Laplaceove transformacije govori nam Teorem 4.1.2,
ali prije toga uvedimo sljedece definicije:

Definicija 4.1.3. Za funkciju f kaZemo da je po dijelovima neprekidna na in-
tervalu I, ako se I moZe podijeliti na konacno mnogo intervala pri cemu je u
svakom od tih intervala funkcija f neprekidna i ima konacne lijeve i desne limese
na krajevima tih intervala.

Definicija 4.1.4. Za funkciju f kaZemo da je eksponecijalnog reda o kad x — oo
ako postoje brojevi M > 0, «, i xg > 0 takvi da je

|[f(z)] < Me*® akoje x> xp.

1li, ekvivalentno, funkcija f je eksponecijalnog reda o ako postoji o tako da je

lim (@)l L, gdje je L > 0.

xTr—r 00

eOt(E =

Sljede¢i Teorem daje dovoljne uvjete za konvergenciju integrala u formuli
(4.1).

Teorem 4.1.2. Ako je f po dijelovima neprekidna funkcija na svakom konacnom
intervalu na [0,00), i ako f ima eksponencijalni rast reda « kad x — oo, tada in-
tegral (4.1) konvergira za s > a. Pored toga, ako su f i g po dijelovima neprekidne
funkcije koje imaju Laplaceovu transformaciji i ako vrijedi L[ f (x)] = L]g(z)], tada
je [ =g u svim tackama u kojima su ove funkcije neprekidne. Dakle, ako F(s)
ima neprekidnu inverznu Laplaceovu transformaciju f, tada je f jedinstvena.

Dokaz. Kako je funkcija f eksponencijalnog reda «, slijedi da postoje konstante
M; > 01 zg takve da je

[f()] < Mie™, x> .

Kako je funkcija f po dijelovima neprekidna na [0, 2¢], pa samim tim i ogranic¢ena,
to postoji konstanta Ms > 0 takva da je

[fW)] < My, 0<z<xg.

Posto e** ima pozitivan minimum na [0, 2o, moZe se naéi konstanta M dovoljno
velika da vrijedi

F@)] < Meo®, >0
Dakle,

§/ e*”|f(x)|dx</ e T Me*dx.
0 0

/OOO e %" f(x)dx
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4.1. Osobine Laplaceove transformacije

Odnosno, dobivamo da je

/OOo e T f(x)dx

o0 ™
<M/ e % dy = M lim e*(@=9) gy
0

r—oo Jq
z(a—s)
ﬂﬂm(e )
r—00 oa— S 0

r(a—s)
:M(—l-ume )

a— S r—-0 o — S

T

Iz ovog slijedi da Laplaceov integral konvergira za s > a. Prema tome je

/OO e T f(x)dx| <
0

Dokaz drugog dijela teorema slijedi na osnovu osobina Riemmanovog integrala.
O

s—a

Sljedeéi teoremi govore o nekim osobinama Laplaceove transformacije.

Teorem 4.1.3. Ako Laplaceova transformacija funkcije fi(x) postoji za s >
s1 i Laplacova transformacija funkcije fa(x) postoji za s > sa, onda za s >
max{sy, s2} vrijedi

Llafi +bfa] = allfr1] + bL[f2], (4.2)

gdje su a i b konstante, tj. Laplaceova transformacija je linearni operator.

Dokaz. Na osnovu prepostavke teorema i definicije Laplaceove transformacije
imamo,

allfi] = a/ooo e f(x)dx, s> s,

bL[fo] b/oOC e T f(x)dx, s> so.

Oba ova integrala postoje za s koji je veéi od s1 i od sg. Dakle, za s > max{sy, s2}
imamo

aLl[f1] + bL[fo]

/00 e Taf(x)dr + /OO e *Tbf (x)dx
0 0

/OOO e *(afi +bf2)dr = Llaf1 + bfa].

Teorem 4.1.4 (Osobina translacije). Ako je
F(s) = L[f(z)], tadaje F(s+k)=Le " f(t).
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4.1. Osobine Laplaceove transformacije

Dokaz.

F(s+k) = /OOO e*(erk)acf(x)dw _ /OOO efstefkwf(x)dx

-/ et (e f @) da = Ll f(a).

Teorem 4.1.5. Inverzna Laplaceova transformacija je linearni operator, tj.

L7 aF) +bFy]) = alL ' [Fy] + 0L [F). (4.3)

Dokaz. Neka je Fy = L[f1], Fz = L[f2], gdje su f1 i fo neprekidne funkcije.
Po definiciji inverzne Laplaceove transformacije je L[] = f1, L7YF] =
f2. Buduéi da je Llafi + bfs] = aL[f1] + bL[f2], Sto se moze napisati u obliku
Llafi + bfs] = aFy + bF,y. Odavde imamo £ [aFy + bFy] = af; + bfs. Dakle,
E‘l[aFl + bFQ] = aﬁ_l[Fl] + bﬁ_l[Fg}. O

Primjer 4.1.3. Lzracunati (a) L[z?]. (b) L|coshkx].

RjeSenje.
(a)

L[z?]

o] x2e—sx 2 e o]
/ 22e7dr = lim [ ] + f/ ze **dt
0 T—00 —S s Jo

2 —sx 2 —sx 2 o
lim {x ¢ } + — lim [xe ] + —/ e *Tdx.
0

T—00 —8 S T—00 S

Ako je s > 0, tada oba limesa gore teze nuli pa je

2
E[IQ] = 573’ s> 0.
(b)
1 1 1 1
h = Ll= kx Zeo—kz| _ kx - —kx
L[cosh k] [26 + 5¢ ] 2[:[6 ]—|—2£[e ]

L[cosh kx|

Primjer 4.1.4. Odrediti L]e™"z?].

283



4.1. Osobine Laplaceove transformacije

2
Rjesenje. Kako je L[z°] = =, na osnovu Teorema 4.1.4 je Lle™™z?] =
s
2
CEaE ¢

Konvolucija funkcija igra vaznu ulogu u brojnim primjenama u razli¢itim
naucnim disciplinama. Njena vaznost se posebno ogleda u izracunavanju inverzne
Laplaceove transformacije, budu¢i da ona predstavlja inverznu Laplaceovu trans-
formaciju proizvoda dvaju orginala.

Definicija 4.1.5. Neka su date dvije funkcije f(x) i g(x). Konvolucija funkcija
f(z) i g(x) u oznaci f(x) * g(x) definira se sa

f@) (o) = (29)(a) = [ f(Og(a O, w>0.
0
Za konvoluciju vrijede sljedece osobine:

Loc(fxg)=cfxg=fxcg

2. zakon komutativnosti
fxg=gx*/f,

3. zakon asocijativnosti

[r(gxh)=(fxg)*h,

4. zakon distributivnosti
fx(g+h)=f*xg+ fxh

Dokazimo zakon asocijativnosti:

f(@) «[g(x) « h(z)] = /Om F@)(g *h)(x —t)dt

:/0 £(t) </OH )iz —t - v)dv> dt=o=1u—1]
_ /Ox £(t) </Owg(u — Oh(z — u)dv> dt =
- /Om (/Ou F(t)g(u t)dt) Wz — u)du —

= [ () < g(phio — e =
=[f(x) * g(x)] * h(x),
gdje smo izvrsili izmjenu poretka integracije, pri kojoj (za fiksno t) oblast inte-

gracije: 0 <t <z 1 ¢ < u < z prelazi (za fiksno u) u oblast integracije:
0<u<zx i 0<t<u.
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4.1. Osobine Laplaceove transformacije

Teorem 4.1.6 (Teorem o konvoluciji). Ako su f i g po dijelovima neprekidne
funkcije na [0,00) i eksponencijalnog reda «, tada je

c [ [ fgte - t)dt] — £[f *g] = LI1Llg] (4.4)

Dokaz. Prema definiciji Laplaceove transformacije, imamo

Llf %) = Uf x—tdt}
:/0 o5 (/0 f(:c—t)g(t)dt) dz.

Ovo je dvostruki integral ¢ija je oblast integracije : D: 0 <z < oo, 0<t<zxi
gdje integral konvergira apsolutno. Zbog toga se na osnovu Fubinijevog teorema
moze zamijeniti poredak integracije, pri ¢emujetada D : 0 <t < oo, t <z < o0,
pa je

E[f*g]:/o g(t)/t e flx—tder=|lu=z—t=>z=u+1

_ /0 T estg(t)dt / e f(u)du = LlglElf)

O

Posljedica 4.1.1. Ako su f i g po dijelovima neprekidne funkcije na [0,00) i
eksponencijalnog reda o, tada je

LG (s)F(s)) = / " F(t)g(e — vyt

gdje je L{f) = F i L[g) = G.

Primjer 4.1.5. Lzracunati L7[H(s)] ako je H(s) = m.
Rjesenje.
LTV=L7Y || =
{(52 + a?)?
=£"1! [E[cosax} L {smax” =
a
—cosaz * 9% :/ cosat - wdt =
a 0 a

1 T
=— / cos at - (sinax cos at — cos ax sin at)dt
a Jo

1 ¥ 1 v

=—sin aaz/ (1 + cos2at)dt — — cos ax/ sin 2atdt =
2a 0 2a 0

_zsinazx

2a
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4.1. Osobine Laplaceove transformacije

Za odredivanje Llcosaz] i L [%} koristili smo Tabelu 4.1 imamo ¢
Primjer 4.1.6. Izracunati £ [fg f(T)dT} .

Rjesenje. Da bismo nagli £ [fg f(T)dTi| , koristit ¢emo definiciju. (Alterna-

tivno mozemo primijeniti Teorem 4.1.6 za g(t) = 1.):

c M f(T)dT} _ /OOO UOOO f(T)dT} st

t —st oo
— lim (fo f(T)dT>e +é /0 f(t)e*tdt.

t—o0 —S

Ako f ima eksponencijalni rast reda «, integral funkcije f takoder ima eksponen-
cijalni rast reda «, pa je gornji limes nula. Prema tome

c [/Otf(f)df} = éF(s).

¢
Primjer 4.1.7. Pokazati da je
ko — Ky
E eklt _ ek}zt — ,
[ ] (8—k1)(3—k2)
koristeéi tablicu Laplaceovih transformacija.
Rjesenje. Na osnovu formule (zv) iz Tablice 4.1, imamo
LMt — k2t = LMt — £[ek2!).
Dalje, primjenom formule (iv) dobivamo
E[ekltfekﬂ] _ 1 B 1 _ 87k27(57k1) _ klka )
S—kl S—k‘g (S—k‘l)(S—k'g) (S—k‘l)(S—k‘g)
¢
Primjer 4.1.8. Pokazati da je L[tsinkt] = _Zhs
j .1.8. j = e
Rjesenje. Na osnovu formule (vi) je
L[sin kt] = L (4.5)
s+ k2 '
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4.1. Osobine Laplaceove transformacije

Primjenom formule (2viii) za n = 1 na jednadzbu (4.5) dobivamo:

ds \ s2 + k2
Dakle,
k(2s) .
~ TR = —L[tsinkt]
2ks .
= GRS L[t sin kt].
o | BsP+s+4
Primjer 4.1.9. Odrediti £L~! {(54—4)(524—4)} .

4 (’“) — L[ —tsinkt] = —L[tsinkt].

Rjesenje. Razbijanjem funkcije na parcijalne razlomke dobivamo

552 + 5+ 4 4 +s—3
(s+4)(s2+4) s+4 s2+4
Dakle,
-1 5s2 +s+4 _ ot 4 +s—3
(s+4)(s2+4)| s+4  s2+4

+4

1 S
— 4 —1 —1
£ [5—1—4} +£ |:82+

3
= 4e*® 4 cos2x — 3 sin 2.

Sljeded¢i teorem navodimo bez dokaza.

4

2|

Teorem 4.1.7. Ako je f(t) periodicna funkcija perioda 7, tada je

i) = — / "ty

T 1 — 8T

U Tabeli 4.1. su date Laplaceove transformacije nekih funkcija.

287

2
s2+4

] e {8214}

|



4.1. Osobine Laplaceove transformacije

f(t) = L7HF(s)}

S%,s>0

SZ%,S>O

Sik,s>k
s>k

n!
(s—k)"fl’
_k__ > 0
82+k2a S
ﬁ, S > O

Rz s>k

—k
(S—Z)z-'er’ s>k
s 8>k

k
v 8>k

k1—ko
(s—k1)(s—k2)’

%’5>0

s > kl,kg

%, 5>0
a1 F(s) + c2G(s)
F(s+k)
F(ks)
F)(s)
SE(s)
= (s)
s"F(s) —s"71£(0)
R (0) - - [0 0)
el omst p (1) dt
0

J

ce”tos®

S

e st F(s)
e*Sto

1
t
t", n=1,2,3,...
okt
eFn, n=1,2,3...
sin kt
cos kt
eFt sin mt
ekt cosmt
cosh kt
sinh kt
kit _ kst
tsin kt
tcos kt

(=)™ f(t)
I3 ft)dt

f(t) je T perioditna

0 if t<ty

he(t = to) = c ako t >ty

f(t —to)hi(t —to)
5(t — to)
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4.2. Zadaci za samostalan rad

4.2 Zadaci za samostalan rad

1. Koristeéi definiciju pokazati da je:

1

a) L[t] = -,

) 3!
b) £ = 5
5
§2 42’
_°c
52 42’

1
e) Llekt] = 8> k,
s —

f) £l | ———
) £ _82+16:|7

¢) Lcosct] =

d) Llsinct] =

1
-1
g) L _8_5],

[ 5
h) L7 | ——|.
) £ 82—25:|

2. Na¢i Laplaceovu transformaciju sljede¢ih funkcija:
a) 5— 8t2,

3
1 cos
b) 3 COS gt,

¢) e®/2) cosh zt,

d) e cos2t — e’ sinh 5t,

e) t?sin4t,

f) f(f cosh T cos(t — 7)dT,

g) —t fo ) rdr

h) ftQ/ T1/2e3/27 cos 73/2 7.

3. Nadi inverznu Laplaceovu transformaciju funkcija:
2
a) 21k
552 + 65 + 4
(s +4)(s> +4)
25 =5
s(s2 —6s+34)’

b)
c)
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4.3.

Primjena Laplaceove transformacije na rjesavanje linearnih

diferencijalnih jednadzbi i sistema

10.

11.

12.

a) 52 + 35+ 36
s(s2 +13s+36)°
52+ 25+ 53
(s +2)(s2 +49)°
s2—s+1
s$3(s+1)7

) 25 —3
& (s+1)2+16°
h)

0
f

5s+ 7
(s+3)2-16"

Pokazati da je f(fg(t —7)f(r)dr = fot f(t—7)g(r)dr.

Ako je F(s) = L[f(t)], dokazati da je F(ks) = %C {f (;)] ,gdjeje k>0

konstanta.

Ako je F(s) = L[f(¢)], dokazati da je diF(s) = L[—tf(t)]. (Uputa: staviti
s
t = ku.)
Ako je n prirodan broj, dokazati da je ;i—nF(s) = L[(=t)" f(t)].
52— k?

Dokazati da je L[t cos kt] = [CEVSE

Dokazati da je £ { I f(u)dudf} = F(s).
m
(BT

s—k
(s — k)2 +m2’

Dokazati da je L[e* sinmt] =

Dokazati da je L[e** cosmt] =

Koristeéi 4.1.7 izra¢unati L[sint], L[cost], L[sin kt] i L[cos kt].

4.3 Primjena Laplaceove transformacije na rjesa-

vanje linearnih diferencijalnih jednadzbi i sis-
tema sa konstantnim koeficijentima

Prvo éemo pokazati kako se primjenjuje Laplaceova transformacija za rjesavanje
linearnih diferencijalnih jednadzbi sa konstantnim koeficijentima, tj. jednadzbi
oblika

p1y™ +pay" T - po 1y + pay = f(2), (4.6)
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4.3. Primjena Laplaceove transformacije na rjesavanje linearnih
diferencijalnih jednadzbi i sistema

gdje su py1,po, ..., p, konstante i p; # 0.
Prednost ovog metoda je u tome Sto odmah daje i partikularno rjesenje koje

zadovoljava date pocetne uvjete. Jednadzbu (4.6) pomnozimo sa e~ *% i integri-
ramo u granicama od 0 do co. Imamo
oo oo
/ e p1y™ + poy™ Y - £y paylde = / e~ f(x)dx, s > so,
0 0
(4.7)

sto je ekvivalentno sa
o0 o] o0
pl/ €_Szy(n)d$ +p2/ e—sry(n—l)dx NI +pn—1/ e—szy/dx
0 0 0

+pn/ e_s”dx:/ e~ f(x)dx, s> s9. (4.8)
0 0

Primijetimo da je svaki integral u izrazu (4.7) Laplaceova transformacija odgo-
varajuée funkcije. Dakle, jednadzba (4.7) se moZe napisati u obliku

pLLly "N+ p2Lly" D)+ 4 a1 LIy 4 pally] = LIf ()], 5> 50, (4.9)
Sada treba izraéunati £[y™]. Imamo

Lly™] = /Ooo e *Ty(x)dz.

Ako je n =0, dobivamo

Ako je n =1, dobivamo

o0
Ly'] :/ e *y'dx, s> sg.
0

Parcijalnom integracijom, dobivamo

h—o00

Lly'] = lim [eiShy(h) —y(0)] + 5/ e *Tydxr, s> sg.
0

Sada zahtijevamo dodatni uvjet, a to je da rjesenje y(z) bude takvo da je

lim e_”y(k)(x)zo, k=0,1,2,...,n—1, s> s¢.

Tr—r00

Imamo
Lly'l = —y(0) + sL[y]. (4.10)

Ako je n = 2, onda dobivamo
Lly"] :/ e *y"dx, s> so.
0
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4.3. Primjena Laplaceove transformacije na rjesavanje linearnih
diferencijalnih jednadzbi i sistema

Ovaj integral mozemo izrac¢unati tako sto dva puta primijenimo parcijalnu inte-
graciju, imamo

Lly") = —y'(0) + s(=y(0) + sL[y]) = s*L[y] — [y/(0) + sy(0)].
Sli¢no postupimo za ostale izvode. Opéenito, dobivamo
Lly™] = s"Lly] = [y D (0) + sy (0) -+ + 5" (0) + 5™ y(0)].

Sada sve uvrstimo u polaznu diferencijalnu jednadzbu (4.6) i grupiSemo ¢lanove
uz L[y), y(0),...,y"(0) :

[p15™ 4+ p2s™ ' 4+ pu_15 + palL[Y]

~[p18™ ™t + p2s" % + -+ pr_28pn_1]y(0)

—[p18" 7% + p2s" TP + -+ pu_ss + Pr—2]y(0)
......... (4.11)

—[p1s + p2ly™2(0)

—p1y™ D (0) = L[ (x)).

Pogledajmo izraze (4.11). L[y] je Laplaceova transformacija rjesenja y(z) koje jo$
ne znamo, jer 4(0),%/(0), ...,y 1 (0) su konstante date preko pocetnih uvjeta;
L[f(z)] je Laplaceova transformacija funkcije f(x).

Kao sto postoje tabli¢ni integrali, tako postoji i tabela za Laplaceovu transfor-
maciju L[f(z)]. Kao $to znamo L[f(x)] je funkcija od s. Sada ponovo pogledajmo
izraze (4.11). Ako iz (4.11) izrazimo L[y], desna strana dobivene jednadzbe biée
funkcija od s. Oznadimo tu funkciju sa G(s). Sada se problem nalaZenja par-
tikularnog rjeSenja y(x) svodi na problem nalaZenja neprekidne funkcije y ¢ija
je Laplaceova transformacija upravo G(s), tj. Lly] = G(s); y = L7YG(s)].
Kratko receno, metod Laplaceove transformacije mijenja polaznu diferencijalnu
jednadzbu u algebarsku jednadzbu koja ukljucuje funkciju od s.

Primjedba 4.3.1. Ako su pocetni uvjeti dati u obliku x = xy # 0, uvijek je
moguce translatirati ose stavljajuéi x = T + g, tako da je T = 0 za © = xp.
Data diferencijalna jednadzba moze se rijesiti po T, a onda se izvrsi zamjena x
sa x — xg.

Primjer 4.3.1. Koristeéi metod Laplaceove transformacije rijesiti Cauchyev prob-
lem

Yy +2y=0, y(0)=2.
Rjesenje.
Lly'] +2L[y] = L[0].
sLly] — y(0) + 2L[y] = L[0].

Odavde izra¢unamo L[y], (primijetimo da je £[0] = 0) pa koristeéi uvjet y(0) = 2,
dobivamo
2x

2
Lly] = =y =2
[y] 3 Y=2
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4.3. Primjena Laplaceove transformacije na rjesavanje linearnih
diferencijalnih jednadzbi i sistema

¢

Primjer 4.3.2. Koriste¢i metod Laplaceove transformacije, rijesiti sljedeé¢i Cauchyev
problem
y'+2y +y=1,

y(0) =2, y'(0) =-2.

RjeSenje. Imamo,
LIy" + 2Ly ]+ L[y] = L[1].

Odavde je
s?Lly] —y'(0) — sy(0) — 2y(0) + 2sLy] + L[y] = L[1].
Kako je
S | a1
L =30 £l = g5 Llee™] = (s +1)2
imamo,
o _ gt L 1
L[1+e™® —ze ]_s+1+s TEVER

T —gxe ”. ¢

Primjer 4.3.3. Koriste¢i metod Laplaceove transformacije, rijesiti sljedeéi Cauchyev
problem

Rjesenje polazne jednadzbe je y =1+ e~

y' =3y +2y = 0, (4.12)

y(0) =1,4/(0) = 0. (4.13)

Rjesenje. Uzimajuéi Laplaceovu transformaciju jednadzbe (4.12), imamo da
je

Lly" =3y +2y] = L[0]
= Ly"] =3L[yT+2L[y] = 0
= 5°Y (s) — sy(0) — /' (0) — 3(sY (s) —y(0)) +2Y(s) = 0O,

pri ¢emu je Y (s) = L[y(¢)]. Uvrstavajuéi poCetne vrijednosti (4.13), dobivamo da
je

s2Y(s) —s(1) =0 —3(sY(s) —1) +2Y9s) = 0
s*Y(s) —s—3sY(s) +3+2Y(s) = 0
(s =35 +2)Y(s) = s—3
= Y(s) = 52 i;53+ 2



4.3. Primjena Laplaceove transformacije na rjesavanje linearnih
diferencijalnih jednadzbi i sistema

Razbijanjem date funkcije na parcijalne razlomke dobivamo

5s—3 n s—3 A n B
$2-35+2 (s—2)(s—1) s—-2 s—1
gdje je,
s—3 s—3
= 1 = :2.
s—1ls=2 s —2ls=1
Dakle,
s—3 -1 2
Lr— = £t
[@2)(51)} L?*sl]
1 1
= L' |—|+2L-1
el ]
= —e%" 4 2%,
Rjesenje pocetnog problema je y(x) = 2e® — 22, ¢

Primjer 4.3.4. Koriste¢i metod Laplaceove transformacije, rijesiti sljedeéi Cauchyev
problem

y”75y/+6y —_ te2t+e3t

y(0) =0, ¥'(0) L.

RjeSenje.
Lly" — 5y + 6y] = L[te*" + &3] =
= L[y"] — 5L[Y'] + 6L[y] = L[te*'] + L[*] =

Y () =Y (5) ~ /0) = S (5) — y0)] 4 6Y(9) = s + L =
(s> =bs+6)Y(s) — 1= ﬁ-l-%é
1 1 1
V) = T 57 -2 T T 6)(5—3) | 5540
1 1 1
= + 5+ =

(s—2)3(s—3) (s—2)(s—3) (s—2)(s—3)

-1 1 1
o) =C | a6 96T

e R e R (e e

Sada je,

e ] I [
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4.3. Primjena Laplaceove transformacije na rjesavanje linearnih
diferencijalnih jednadzbi i sistema

Razbijanjem na parcijalne razlomke dobivamo:

1 4 B c D
5—2P(s-3) (5-27 (-2 Ts—2"5_3

1 E F G

G-2(-3? s-2 s5-3 -3

odakle se dobiva

s —3ls=2 (s —2)2

s=2 ’ 5—2

C+D=0 = (C=-D=-1

_14+12048D+34

—34+6B—-12C—-8D=1 = B ; ,

E+F=0 = F=-E=-1.

Na osnovu ovoga je,

W) = =g+ [ e [ e [

-1 1
E*l E*l 3t 2t
S = A (=R
—e2ty2
_ o 4 (_1)e2xx + (_l)eQx +€3:c =+ eQx _ €3£C =+ e3xx_’_63w _ 62;8

2

= e (2 —x— 1> + 37 (x +1).

¢

Primjer 4.3.5. Koristeéi metod Laplaceove transformacije, rijesiti sljedeé¢i Cauchyev
problem

Ty = —3x1 + 4z, (4.14)
xh = —2w1 + 372 (4.15)
.’171(0) = —1, 372(0) =3 (416)
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4.3. Primjena Laplaceove transformacije na rjesavanje linearnih
diferencijalnih jednadzbi i sistema

Rjesenje. Uzimajuéi Laplaceovu transformaciju jednadzbe (4.14), dobivamo
sX1(s) —x1(0) = —3X1(s) + 4X>5(s). (4.17)
Uzimajuéi Laplaceovu transformaciju jednadzbe (4.15), dobivamo
$Xa(s) —x2(0) = —2X4(s) + 3X3a(s). (4.18)

Koristeéi pocetne vrijednosti (4.16), jednadzbe (4.17) i (4.18) moZemo napisati u
obliku

(s+3)X1(s) —4Xa(s) = -1 (4.19)
2X1(s)+ (s —3)Xa(s) = 3.
Sistem (4.19) je linarni sistem po X;(s), X2(s). Njegova rjesenja su data sa
—s+15 S 15
Xals) = s2—1 __52714—5271
3s+11 S 11
Xols) = s2—1 _352—1—'_32—1’

Dakle, koriste¢i tablicu Laplaceove transformacije, imamo

x1(x) = —coshx+ 15sinhx
xzo(x) = 3coshz + 11sinhz,
tj.
z1(x) = Te¥ —8e™*
xa(x) = Te¥ —4de™".

¢

Primjer 4.3.6. Koristeéi metod Laplaceove transformacije, rijesiti sljedeéi Cauchyev
problem

' = br4+22 +2

y = —br—2y+1
2 43
=2 2(0) = -2, yO0)=--=
d0) =2 T0) = -2 (o) =2

Rjesenje. Uzimajuci Laplaceovu transforamciju obje strane jednadzbi sistema,
koriste¢i pocetne vrijednosti, dobivamo

s2X(s) — 25 + % = 5X(s)+2[sX(s) —2] +2Y(s)
sY (s) + 433 = —5X(s)—2Y(s)+ %
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4.4. Zadaci za samostalan rad

odnosno
(2 =25 —5)X(s) —2Y(s) = 2s— %
1 43
RjeSenja ovog sistema su
2 2 43 5
W=7 T Y=g o
pa je
43 5

4.4 Zadaci za samostalan rad

1. Koriste¢i metod Laplaceove transformacije, rijesiti sljede¢e Cauchyeve prob-
leme:

a) y' +4y =4cos2t, y(0)=0, y'(0) =6,
y" +10y" + 25y = 2¢7,  y(0) =0, y'(0) = -1,
y" + 6y’ — 6y =cost +57sint, y(0) =0, y'(0) =7,

)

)

)

)y =y +9y=27t, y(0)=0,y'(0) =0,
) y(

)

)

)

o o O

@

) =
y" + 2y — 15y = 16te=t — 15, 0) =0, 3/'(0) =
Yy + Ty + 10y = 3e=2 —6e7%,  y(0) =0, y'(0 )
g) v’ + 4y + 5y = 3%tsint, y(0)=—1, y'(0) =
h) y” + 7y + 13y = 13t + 17+ 40sint, y(0) = 30, y( ) =d.

—

2. Koristeé¢i metod Laplaceove transformacije, rijesiti sljedeée probleme pocetnih
vrijednosti:

a) ¥ =4y — o, ah=2x1+x2, 21(0)=1, x2(0)=3,
b) IE’l = 41’1 73624’3622 I’IQ = 2.’E1 +1‘2+2t, 1'1(0) = 727 mg(O) = 2,

c) ©f =3z — 1w, ah=-—x1+ 22— w3, x5=—23+ 323, x1(0)=

1, xQ(O) = O, 333(0) =—1.
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