Prof. dr. Mehmed Nurkanovié

Nelinearne diferentne jednadzbe koje se mogu transformirati u linearne

Navedimo opc¢enitu definiciju diferentne jednadzbe. Naime, diferentnom jednadzbom k-tog reda nazivamo relaciju

F(naxn7$71+1>"'7xn+k) :0’ (n:07172a)

Opéenito gledajuéi, mnoge nelinearne diferentne jednadzbe ne mogu se rijesiti eksplicitno. Medutim, nekoliko tipova
nelinearnih diferentnih jednadzbi mogu se rijesiti transformacijom u linearne diferentne jednadzbe. Razmotrimo neke

od tih tipova diferentnih jednadzbi.

e Tip I Riccatieva jednadzba

- _ ApTy + by
n+1l — Cnn +dn’
tako da je ¢, # 0, apd, — bycp # 0 za sve n > 0.
Da bismo rijesili ovu jednadzbu, stavimo
yn+1
cny +d, = ——.
n
d
Zamjenom x, = Yntt _ Onoy (1), dobijamo:
d
n {y”“ - ”] + by,
Ynt2 dn+1 _ CnYn Cn

Cn4+1Yn+1 Cn+41 yz%
Ova jednadzba se transformira u linearnu jednadzbu oblika
Yn+2 + p1(M)Yn+1 +p2(n)yn =0, yo =1,y1 = coZo + do,

gdje je
. C7Ldn+1 + anCnt1

p1(n) = - ,
n

p2(n) = (andn - bncn) cz+1 .

Primjer 1 Rijesiti diferentnu jednadzbu
2x, +4

Tp —1°

Tp+1 =

Rjesenje. Sadajea=2b=4,c=11id= —1, ad — bc # 0. Koriste¢i transformaciju

Typ — 1= yni,
Yn
dobijamo
Ynt2 = Ynt1 —6yn =0, yo =1, y1=z0-1
sa karakteristi¢nim korijenima A\; = —2, Ay = 3. Odatle je

Yn = C13" + 02(—2)n.



Iz formule (4) imamo opce rjesenje date jednadzbe

_Yntl g C13"t 4 Cy(—2)" 1!
Un C13" + 02(72)’”'

403" — Co(—2)"  4-3" —C(-2)"

O3+ Co(=2)r  3n+C(=2)n

+1

Tn

gdje je C' = g—’;‘ proizvoljna konstanta. Naravno, budué¢i da smo pri dobijanju opéeg rjesenja x, koristili dijeljenje
konstante C5 konstantom C', morali smo podrazumijevati da je C; # 0. Preostaje jos da zaklju¢imo da se u slucaju
kada je C7 = 0 dobija jo$ jedno (tzv. singularno) rjesenje date nam jednadzbe, a to je niz z, = —1 (n =0,1,2,...), to
jest konstantan niz. &

Primjedba 2 Kao specijalan slutaj Riccatieve jednadzbe (1) javlja se jednadzba

Tn+1Tn +pnmn+1 + qnxy, = 0.

Zaista, odavde je

Primjer 3 (Pielouova logisticka jednadzba) Najpopularniji kontinuirani model rasta stanovnistva je dobro poznata
Verhulst-Pearlova jednadzba data sa:

2'(t) = x(t)[a — bx(t)], a,b>0 (6)
gdje je x(t) velicina populacije u vremenu t; a je stopa prirasta populacije ako su izvori bili neograniceni i pojedinci
nisu uticali jedan na drugog, dok —bx?*(t) predstavlja negativni utjecaj na rast zbog preopteretenosti ogranicenih izvora.

Rjesenje diferencijalne jednadzbe (6) je dato sa

a/b

) = T et

Sada je

B a/b B e®(a/b)
o(t+1) = 1+ (e=a(+D /eb) 14 (e=9) /cb) + (ea — 1)

Dijeljenjem sa [1 + (e~ /cb)], dobijamo

a
w4+ 1) = be x(t) 7
L+ 2(er = 1)(t)
ili o
Tp41 = ﬁv (7)

gdiejea=e"i8=2(e"—1).
Na taj nac¢in dobili smo diferentnu jednadzbu poznatu kao Beverton-Holtova ili Pielouova logisticka jednadzba.

1
Jednadzba (7) je tipa Riccatieve jednadzbe i moze se rijesiti stavljajuéi da je x, = —. Ovo nam daje jednadzbu:
n

B

Yntl = —Yn + —,
« (0%

Cije je rjesenje

g = o= SHlaT + (), akojea# 1;
c+ fBn, ako je a = 1.
Prema tome,
o { a"(a—1)/[Ba" +cla—1) = fl, akojea #1;

ﬁ, ako je aa = 1.



Odavde slijedi

lim z(n) =

(e —1)/B, akojea>1;
0, ako je a < 1.

Ovaj zakljucak nam pokazuje da je tacka ekvilibriuma a globalni atraktor ako je « > 1. &

Tip II Homogena diferentna jednadzba tipa:

s . Tn41 . . . . . . . . e e
Koristeti transformaciju y,, = "t ova jednadzba prelazi u linearnu diferentnu jednadzbu koja se moze rijesiti.
Ty

Primjer 4 Rijesiti jednadzbu
:ch_H + 2212, — 322 = 0.

Rjegenje. Dijeljenjem sa x2, data jednadzba postaje

2
(;an) polntl 3 (8)

Tn Tn

Uvodeéi smjenu: gy, = 2= u (8), dobijamo:
yi + 2y, —3 =0,

(Un +3) (yn —1) =0,

a odavde je y, = —3 ili y, = 1, §to implicira
Tpt1 = =3z, ili zpp1 = 2y,
Dakle, z, = (=3)" zg iliz, =29 (n=1,2,3,...). &
Tip III Diferentna jednadzba oblika
(Tntk) ™ (Tngk—1)" - (Tn)™ = by 9)
Uzmemo li da je y,, = Inx,, nakon sredivanja dobijamo linearnu jednadzbu

T Yntk + T2Untk—1+ ..+ Thp1yn = Inby. (10)

Primjer 5 Rijesiti diferentnu jednadzbu
3
x
Tz = —FL (11)
m’ﬂ

Rjesenje. Nakon logaritmiranja jednadzbe (11), uvedimo smjenu y,, = Inz,, Tada dobijamo:
Ynt2 = 3Yn+1 + 2yn = 0.
Karakteristi¢ni korijeni su A} =1, Ay = 2, pa je:
Yn = C1 + Co - 27,

Prema tome,
on
Tp=c1e?°, ¢>0. &



e Tip IV Clairautova jednadzba
Ty, = nlAz, + f(Azy,), (12)

gdje je f neka nelinearna funkcija.
Uvodenjem smjene y,, = Az, u (12), dobija se

Tp = nYp + f (yn) ) (13>

a djelovanjem diferentnog operatora na obje strane jednadzbe (13),

Azp =yn =+ 1) Y1 —n + f (Ynt1) = F (yn) - (14)
Koristec¢i ¢injenicu da je
(4D ynsr = (n+1) Ayn + (n+ 1) yn,
Yn+1 = BYn + Yn,
iz (14) imamo
(n+1) Ayn + f (yn + Byn) = f (yn) = 0.

Odavde slijedi
Ay, =0, (15)
ili
Ayn,

n+1+ = 0. (16)

Prva moguénost (15) daje
yn = ¢ (c je konstanta),
pa iz (13) slijedi jedno moguée rjesenje jednadzbe (12):
xn =nc+ f(c).

Druga moguénost, jednakost (16), dovest ¢e nas do drugog rjesenja jednadzbe (12).

Primjer 6 Rijesiti jednadzbu
Ty, = nAx, + (Aa:n)Q .
Rjesenje. Data jednadzba je ocito Clairautovog tipa, gdje je f (Azy,) = (Azy)?. Uvodenjem smjene y,, = Az, , dobija
se
2
Tp = NYn + (yn) )
odakle, djelovanjem operatora A, imamo
(n+ 1) Ayp + 2y Ay, + (Ayn)2 =0.
Odavde slijedi da je ili
Ay, =0 i z, =nc+c?,
ili je
Ayn+2yn+n+1:yn+1 +yp+n+1=0.
Rjesenje posljednje jednadzbe je

a to daje drugo rjesenje date jednadzbe



e Tip V Razni tipovi.

Ovdje ¢emo navesti nekoliko primjera nekih drugih nelinearnih jednadzbi koje se mogu transformirati u linearne.

Primjer 7 Rijesiti jednadzbu
Tn42Tn+1Tn = A2 (In+2 + Tn+1 + xn) 3

gdje je A data konstanta.
Rjesenje. Koristit ¢emo sljedetu ¢injenicu iz trigonometrije

tanatanbtanc = tana + tanb + tanc

tana + tanb + tanc — tana tanbtanc
=t b = =0
an(a+b+c) 1 —tanatanb (14 tanc)

To nam sugerira da u datoj jednadzbi uvedemo smjenu
x, = Atany,,
nakon ¢ega se dobije
tan (Yyn+2 + Ynt1 +yn) =0,
odnosno,
Yn+2 + Ynt1 +yn =nm, (n€Z).
Dobili smo linearnu diferentnu jednadzbu drugog reda s konstantnim koeficijentima, koju znamo rijesiti. Njeno rjesenje
je

2 2 -1
" :Clcosngsmg+w
Konagno je
2 2 -1
T, = Atan C’lcos%—i—Cgsin%—i—w &

Primjer 8 Rijesiti jednadzbu
Tpp1 =222 -1, (n=0,1,2,...).

Rjesenje. Data se jednadzba moze napisati u obliku

2 _ 1+$n+1

o= I (1)
§to nas podsjeta na poznatu relaciju
9 14 cos2a
cos“a = ——.
2
Zbog toga uvedimo smjenu x,, = cosy,. Iz (17) dobijamo
1
cos? y, = 1 COSYnt1 ,
2
odnosno,
COS Yn+1 = COS 2Yn,
odakle je

Ynt1 = 2yn +2kn (kK€ Z).

Rjesavanjem ove linearne jednadzbe prvog reda i vracanjem smjene varijabli, kona¢no se dobije rjesenje polazne jed-
nadzbe
xn, =cos(c-2"), (n=0,1,2,...)

gdje je ¢ proizvoljna konstanta. &



Primjer 9 a) Rijesiti nelinearnu diferentnu jednadzbu

1 1
Tn+1 = 5 (mn + > 5 (TL = 07 13 2, .. '), (18)

T,
uz pocetne uvjete rog = a.
b) Odrediti lim x,,.
n—oo
Rjesenje: a) Jednadzbu (18) mozemo napisati u obliku

2 +1

T (14)

Tn41 =

Smjenom
thn + 1

Ty = COthtn (COth tn = m

)

jednadzbu (14) svodimo na

2
2tn 4
(gm) +1

eztn+1
2 e2tn —1

(1) ¢ (¢ 1)
2 (e?tn —1) (et 4+ 1)

cotht,11 =

e4tn + 1
= edtn — 1
= coth(2t,).
Posljednja jednadzba ekvivalentna je sa
t7z+1 = 2tna
odakle je
tn, =1o- 271’

gdje je to = %ln Z—ﬂ Vratimo li smjenu, dobijamo da je rjeSenje promatrane jednadzbe (18) oblika

xn = coth(to-2"), (n=0,1,2,...).
b) Na osnovu rjesenja pod a) postaje ocito da je

on+1
et() 2 _|_ 1

. _ . . on — 3 _— —
nh_{go Ty = nh_{go coth(tg - 2") nh_{rgo eto27 1 _ | L. *

Zadaci za vjezbu:
3.2.34, 3.2.40
i

3.3.39-3.3.47



