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Sistemi linearnih diferentnih jednadzbi - II

Neautonomni (vremenski varijantni) sistemi

Sistem oblika
Xnt1 = A(n) X, (1)
gdje je A(n) = (ai;(n)) k x k nesingularna matri¢na funkcija, nazivamo homogenim linearnim sistemom diferentnih
jednadzbi koji je neautonoman ili vremenski varijantan.
Odgovarajuéi nehomogeni sistem je dat sa
Xn+1=A(n) X, + By, (2)
gdje je B, € R*.

Ako za neko ng > 0 specificiramo da je X,,, = a = (a1, as, ...,ak)T7 tada se sistem (1) zove problemom pocetnih
vrijednosti (skr. PPV). Mi ¢emo uglavnom koristiti da je ng = 0.

Teorem 1 Za svako X,, € R* ing € ZT postoji jedinstveno rjesenje X,, sistema diferentnih jednadzbi (1) oblika

n—1
Xn=|]] AG)| Xny, n=0,1,.....
i:ng
Definicija 2 Za rjesenja Xp1,Xn2,. .., Xnk sistema (1) se kaZe da su linearno nezavisna zan > ng > 0 ako

Ci1Xn1 +C2Xpno+... +Cp Xy =0,
za sve n = ng, povlaci da je C; =0, 1 < i < k.
Teorem 3 Postoji k linearno nezavisnih rjesenja sistema (1) za n = ng.

Lema 4 (Princip linearnosti) Neka su X,, 1 i X, o 1mjeSenja sistema (1), i neka je ¢ konstanta. Tada vrijedi:
i) Xn1+Xn2 je rjesenje sistema (1),
it) cX, 1 je rjesenge sistema (1).

Posljedica 1 Skup S svih rjeSenja sistema (1) je vektorski prostor dimenzije k.

Iz prethodnog slijedi da se bilo koje rjesenje X,, sistema (1), odnosno proizvoljni elemenat vektorskog prostora S, moze
napisati kao linearna kombinacija vektora baze tog prostora. Dakle, bilo koju linearnu kombinaciju baze prostora S
zvatemo opéim rjesenjem sistema (1).

Definicija 5 Pretpostavimo da je {X,,; | 1 < i < k} linearno nezavisan skup rjeSenja sistema (1). Opée rjesenje
sistema (1) definira se sa

k
Xn =) CiXni, (3)
i=1
gdje su C; €R i CF + ...+ CE #0.
Teorem 6 (Formula varijacije konstanti) Jedinstveno rjesenje problema pocetnih vrijednosti
Xnt1=AM)X, + By, Xp, =« (4)

dato je sa

- (i o) (i a)

i=ng r=ng \i=r+1



Posljedica 2 Za autonomne sisteme, kada je A konstantna matrica, rjeSenje problema (4) je dato sa

n—1
Xn :An—noa+ Z A"_r_lBr. (5)

T=ng

Primjer 7 Rijesiti sistem X, 11 = AX,, + By, gdje je

e[ 2] el e[ 2]

Rjesenje. Moze se pokazati da je
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Iz toga slijedi, prema formuli (5),
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Sada ¢emo pokazati kako se skalarna diferentna jednadzba k-tog reda moze transformirati u k-dimenzionalni sistem
diferentnih jednadzbi prvog reda. Naime, u skalarnoj diferentnoj jednadzbi k-tog reda

Ttk +P1(N)Tpgk—1 + ... + pr(n)z, = by (6)
uvedimo smjene
y’sll) = x’ﬂ)

1
yy(?) = Tn+1 = %(H)-lv

2
yv(zg) = Tnt2 = ng).ly

k—1
Z%(Lk) = Tn4k-1 = y1(1+1 ),



Odavde slijedi

(1) (2)

yn+1 =Yn
yv(izl = yr(L3)ﬂ
k—
y£7,+11) = y'ﬁlk)v
i = —pem)yY = proa(myP — . = pr )y + b,

Primjedba 8 Naravno, moguée je i obrnuto, tj. sistem od k linearnih diferentnih jednadzbi prvog reda svesti na
linearnu diferentnu jednadzbu k-tog reda.

Primjer 9 Svodenjem na linearnu diferentnu jednadzbu, rijesiti sljedeci sistem diferentnih jednadzbi

Upt1 — Unp = 2N

_un+vn+1:2n+2 } (n:O7172,)

Rjesenje. Iz druge jednadzbe dobijamo

Up = Upt1 — 2N — 2,
a nakon uvrstavanja u prvu jednadzbu imamo

Upt2 — Up = 4n + 4, (7)
§to je nehomogena linearna diferentna jednadzba drugog reda. Njena karakterisicna jednadzba je

A —1=0,

¢iji su korijeni A\; =1, Ay = —1, pa je njeno komplementarno rjesenje

v = O + Co(-1)™.

Partikularno rjesenje trazimo u obliku
v,(f’) = a1n + asn’?,

jer je A = 1 karakteristi¢ni korijen, a desna strana jednadzbe (7) se moze napisati kao: (4n +4) - 1™. Zamjenom u

jednadzbu (7), dobije se

vff’) =n?

pa je opce rjesenje jednadzbe (7) dato sa
v, = Ch + 02(—1)n + n.

Vratanjem smjene, imamo
Up — Cl + CQ(_l)n+1 + TL2 — 1. *

Primjer 10 Sljedetu diferentnu jednadzbu
Tpt2 — 3Tpt1 + 22, =27

rijeSiti prevodenjem u odgovarajuci sistem jednadzbi i rjeSavanjem tog sistema.



Rjesenje. Uvedimo smjene
yg) = Tn,
1
yg) = Tpt1 = yiﬂll'

Tako dobijemo sljedeéi sistem diferentnih jednadzbi prvog reda

Z/S—Rl = yf) :

vy = =2y + 3y + 2.

T
Neka je Y, = [yg), yﬁf)} , pa taj sistem moZzemo zapisati u matri¢cnom obliku kao

YVn+1 = AKL + an

A—{_g :,1)] Bn—{;]

Koriste¢i Hamilton-Cayleyev teorem dolazi se do matrice

gdje je

A”_{ 2-2 —142 }

2 —2ntl 1 4ol

Prema tome, rjesenje dobijenog sistema je dato sa

(1) n-l
Y, = [ y?Q) = A"Y, + Z An_k_lBk
n k=0
B 9 _9n —14+2n yél) N 1+n- 2n—1 _9n
= 9 _ 27z+1 1+ 2n+1 y(()Q) 1+n-2"—2n .
Odavde, vratanjem smjene yfll) = x, (i pri tome y(()l) =201 y((f) = x1), dobijamo da je opée rjesenje date diferentne

jednadzbe
Tp=(2-2"20+ (2" — )y +14n-2""1 - 27

gdje su xg i z1 proizvoljne konstante. &
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