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REZIME:

Cilj ovog diplomskog rada je upoznati se sa Jensenovom nejednakoséu i
njenim primjenama pri dokazivanju razlicitih tipova nejednakosti.
Diplomski rad se sastoji od tri poglavlja.

Prvo poglavlje govori o konveksnim funkcijama i Jensenovoj nejednakosti.

U drugom poglavlju je rije¢ o posljedicama Jensenove nejednakosti tj. o ne-
jednakostima koje direktno proizilaze iz Jensenove nejednakosti.

Trece poglavlje je rezervisano za primjenu Jensenove nejednakosti u rjeSavanju
mnogih nejednakosti iz razli¢itih oblasti matematike, s posebnim osvrtom na
trigonometrijske nejednakosti.



SUMMARY:

The goal of this work for certificate degree is too meet Jensen’s inequation
and her usage to prove various types of inequations.

This work for certificate degree consist of three chapters.

The first chapter is about convex functions and Jensen’s inequation.

The second chapter deals with Jensen’s inequation consequences or about
inequations directly derived from Jensen’s inequation.

The third chapter is reserved for the usage of Jensen’s inequation in order
to solve many inequations from different mathematical areas with a special
point of view on trigonometrical inequations.
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Uvod

Dokazivanje nejednakosti u matematici veoma je zanimljiv i kreativan posao.
Pri tome dolaze do izrazaja razne ideje koje ¢esto dovode do rezultata.
Naravno, ko to zeli realizirati mora biti solidno upucen u razna podrucja
matematike i diferencijalnog racuna.

U ovom diplomskom radu upoznat ¢emo se sa Jensenovom nejednakoséu koja
cesto ima primjenu kod dokazivanja drugih nejednakosti.

Diplomski rad ima tri poglavlja.

Kako je formulacija Jensenove nejednakosti povezana sa konveksnim funkci-
jama, prvo ¢emo definisati pojam konveksne funkcije i navesti njene osobine.
Zatim ¢emo govoriti o konveksnim (konkavnim) funkcijama koje su uz to jos
i diferencijabilne i jos polazati da postoji bliska veza izmedju pojma konvek-
snosti (konkavnosti) i pojma izvoda.

Bitan dio ovog rada predstavljat ¢e svakako teorem o Jensenovoj nejed-
nakosti, kojeg ¢emo formulisati i dokazati na dva nacina.

Takodjer ¢emo se pozabaviti nejednakostima koje direktno proizilaze iz Jensen-
ove nejednakosti. Formulisat ¢emo i dokazati tezinsku nejednakost izmedju
aritmeticke i geometrijske sredine, Youngovu nejednakost, Holderovu te ne-
jednakost Minkowskog.

I najzad, pokazat ¢emo kakvu primjenu ima Jensenova nejednakost.
Primjenu Jensenove nejednakosti u rjeSavanju trigonometrijskih i algebarskih
nejednakosti ilustrirat ¢emo kroz mnostvo zadataka koji su prilagodjeni
ucenicima srednjih skola i studentima.



1 Konveksne funkcije. Jensenova nejednakost

1.1 Konveksne i konkavne funkcije

Prvi radovi s podrucja konveksnih funkcija potjecu od nekoliko znacajnijih
matematicara proslog i pretproslog stolje¢a. Tako se smatra da je austri-
jski matematicar O. Stolz (1842. — 1905.) u svom ¢lanku iz 1893. godine
prvi uveo pojam konveksne funkcije. Medjutim, pravo znacenje konveksnih
funkcija iznio je tek danski matematicar J. L. W. V. Jensen (1859. — 1925.)
u svojim c¢lancima iz 1905. i 1906. godine.

Neka je (a,b) i interval realne prave i funkcija f : (a,b) — R. Grafik
funkcije f je skup

{(l‘,y) €R2 | S (a7b>7 y:f(x)}

Njenim nadgrafom nazvat ¢emo skup

{(z.y) eR* | ze(ab), y=fl)}

Za funkciju f kazemo da je konveksna ako je konveksan dio njenog nad-
grafika nad proizvoljnim segmentom [z, z5] C (a,b).

Da bismo prethodnu geometrijsku definiciju iskazali u analitickom obliku,
pokazat ¢emo da ako su x; i x5 dvije proizvoljne tacke takve da je 1 < x9,
tada tacka = € R pripada segmentu[z, x2] ako i samo ako je

T = AT + Ao, A1, A2 >0, A+ =1
Zaista ako je = Mz + Aoxa, A, A >0 7 A+ Ay =1, tada je

T = ()\1 + )\2)181 = )\11‘1 + )\2{E1 S )\1(E1 + )\2$2 =X
T S /\11’2 + )\2.%‘2 = /\1 + )\2)1’2 = T

Ovo znadi da je
T € [T1, 9]

Obrnuto, ako je x € [x1, 29, tada sistem
xr = )\11‘1 + /\2.172, /\1 + )\2 =1
po (A1, Ag) ima jedinstveno rjesenje

To — T

)\1:

b
To — X1 Lo — X1



pri cemu je ocigledno A\; > 01 Ay > 0.

Definicija 1.1 Realna funkcija f je konveksna na intervalu (a,b) C R ako
je

f<x1 —;—1‘2) < f(z1) ‘; f(x2) (21,25 € (a,b)) (1)

Definicija 1.2 Realna funkcija f je konkavna na intervalu {a,b) C R ako
je

f<x1 —;—1‘2) > f(z1) ‘; f(x2) (w1, 75 € (a,b)) (2)

Definicije 1. i 2. mozemo zgodno interpretirati geometrijski na slijedeci
nacin.

konkavan graf

r konveksan graf

Fe) -~
1)

1¢2) )

Lo it P R0

e+ ‘ T{ X

fig) i H{f (x.);f(’z)j
! !II |

e | 0] [
¢ 5 X X b
2
Sl.1 S1.2

Ili u opstem slucaju

Definicija 1.3 Za funkciju f : (a,b) — R kaZemo da je konveksna ako
za svake dvije tacke x1,x9 € (a,b) i za svaka dva nenegativna realna broja
A1, Ay za koje je A1 + Ay = 1 vrijeds

Jaw + Xoxe) < A f(x1) + Ao f(22)
Funkcija f je konkavna ako je funkcija — f konveksna, tj. ako uvijek vrijeds

3



obrnuta nejednakost

Jax + Aawa) > A f(21) + Ao f (22).
Ako (pri uslovu x1 # x5) jednakost vrijedi samo u sluc¢aju kad je Ay = 0 ili

Ao =0, za funkciju kaZemo da je konveksna (tj. strogo konkavna).

Primjer 1.1 Funkcija f(x) = ax + b je konveksna (i konkavna) na realnoj
pravoj jer je za A1 + Ao = 1 1 21, x5 € R ako vrijedi:

f()\llCl + )\2%2) = a()\lxl + /\2332) +b= a()\lxl + )\sz) + ()\1 + >\2)b
= M(azy +0) + Xa(aza +0) = A f(z1) + Ao f(22). A

Primjer 1.2 (a) Funkcija f(x) = 22 je strogo konveksna na R, §to slijedi iz

f()\ll'l -+ )\21’2) = )\%.f% -+ 2)\1)\2371562 -+ )\gl'%
= )\1(1 — /\2)1’% -+ 2)\1)\21’11?2 + )\2(1 — )\1)27%
= )\11‘% + )\ng — )\1/\2(ZE1 — I2)2 < /\1f(l’1> + /\2f(132>,

ZCL)\1+)\2:1, )\1,)\2>O 1 :1:17&:1:2

(b) Funkcija f(x) = 2® je konveksna na intervalu (0, +00).

Konveksnost éemo dokazati ukoliko dokazZemo nejednakost

<x1 —|—x2>3 < 3+

5 5 x1, 22 € (0, 400)

Data nejednakost ekvivalentna je redom slijedecim nejednakostima:
2} + 3xiTe + 37105 + 75 < A2 + 3,
0 < 328 — 322wy — 3223 + 323,
0< (z+y)(x—y)*
Posljednja nejednakost je, zbog x1,xs € (0,400), uvijek tacna, pa je tacna

i njoj ekvivalentna polazna nejednakost. Jednakost vazi ako i samo je x1 = x».

Analogno se pokazuge da je funkcija f(x) = 2* konkavna na intervalu (—oo, 0).

4
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Primjer 1.3 Funkcija f(x) = \/x je konkavna na intervalu (0, 400).

Konkavnost éemo dokazati ukoliko dokaZemo nejednakost

$1+£172>\/5U_1+\/5U_2
2 - 2 ’

x1, 22 € (0, 400)

Data nejednakost ekvivalentna je redom slijedecim nejednakostima:

1+ To S T+ 2\/x1w/ac2 + X9
2 - 4 ’

2(z1 + 2) > 1 + 2¢/T1V/T2 + T2,
T+ 29 — 2\/.’171\/1’2 Z O,
(\/l‘l — \/.TQ)Q Z 0

Posljednja nejednakost je uvijek tacna za x1, x4 € (0,400), pa je taéna i njoj
ekvivalentna polazna nejednakost. A

Prije nego sto dokazemo neke osobine konveksnih funkcija navest ¢emo jednu
preformulaciju uslova konveksnosti.

Lema 1.1 Funkcija f : (a,b) — R je konveksna (strogo konveksna) ako i
samo ako za proizvoljne tacke x1,xs,x € (a,b), vazZi

fx) — f(x1) < f(w2) — f(=)

r — T To — X

(3)

F@) -~ f(r) _ flws) -~ @)
r — T To — X
(strogo konkavne) funkcije.

<0dnosn0, ) Analogno turdjenje vazi za konkavne

Dokaz
Neka je funkcija f konveksna i neka su 1, x9,x € (a,b), takvi da je 2y < x <
Zo. NapisSimo x u obliku

T = )\1(E1 + )\2232, )\1, )\2 > 0, )\1 + )\2 =1,



t].
To — X r — I

T = T+

To —T1 To —T1

Iz konveksnosti funkcije f slijedi nejednakost

f(x) = f()\1$1 + )\2x2>
< Af(@) + Ao f(22)
= ;2__ Z () + — —_a:1 f(2),
9 — X1 T2 — Ty

koju mozemo napisati u obliku

(2 220 ) < 2 ) + (),

2 — T Ty — T/ T2 — 21 L2 — 21
Vv

1

odakle se grupisanjem lahko dobije nejednakost (3). Lahko se dokazuje da
vrijedi i obrnuto. za strogo konveksne, odnosno strogo konkavne funkcije,
dokaz je analogan.4

Definicija 1.4 Neka je f : (a,b) = R ¢ z,y € (a,b). Podijeljena raz-
lika funkcije f u tackama x,y je

fy) = fl=)

Ap(r,y) = -

Podijeljena razlika je simetri¢na funkcija od z,y, tj. As(z,y) = As(y, x).

Teorema 1.1 Funkcija f : (a,b) — R je konveksna (strogo konveksna) ako
i samo ako je njena podijeljena razlika A¢(x,y) rastuca (strogo rastuca) po
obje svoje promjenljive. Analogno vazi za konkavne (strogo konakve) funkcije.

Dokaz
Neka je funkcija f konveksna i neka su x1,zs € (a,b) tako da je z1 < .
Izaberimo proizvoljno x € (a,b) za koje je, npr. x; < = < x5 (za ostale

x € (a,b) dolaz je slican). Prema prethodnoj lemi, iz konveksnosti funkcije
f slijedi

Fle) = fler) _ o) = flx)

T — 1 To— X

(=]



Drugacije zapisano,
Af(ﬂfl,.%’) :Af(x7ml) < Af(aj%x)? (4)

Sto znaci da je funkcija Ay rastuca po svom prvom argumentu. Zbog njene
simetricnosti, ona je rastuca i po svom drugom argumentu.

Obrnuto, ako je Ay rastuca po obje svoje promjenljive, tada za x; < x <
vazi nejednakost (4), odakle slijedi (3), dakle i konveksnost funkcije f na
(a,b).4

Teorema 1.2 Ako je funkcija f : (a,b) — R konveksna, tada je f neprekidna
na (a,b).

Dokaz

Neka je f : (a,b) — R konveksna i neka je zq € (a,b). Za fiksirano y €

(a,b), A¢(y,z), posmatrano kao funkcija od x € (a,z), rastuca je (prema

prethodnoj teoremi) i ogranic¢ena odozgo brojem A (y, zo), pa postoji grani¢na
vrijednost

lim Ag(y, )

r—xo—0
1 vazi
1 <
JAm Ap(y, @) < Ag(y, zo),
Sto je ekvivalentno sa
fy) = thgliof(x) _ F) = f(x)

Y —Zo N Y—Zo

Odavde za y € (a, () dobivamo

lim f(x) < f(xo),

rz—x0—0
pa je
lim f(x) = f(zo).

r—x0—0

Analogno se dokazuje da je i

lim f(x) = f(xo)

r—x0+0

pa je funkcija f neprekidna u (proizvoljnoj) tacki zq intervala (a,b).4



1.2 Konveksnost i diferencijabilnost

U ovom dijelu ¢ée biti rijec¢i o konveksnim (konkavnim) funkcijama koje su
uz to jos i diferencijabilne i pokazat ¢emo da postoji bliska veza izmedju
pojma konveksnosti (konkavnosti) i pojma izvoda. Primijetimo prvo da ako
je funkcija f : (a,b) — R diferencijabilna u nekoj tacki x € (a,b), onda je

f'(w) = lim Ay (y, z) (5)

Yy—x

Teorema 1.3 Neka je funkcija f : (a,b) — R diferencijabilna. Da bi f
bila konveksna (strogo konveksna) u (a,b) potrebno je i dovoljno da f' raste
(strogo raste)u (a,b).

Dokaz

Izvest ¢emo dokaz za slucaj kada je f konveksna funkcija (u slucaju stroge
konveksnosti dokaz je analogan). Neka je f konveksna funkcija i neka su
x1,x2 € (a,b), takve da je x1 < zy. Za proizvoljno = € (a,b) za koje je
r1 < x < x9, prema teoremi 1.1 vrijedi

Agp(z, 1) < Ap(x, x9).

Odavde na osnovu (5), kada x — x1, dobivamo

f(w1) < Ap(wy, @),

a kada x — xo,
Ap(x2,21) < f'(22).
Dakle,
f() < Ap(ar,22) < f'(22)
i funkcija f’ je rastuca.
Obrnuto, pretpostavimo da f’ raste i da su xy, x9,x proizvoljni brojevi iz
intervala (a,b), tako da je z; < = < x9. prema Lagrangeovoj teoremi o

srednjoj vrijednosti, primijenjenoj na funkeiji f na segmentu [x1, 2|, odnosno
[z, 5], dobijamo

Ag(zy,2) = W = f'(e1), 1< <

odnosno



Ap(x,xg) = Jlws) = (@) = f(e2), T <cy <.

To — T

Kako je f'(c1) < f'(c2), to je

Ag(ar, x) < Ap(w, 1),

tj. ispunjena je nejednakost (4), $to znaci da je funkcija f konveksna.4

Sliéno se pokazuje tvrdjenje da je diferencijabilna funkcija f konkavna (strogo
konkavna) ako i samo ako izvod f’ opada (strogo opada) na (a,b). Koriste¢i
poznati kriterij monotonosti, odavde neposredno dobivamo slijede¢u tvrdnju.

Teorema 1.4 Neka je funkcija f : (a,b) — R ima u svakoj tacki x € (a,b)
drugi izvod. Da bi f bila konveksna (konkavna) na (a,b), potrebno je i do-
voljno da bude f"(x) >0 (f"(xz) <0). Ako je f"(xz) >0 (f"(x) <0) za
x € (a,b), tada je f strogo konveksna (strogo konkavna) na (a,b).4

Primjedba 1.1 Ako je f strogo konveksna na (a,b), nije obavezno f"(x) > 0
za x € (a,b). Npr. funkcija f(x) = x* je strogo konveksna na R, ali je
f"(x) =122 1 f(0) = 0.

Primjer 1.4 Ispitati konveksnost funkcije f(x) = % na intervalu (0, +00)
(a € R).

Rjesenje
Kako je
f'(z) = ala — 1)z,

to je na tom intervalu f”(z) uvijek stalnog znaka:
1. Zaa<0ili a > 1, f’(x) > 0 pa je funkcija f strogo konveksna,
2. Za0<a<l, f'(x) <0 pa je funkcija f strogo konkavna.A

Uslov konveksnosti diferencijabilne funkcije moze se iskazati i na slijedec¢i
nacin:

Teorema 1.5 Diferencijabilna funkcija f na intervalu (a,b) je konveksna

(konkavna) ako i samo ako tacke njenog grafika nisu ispod (iznad) tacaka tan-
gente konstruisane u proizvolynoj tacki tog grafika. Funkcija je strogo konvek-
sna (strogo konkavna) ako i samo ako su tacke njenog grafika iznad (ispod)
tacaka tangente konstruisane wu proizvoljnoj tacki grafika, ne ukljucujuci 1
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tacku dodira.

Dokaz
Pretpostavimo da je f konveksna. Neka je u proizvoljnoj tacki xy € (a,b)
povucena tangenta

Y — f(zo) = f'(20) (2 — o)
na krivu y = f(x). Dakle, tangenta na krivu povucena je u tacki (xq, f(zo)).

Za proizvoljno x € (a,b) vrijedi

fl@) =Y (2) = f(z) = f(20) — f'(x0)(z — 20) (6)
Ako primijenimo Lagrangeovu teoremu na funkciju f na intervalu [z, x] (ili
[, x0]), imamo da je
f(x) = f(@o) = f'(c)(x — w0),

za neko c¢ izmedju xq i x, pa (6) postaje

flx) =Y (z) = (f'(c) = f'(wo) (& = o) .

Iz posljednje jednakosti slijedi da ako je f konveksna, tj. f’ raste, onda je
f(z) =Y (x) >0, tj. tacke grafika funkcije f nisu ispod tacaka tangente
povucene u proizvoljnoj tacki (zo, f(zo)) tog grafika. Obrnuto vrijedi

flx) =Y (x) = f(z) = f(wo) — f'(w0)(x — o) >0,

onda je
f(x) = f(xo) > f(zy) za o< w
Tr — X9
i
f(ZL‘) B f(x[)) < f/(l,o) za 1 < .
T — X9

Za r; < x < x5 iz prethodnog dobivamo

fz) — f(z1) < f(z) — f(z2)

T — T T —1x9

Sto znaci da je funkcija f konveksna na (a,b).4
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1.3 Nejednakosti vezane za konveksne funkcije

Prema samoj definiciji konveksnosti jasno je da je taj pojam usko vezan sa
odredjenim tipom nejednakosti. Ustvari, ¢im za neku funkciju dokazemo
(npr. pomo¢u izvoda) da je konveksna (konkavna), automatski dobijamo da
vazi odgovarajuca definiciona nejednakost. na ovaj nacin mogu se dokazati
mnoge vazne nejednakosti.

Primjer 1.5 U primjeru 1.4 vidjeli smo da je funkcija f(x) = x na inter-
valu (0,400) strogo konveksna ako je a > 1 ili a < 0, a strogo konkavna ako
je 0 < a < 1. Dakle, zaxi, 0 >0, A, >0 7 A+ = 1vazeslijedece

nejednakosti:
A1y + Aaz2)® < Maf + Aoz, za a>1 (7)
(Mxy 4+ Aox2)® > M + Xz, za 0<a<1
(Mxy 4+ Aoxo)® < Maf + Az, za a <0 (8)
Ako u nejednakost (8) stavimo a = —b, b > 0, dobivamo nejednakost
1 1 1
<A— + A—
()\1{131 -+ )\QZUQ)b o 11‘[{ + ng’
tj.
s

My + Aoxy)? > — L2
( i 2 2) - )\11}g+/\2$1{

Kombinujuéi posljednju nejednakost sa (7), dobivamo da za a > 1 vazi

a .4
L1Tg

————— < \ixy + Aawe)® > A + Aax.
)\11‘%_'_)\21_(11_11 22)_11 249

1
Npr. za Ay = Ay = = i a = 2 dobivamo dvostruku nejednakost

20303y + 1 z? + 23
2 2 S S )
r] + x5 2 2

gdje desna nejednakost predstavlja nejednakost izmedju aritmeticke i kvadratne

sredine dva pozitivna broja. A
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1.4 Jensenova nejednakost

Konveksne funkcije definisane su nejednakoséu

Faw + Xoxa) < A f(x1) + Aof(22)

za A, Ag > 0, A\, Ay = 1. Pokazat ¢emo da odgovarajuca nejednakost vazi i
za kombinacije viSe sabiraka.

Teorema 1.6 (Jensenova' nejednakost) Neka je f : (a,b) — R konvek-
sna funkcija i neka su Ay, A, ..., A, nenegativni brojevi takvi da je Ay + Ao +
.+ A = 1. tada za sve x4y, 9, ..., x, € (a,b) vazi nejednakost

f ( Z /\ixz’> < Z Aif (7) 9)

Ako je funkcija f strogo konveksna, tada jednakost vazi ako © samo ako su svi
x; jednaki medju sobom ili su svi \; osim jednog jednak: 0.

Dokaz
Dokaz ¢emo izvesti matematickom indukcijom.
Za n = 2 tvrdjenje se svodi na definicionu nejednakost za konveksne funkcije
i vazi po pretpostavci.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za proizvoljnih n — 1 brojeva x, intervala
(a,b), i proizvoljnih n — 1 nenegativnih koeficijenata A ¢iji je zbir 1.
Neka su z1, xs, ..., x, proizvoljni elementi iz (a,b) i A, Ag, ..., A, nenegativni

realni brojevi za koje je Z A= 1.
i—1 \
Neka je gt = Ag + ... + Ap. Tada su 22, ..., 22 nenegativni brojevi &iji je zbir
P

1J. L. Jensen (1859. — 1925.), danski matematicar
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1, pa vrijedi

f(;&%) = f<)\13?1+#(%$2+---+%$n>>

A An
)\1f(.7}1) + ,uf <—2I2 + ...+ —.Z‘n>
I 10

IA

IA

ALf(w1) + p

= > Nif(m),

A An
@)+t Ff(wn)]

pri ¢emu prva nejednakost slijedi na osnovu definicione nejednakosti konvek-
snosti (A; +p = 1), a druga po induktivnoj pretpostavci. Jednakost vazi ako
i samo ako su svi x; jednaki medju sobom ili su svi \; osim jednog jednaki
nuli. ¢

Odgovarajuéa funkcija vazi za konkavne (strogo konkavne) funkcije.

Vazi i slijede¢a formulacija ovog teorema

Teorema 1.7 (Jensenova nejednakost) (i) Ako je realna funkcija f kon-
veksna na intervalu {(a,b) CR i x1,29,...,x, € {(a,b), onda vrijedi nejed-
nakost

f(@+xrhmhm>Sf@ﬂ+f@ﬂ+m+f@0 (10)

n n

(i1) Ako je realna funkcija f konkavna funkcija na intervalu {(a,b) C R
i x1,To,...,T, € {(a,b), onda vrijedi nejednakost

(11)

n n

f(m+xrh~%%>2f@ﬂ+f@ﬁ+m+f@0

Dokaz
(i) Metodom matematicke indukcije najprije dokazimo tvrdnju za n = 2%,
k e N.
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Za k = 1 nejednakost vrijedi prema definiciji konveksne funkcije.

Pretpostavimo da nejednakost vrijedi za n = 2%, tj. da za sve ti,ts, ..., tor €

(a,b) imamo

f(tl i+ ... +t2k> o (0 + S (t) + o+ S ()
ok = ok

i dokazimo da vrijedi i za n = 28+,
Stavimo li [ = 2%, tada je n = 2. Za sve x1, 2, ..., 1, € (a,b),

() - i)

1+ X9+ ...+ a2y xl+1+xl+2+-'-+$2l

+
[ l
i :
l

INZ
N —
-~
[y
~~
~| =
L[]
8
~——
+
—
~~
~| =
ks
t
~——
N~

(12)
<

|
DN | —
Y
~|
=
8

+
~|
=
&

+

NG
N~

Ako (10) vrijedi za neki n € N, tada vrijedi i za n — 1. Naime, tada je

I —I— ) + —f- Tn—1
T1+ZTo+ ... +Tp_1+ 1
f = <

n

1+ To + ... —|—xn,1>

Flan) + F@2) + o+ fan) + 1 e

n

<

14
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Odakle se sredjivanjem dobije

n—1 n—1

f<x1 Fayt +xn_1> o @)+ )+t S ()

Tako smo tzv. povratnom ili regresivnom indukcijom dokazali Jensenovu ne-
jednakost za svaki n € N.

(i) Iz definicije 1.1 i definicije 1.3 direktno slijedi da je f konkavna na in-
tervalu (a,b) ako i samo ako je —f konveksna na intervalu (a,b). Stoga je
dovoljno primijeniti (2) na funkciju —f. ¢

15



2 Posljedice Jensenove nejednakosti

Kao direktna posljedica Jensenove nejednakosti slijede mnoge danas poz-
nate nejednakosti, kao npr. tezinska nejednakost izmedju aritmeticke i ge-
ometrijske sredine, Youngova nejednakost, Holderova nejednakost, nejed-
nakost Minkowskog i mnoge druge. U nastavku ¢emo neke od njih navesti i
dokazati.

Posljedica 2.1 (TeZinska nejednakost izmedju aritmeticke i geometri-
jske sredine) Ako su x; pozitivni, a \; nenegativni realni brojevi, gdje

1=1,...n1 Z)\i =1, tada vazi
i=1

Ao A
s < Mxy A+ Aaxo + o+ A,

Jednakost vaz i ako i samo ako su svi x; jednaki medju sobom, ili su svi

1
A; osim jednog jednaki nuli. Specijalno, ako je \y = Xo = ... = N\, = —,

n
dobiwamo klasicnu nejednakost izmedju aritmeticke i geometrijske sredine za
n nenegativnih brojeva

1+ 2To+ ...+,
n

YT1To... Ty <

Dokaz
Primjenjujuéi Jensenovu nejednakost na strogo konveksnu funkciju f(z) = e
i brojeve Inxq, ..., Inx,, dobivamo

T

n n \ n
| |xl)\l _ | |elnril — | |€)\¢ln:vi
; =1 =1

A1 lnzy An Inay — AMInzi+.. 4+ \nInzy

= € ..e

m il ) En 1
— e =1 A 1N T4 S )\ienri
=1

i=1

Ako su x; pozitivni brojevi, primjenjujuéi nejednakost izmedju aritmeticke i

geometrijske sredine na brojeve —, ..., — dobivamo tezinsku nejednakost
x Ty

16



izmedju geometrijske i harmonijske sredine

1
< apay.ae
LY RNNIRES U T n
il ST e
. . .. 1
odnosno njenu klasiénu varijantu (za A\; = ... = A\, = —)
n
" <
Y12y
1 1 1 = 152t

Posljedica 2.2 Ako su x; pozitivni, a X\; nenegativni realni brojevi, i =
1,...,n, i nisu svi \; jednaki nuli, tada vazi
(xi\lxé\zxff)m < AT+ XXy + .+ AT,
A+ A+ .+ A,
Jednakost vazi ako 1 samo ako su svi x; jednaki medju sobom li su svi \;
ostm jednog jednaki nuli.

Dokaz

Dokaz je isti kao u prethodnoj posljedici, osim §to brojeve Ay, Ag, ..., A, treba
t b TL d. .

zamijeniti brojevima — A A v 8die je

A= \+X+ ..+ )\, ¢

Slicno se moze preformulisati i tezinska nejednakost harmonijske i geometri-
jske sredine. Ove nejednakosti imaju vise primjena, kao sto ¢emo vidjeti u
slijede¢im primjerima.

Primjer 2.1 Funkcija f(x) = 2% za a > 1 je strogo konveksna na intervalu
(0,4+00). Za a = 2 ona je konveksna na R, pa za prozvoljne realne brojeve

X1, ..., Tp & nENEgatione Ay, ..., A\, za koje je Z Ai = 1, vazi teZinska nejed-
nakost izmedju aritmeticke 1 geometmyske sredine

()\133'1 —+ )\2.1'2 + ...+ )\n.’ll'n) S )\11’1 -+ )\21‘2 —+ ...+ )\nxi

1
Ako je Ay = Aoy = ... = X\, = —, dobijamo njenu klasicnu varijantu
n

T+ 9+ Ty <\/x%+x§+...+x3

n n

Jednakost vazi ako i samo kao su svi x; jednaki medjusobno.

17



Primjer 2.2 Dokazati da za svaki prirodan broj n vazi nejednakost

<n + 1) n(n2+1)
2

n(n+1)
2

2n+1
3

<192 n" < (

RjeSenje
Primjenjujuci tezinsku nejednakost izmedju aritmeticke i geometrijske sre-
dine u obliku iz posljedice 2.2 na brojeve z; = \;, i =1,...,n dobivamo

2 2 2 n(n+1)(2n+1)
P e s i '
(1 2%.n ) RS n(n+1) - n(n+1) N 3
2 2

Sto je ekvivalentno desnoj od dvije nejednakosti koje dokazujemo. Sli¢no se
dobiva i lijeva nejednakost ako se koristi nejednakost izmedju harmonijske i
geometrijske sredine. Jednakost vazi ako i samo jen =1. A

Primjer 2.3 Neka su fiksirani pozitivni brojevi aq, ..., a,. Za s € R definisimo
pPomocu

ai + ... +a;
=

1

S
) ,2a8#0
vay...ay, , za s =0,

M(ay, ...,a,) =

sredinu reda s brojeva ay, ..., a,. tada Mg(ay,...,a,), kao funkcija od s, ima
slijedece osobine:

a) funkcija Ms(ay, ..., a,) je neprekidna u tacki s = 0;

b) ako brojevi ay, ..., a, nisu svi jednaki medjusobno, funkcija Ms(aq, ..., a,)
je strogo rastuéa funkcija od s;

c)
lim M(aq, ..., a,) = min(ay, ..., a,),
S——00

SEIEOO M(ay, ..., a,) = max(ay, ..., a,).

Harmonigska, geometrijska, aritmeticka i kvadratna sredina su sa Mg(aq, ..., ay)
povezane na slijedeci nacin

H,(ay,...,a,) = M_1(aq, ..., a,),

18



Gn(aflu --~7an) = MO(CLl? "7an)7
An(ay,...,a,) = My(aq, ..., an),
K,(ay,...,a,) = Ms(ay, ..., ay)

Iz ovog primjera slijedi da je

M_y < M_og < M; <M,

7
Rjesenje
1 T+ +a
a) Neka je f(s) =InM(ay,...,a,) = —In i i za s # 0. Primjenom
5 n
Lopitalovog pravila dobivamo
In aj+...+ap;,
li = lim ———
le}I(l] f(S) slir(l) S
n . afnai+..+a; Inay,
— lim aj+...+as, n
s—0 1

1
= ﬁ(lnal +..+na,) =In Ya;...a,
pa je
E_I% M(aq, ..., a,) = lims—0 f(s) — v Varan — n/far—a " — Moy(ay, ..., an).

b) Neka je r < s i neka su brojevi s i r pozitivni (za ostale slucajeve dokaz

je slican). Tada je S 1, pa je funkcija
T

flx)=zs, >0,

strogo konveksna. Na osnovu Jensenove nejednakosti,
f(Z )\il’i) < Z Aif (i),
i=1 i=1

1
primijenjene na brojeve x; = a; i koeficijente \; = —, dobivamo
n

(3oa) <33t =23



odnosno M, (ay, ...,a,) < Mg(ay, ..., a,). Jednakost vazi ako i samo ako vazi
u Jensenovoj nejednakosti, tj. ako i samo ako je a] = ... = a, Sto je zbog
r # 0 ekvivalentno sa a; = ... = a,.
c) Neka je max(ay, ..., a,) = ai. Tada je

ay

T < M(ay,...,an) < ay.
mns

Kako je

. 1 . .
lim ns = 1, to Je lim Ms(a17---7a/n) = Q.
§—00 §—00

Slicno se dokazuje i drugo tvrdjenje. A

Teorema 2.1 (Youngova® nejednakost ) Neka sup,q € R\{0,1} realni

brojevi takvi da je
1 1
S+ i=1,
p g

1 x,y nenegativni realni brojevi.

(a) Ako je p > 1 i q > 1, tada vazi nejednakost
(b) Ako jep <1, x>0, y>0, VaZi nejednakost

U oba slucaja jednakost vazi ako i samo ako je xP = y1.

Dokaz
Posmatrajmo funkciju f(z) = Inx u oblasti D = (0,4+00). Kako je f”(x) =

—— < 0zasvako x € D, prema definiciji konveksne funkcije, uzevsi da je
x

)\1: ) )\2:

1 1
- -, x =P, x5 =19y? dobija se
p q
p a 1 1
In <$— + y_) > —Ina? + —Inz? = Inay,
p q p q

2W.Young (1882 — 1946), engleski matematicar
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odakle ocigledno slijedi nejednakost (1). 4

Teorema 2.2 (Holderova ® nejednakost) Neka sua = (ay,as,...,a,) 1 b=
(b1, ba, ..., by) proizvoljne n-torke pozitivnih realnih brojeva i p,q € R\ {0, 1}

1
takvi da je — + — = 1. Tada
p q

(a) Ako su p,q pozitivni vazi nejednakost
1 1
n n P n q
Sun< (o) - (30n) @
k=1 k=1 k=1
(b) Ako jep e R™ ili q € R, vaZi obrnuta nejednakost tj.
1 1
n n P n q
Sunx (o) () 0
k=1 k=1 k=1
U oba slucaja nejednakost vrijedi ako i samo su aP i b? proporcionalni.

Dokaz

n n

(a) Ozna¢imo sa A = Zai i B = sz. Nejednakost (3) moze se
k=1 k=1

A A
k=1

Posmatrajmo funkciju f(x) = 27 u oblasti D = (0, +00). Kako je

zapisati u obliku

1/1 1
f(z) = —<— — 1)1:%_2 = ——272<0, za svako z€ D,
p\p pq

f je konkavna funkcija u oblasti D. Zato ako primijenimo teorem 1.1, uzevsi

da je A bz i aﬁ dobijamo
Je Ak =—7 1 Tk = 74, 1jamm
B b}

N NN A - g1
LA A S LA . _ p > b, P .
(ZB bz>_k2:‘:B bi B% 1ak =~ B k Qg

k=1

S|
—_
S
|

30. Hoélder (1859-1937), njemacki matematicar
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1 1
Kako je g — 1 4 1-2= —, iz prethodne nejednakosti slijedi
p p q

1 1 1
Bé<za§) :(Zaz) .<Zbg> > 5" aby.
k=1 k=1 k=1 k=1

1
(b) Pretpostavimo da je p < 0. Oznacimo sa P = Py @ = —. Tada su
q

1 1
P, () pozitivni realni brojevi takvi da je 7 +—==1

Sada mozemo primijeniti nejednakost (3) dokazanu pod (a) na n-torke u =
(ug,ug, ..., Up), v = (v1,09,...,v,) pozitivnih realnih brojeva odredjenih sa
up =ap?,  vp = (agbr)?, k=1,...,n. Dobija se

" " " v n 3 n _% n q
Zb%zzum}kﬁ(Zuf)P-<ZU§>Q:<ZaZ) (Z(ﬁ) ’
k=1 k=1 k=1 1 1 P

odakle slijedi nejednakost (4).4

Teorema 2.3 (Nejednakost Minkowskog') Neka su a = (ay,as, ..., a,)
i b = (by,by,....,b,) proizvoljne n-torke pozitivnih realnih brojeva i p €

R\ {0,1}.

(a) Ako je p > 1 vazi nejednakost
1

(Z(ak—l—bk)p> < <Zag>p+<2bg>q; (5)

k=1 k=1

(b) Ako je p < 1 i brojevi ar, > 0,k = 1,2,...,n, vaZi obrnuta nejednakost tj.

(Sornr) = (Xa) +(Xn)
k=1 k=1 k=1
.. . .. . . aq an
U oba slucaja nejednakost vazi ako i samo ako je =T
1 n

4H. Minkowski (1864-1909), njemacki matematicar
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Dokaz
Pretpostavimo da nisu svi brojevi xx,yr, 1 < k < n jednaki nuli, jer u

suprotnom nejednakost je trivijalna i neka je ¢ € R\ {0,1} takav da je

1

-+ -=1

p q

Ako na oba sabirka desnoj strani identiteta

n n

Z(ak—i—bk)p:Zak(ak—i—bk +Zbk ak—i-bk) -1

k=1 k=1 =

primijenimo Holderovu nejednakost, dobijamo

S

Z(ak + b)) < (Z ai) ' . <Z(ak + bk)(P—l)Q>

k=1 k=1
+ (pr> . (Z ak—Fbk)(p_l)q) .
k=1

Kako je (p — 1)q p, dijeljenjem prethodne nejednakosti sa

—

( (ax + by) ) , dobija se nejednakost (5).

TvrdJenJe pod (b) pokazuje se slicno.4
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3 Primjene Jensenove nejednakosti

3.1 Konveksnost i konkavnost trigonometrijskih funkcija

Kada je rijec o trigonometrijskim funkcijama onda zbog njihove periodi¢nosti
ne mozemo govoriti opcéenito o konveksnosti ili konkavnosti. Medjutim,
na pojedinim intervalima mozemo promatrati konveksnost ili konkavnost
trigonometrijskih funkcija. Tako imamo

Posljedica 3.1.1 Funkcija f(x) = sinz je konkavna na intervalu [0, 7].
Tvrdnja posljedice nam je lahko razumljiva sjetimo li se grafa sinusoide.
Strogi dokaz nam daje teorem 1.4 prema kojem za f(x) = sinz dobivamo
() = —sinx <0, z € [0,7].

Konkavnost smo elementarno mogli dokazati, ukoliko dokaZemo nejednakost

sin (‘5) > ; z1,75 € [0,7] (1)

Posljedica 3.1.2 Funkcija f(x) = cosx je konkavna na intervalu [— g, g} .
Slicno kao kod posljedice 3.1.1

Posljedica 3.1.3 Funkcija f(x) = tgx je konveksna na intervalu <0, g>

sin 2z T
— >0, zazx € <0,—>

Prema teoremu 1.4 dobivamo f"(x) = 5

cost x

Kod veéine tezih i slozenijih nejednakosti navedene posljedice nam ne mogu
osigurati konveksnost ili konkavnost odredjene funkcije, jer se najcesce radi
o komporziciji funkcija ili kombinaciji razlic¢itih trigonometrijskih funkcija.
Medjutim, uvijek vrijede teoremi o Jensenovoj nejednakosti pa njihovom
upotrebom bez vecih tesko¢a mozemo rijesiti Sirok spektar zadataka.
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3.2 Rjesavanje trigonometrijskih nejednakosti

Zadatak 3.1 Neka su «, 3,7y uglovi trougla. DokaZite da vrijedi nejednakost

1 1 1

in & i B in X
SlIl2 s1n§ Sln2

>6

Rjesenje
Prema nejednakosti izmedju harmonijske i aritmeticke sredine je

R . B .
3 81n§—|—sm§—|—sm%
1 1 1 -
n 3

odakle slijedi

1 1 1 9
Tt 52 (2)
2

T Q . L B L a . g i
S s sin s 5 sin 5 + sln 5 + sl 5

Kako je funkcija f(z) = sinz konkavna na intervalu <0, g>, to je prema

Jensenovoj nejednakosti

Sm%+§+g sin ¢ + sin & + sin 1
3 - 3
Kako su «, g,y uglovi trougla odatle slijedi
N . B <y
sin & £ 1
5 TSN 5 + sl <sin® :1
3 - 6 2
pa je
9
> 6 (3)

81n2—|—81n2—|—81n2

Iz (2) i (3) slijedi nejednakost koju je trebalo dokazati. Jednakost vrijedi za

a BT a f

sin — = sin — = sin —, odakle je a_2_7 odnosnoa==v=—-. N
2 2 2 2 2 2 3

=
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Zadatak 3.2 Neka su «, 8, uglovi trougla. DokaZite da vrijedi

1
(1 —cosa)(l —cosB)(1 —cosvy) < 3
Rjesenje
Prema nejednakosti izmedju aritmeticke i geometrijske sredine,
(1 —cosa)(1 — cos B)(1 — cosy) = 2sin? % . 251n2§ . ZSiHQ% =

2 6
T B
S11l & S1N 7 S1n =
8l sn%esinZenl) <s 2™ 2% 3
g S PG 3

Kako je funkcija f(x) = sinz konkavna na intervalu <O, g> to je prema

Jensenovoj nejednakosti

B8

s a . a | B
sin § sin 5 sin 3 §sin§+5+% :1
3 3 2
Stoga je
1
(1 —cosa)(l —cosB)(1 —cosvy) < 3

Jednakost vrijedi za a = = v = g [ J

Zadatak 3.3 Neka su «, 3,7 uglovi trougla. Dokazati da vrijedi

B 3V3

« ’}/<
COSQCOS2COS2 ~

Rjesenje
Iskoristimo nejednakost izmedju aritmeticke i geometrijske sredine za pozi-

«

tivne brojeve cos —, cos =, cos —
2’ 2’ 2’

f(z) = cosz koja je konkavna na intervalu <0, g> Imamo

a zatim Jensenovu nejednakost za funkcije

8 o 3
«Q cos< cos = cos £
COS— COS é CoS J < 2 2 2

2 2 2 3
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< cos

3
3cos%+cos§+cos'—2y_(\/§> 3v3
; =

Jednakost vrijedi za cos% = COS§ = cos% tj.zaa=0=v= 3 |

Zadatak 3.4 Neka su a, 3, uglovi ostrouglog trougla. Dokazati da vrijeds

tg*a + t@B +tg*y > 9

Rjesenje
Prema nejednakosti izmedu kvadratne i aritmeticke sredine je

tga + tgp + tgfy>2

tg’a +tg* B+ tg*y > 3( ;

Funkcija f(z) = tgz je konveksna na intervalu <0, g>, pa je prema Jensen-
ovoj nejednakosti

tga +tgpB + tgy >tga+ﬁ—l—7 _
3 - 3

tgg:\/g |

Zadatak 3.5 Dokazati da u ostrouglom trouglu vrijedi

3
sin v + sin 3 + siny + tgo 195 +tgy > 3(% +\/§>.

RjesSenje
Uglovi «, 8,7 su iz intervala <O, g> Posmatrajmo funkciju

f(x) =sinx + tgz, x € <0,g>.

2 —cos’x

0

Buduéi da je f"(r) = ————sinz >0, za Vr € <O, —>, to je funkcija
cos3 - 2

f strogo konveksna na intervalu <O, §>, pa prema Jensenovoj nejednakosti

imamo ) ) )
(sina + tga) + (sin B + tgf) + (sin~y + tg7)

3
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tj.
3
sin a+sin f+siny+tga+tgB+tgy > 3(sing~|—t9g> = (%—F\/g) [ |

Zadatak 3.6 Neka su 0 <a; < g, 1 <@ < n. Dokazati nejednakosti

ozl—l—on—i—...—i—ozn) (4)
n

Ssinay +sinag + ... +sina,, < n -sin (

()

o+ ag + ..o+
n

sinqy -sinag - ... - sin ¢, < sin” (

Rjesenje
Za funkciju f(o;) = sina;, 0 < oy < g,i =1,...,nvrijedi f"(q;) = —sinq; <
0 tj. funkcija je konkavna pa nejednakost (4) dobijamo ako na funkciju

f(z) = sinx primjenimo Jensenovu nejednakost.
Za nejednakost (5), takodjer prema Jensenovoj nejednakosti imamo

o+ o+ ..+
n

In(sinay) 4+ In(sinag) + ... + In(sinay,) < n - In <sin

tj.

a1+a2—|—...+an>

sino -sinag - ... - sin ¢, < sin” <
n

jer je za f(x) = Insinz na intervalu [0, g]

f”(x)=< ! -cosx>:— 12 <0 o

sin x sin“ x
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Zadatak 3.7 Dokazati nejednakost

tgl® +1g2° + ... + tg44°

Ntgle -tg2e - ... - tgdd° < tg22°30' < 1

Rjesenje

Buduéi da je funkcija f(z) = Intgx konkavna na intervalu <0, %> jer je

2
f(z) = (Intgx)" = —4 - % <0, Vo € <0, %>,

sin“ 2x

to prema Jensenovoj nejednakosti mozemo pisati

1°42° 4 ...+ 44°
lntgl°+lntg2°+...+lntg44°§44lntg< + 1—4 + ),

1
y7 In(tgl® - tg2° - ... - tg44°) < Intg22°30’

te konac¢no dobivamo

R/tgle - tg2° - ... - tgdde < tg22°30' (6)

Zbog konveksnosti funkcije g(x) = tgx (posljedica 3.1.3) na intervalu <0, %>,

prema Jensenovoj nejednakosti dobivamo

g1+ tg2° + gt (1042 e
44 g A4

) = 1g22°30'  (7)

Iz nejednakosti (6) i (7) direktno proizlazi trazena dvostruka nejednakost.

Zadatak 3.8 Ako su z,y,z € R (0 <zy,z< g), n € N dokazati nejed-

nakost

tg"x-tg"y +tg"y - tg"z+tg"z tg"x > (tgx -tgy +tgy - tgz + tgz - tgzx)"

3n—1
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RjeSenje

Za n =1 vrijedi jednakost. Neka jen >2 i f(x)=2", >0

Buduéi da je f"(z) = n(n —1)2"% >0, n € N, n>2 =z >0, to
mozemo primijeniti Jensenovu nejednakost, te slijedi

flan) + S (w2) + f(w) o (a: + 33+ :1:)
3 - 3

a samim time 1

3 3 (®)

o+ xh + oy S <w1+x2+w3>
Kako za brojeve w,y,2 € R vrijedi 0<uw,y,2<3 toje tgx >0,
tgy >0, tgz > 0.

Supstitucijom x, = tgx - tgy, Ty = tgy - tgz, To = gz - lgx u
nejednakost (8) dobivamo

tg"x - tg"y +tg"y - tg"z + 19"z S (tgx “tgy +tgy -tgz +tgz - tg:c)
3 - 3

odakle slijedi trazena nejednakost. W

Zadatak 3.9 Neka su «, 3,7 uglovi trougla i n € N. Dokazati da vrijedi
nejednakost

(0% B n+2
ctg 2—|—cg 2—ch 5 =

Rjesenje
Za funkciju f(x) = ctg"x dobivamo

COS T

——, Vo 1 n € N Bududi
sin® x

da je funkcija f(z) prema teoremu o konveksnosti konveksna iz Jensenove

1
f'(@) =n(n—1)ctg" >z e +2nctg" -
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nejednakosti slijedi

o Ié] 0 1
tg" — tg" — tg"— = 3| =
cg2~|—092+092 (

ctg"— + -ctg" = + -ctg" =
3 5 T3 5 T34y

lfa B v
Sctg"= | =+ S+ 2
= 093<2+2+2)
clg

Zadatak 3.10 Nek su a,b,c duZine stranica, o, 3,y nasuprotni uglovi, a R
nakost
2

poluprecmik opisane kruznice oStrouglog tougla. Dokazati da vrijedi nejed-

a

b2 2
cos 3 +

COS «@

> 18R”.
cos "y
Rjesenje

Kako je prema teoremu o sinusima

a

b

sin o

c
= = 2R,
sinf  sinvy

data nejednakost je ekvivalenta sa

sina sin?fB  sin?y S 9
cosaw  cosB  cosy — 2
. .. sin’ x
Posmatrajmo funkciju f(x) =

. Kako je
cos T
) sin®
f'(z) =2sinx +

3sin’z  2sin*z
— 1 f"(x) =2cosx +
cos? x
to je

cos T cos’x
f'(x) >0zazx € <0, g>, pa je f konveksna na <0, E>. Prema Jensenovoj
nejednakosti je

sina sin?fB sin?y
+ +

sin? %ﬂﬂ 9 sin? 9
CoSs v cos 3 cosy cos O‘Jr?)ﬂ cos 3 2’
Sto je i trebalo dokazati. B
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Zadatak 3.11 Neka je P unutrasnja tacka trougla ABC. DokaZite da je bar
jedan od uglova Z/PAB,/PBC,/ZPCA mangji ili jednak 30°.

¢

Y
vy

Vi ki By B

SL.3

Rjesenje

Oznacimo uglove ovako ooy = ZPAB, 1 =/4PBC, ~ =/PCA, ay=
LCAP, Py =/LABP i 7y = ZBCP (slika 3). Pretpostavimo suprotno
tj. da su uglovi aq, 1,71 vedéi od 30°. Kako je ay + B1 + 71 + ag + [ +
v = 180°, tada je zbog oy > 30°, [; < 150° i ~; < 150°. Analogno,
zbog B > 30° je a; < 150° 1 v < 150° a zbog 11 > 30° je oy <
150° i p; < 150°. Dakle, 30° < aq, B1,71 < 150°, pa je

sin vy sin By sin~y; > 3 9)

Dalje slijedi a; + 81 +71 > 90° i as + B2 + 72 < 90°. Prema nejednakosti
izmedju aritmeticke i geometrijske sredine i Jensenovoj nejednakosti je

3
. . . (Sin Qg + sin 5 + sin ’}/2)
sin ag sin [ sin o 3
1
< sin® M < sin®30° = =,
3 8
odakle je
1
- - - > (10)
Sin ap sin (s sin ¥y
Mnozenjem (9) i (10) dobivamo

sin oy sin 517, 51 (1)

sin qug sin (5 sin 7o

32



Primjenom teorema o sinusima na trouglove ABP, BCP, CAP, redom
dobivamo
sinay sinf; sinyy, | PB| | PC| | PA|
sinf, singe sinas | PA| |PB| | PC|

=1,

Sto znaci da (11) ne vrijedi. Dakle medju uglovima ay, 81,7 koji postoji
barem jedan koji nije vec¢i od 30°, ¢ime smo dokazali tvrdnju zadatka. W

Zadatak 3.12 Neka su «, 3,7 uglovi trougla. Dokazati da vrijedi nejed-
nakost
26

0%
‘= +1tg

t tg? >1

Rjesenje
Posmatrajmo funkciju

Imamo

sin% cos? —+381 %

te f'(z) =

fi(x) =

3z’ 4z
cos® 5 2 cos 5

Kako je f”(z) > 0 za svako x € (0, ), to je f konveksna na intervalu (0, 7).
Stoga, na osnovu Jensenove nejednakosti imamo

1 Q 6] 0% a4 B4 )
| tg* =+t +tg*L | > tP 2—2 2 ti.
3(92+92+92>_9 5 ,

« o] a+ [+
tg®>— +tg*= +t > 3tg? .
95 g +92_ g( 6 )

Zbog o + B + v = m vrijedi

o B

t*— +tg*= +t > 3tg?=. .

g5 ttg +92_ 96 j
t92%+t92ﬁ+tg (—\g—
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3.3 Rjesavanje algebarskih nejednakosti

Zadatak 3.1 Dokazali da za svaki x € (0, +00) vrijedi nejednakost
1

5 5
1— > .
x’ 4 ( x) > 76

RjeSenje

Za x = 0 data nejednakost ocigledno vrijedi. Kako je funkcija f(z) = x
konveksna na intervalu (0, +00), to je prema Jensenovoj nejednakosti

<x+(1—x)>5§x5+(1—x)5

2 2 ’

5

odakle slijedi

1

.
16

2>+ (1—2)° >

Zadatak 3.2 Neka su a,b, c pozitivne realni brojevi takvi da je a+b+c = 1.
Dokazati da vrijedi nejednakost

) e (e T

Rjesenje
1\2 1
Posmatrajmo funkciju f(z) = (:c + —> . Kako je f'(z) = 2(:z: — —3), to je
x T

f(x) = 2(1 + %) > 0 za svaki z € R\ {0}. Dakle f je konveksna na ¢itavoj

domeni (a ne samo na intervalu (0, +00)). Prema Jensenovoj nejednakosti je

2
1\2 1\2 1\2 a+b+c 1
(a—i-a) —|—<b+g> +<C+E> Z?)( 3 +a+§+c>




Zadatak 3.3 Neka su a,b, c pozitivni realni brojevi. Dokazati da vrijedi ne-
jednakost

a“b’ct > (abc) g

RjesSenje
Data nejednakost ekvivalenta je sa

alna+blnb+clne > %Wln(abc).

1
Posmatrajmo funkciju f(z) = zlnx. Kako je f'(z) =Inz+1 i [’(z)=—,
x
toje f"(x) >0 za x>0, paje f konveksna na intervalu (0, +00). Prema
Jensenovoj nejednakosti je
a+b+c, a+b+c < alna+blnb+ clne

In <
3 3 3

odakle dobivamo redom

b
(a—i—b—{—c)ln% <lna®+1nbd* +Inc,

b a+b+c
In (%) < In(a"b’c*),
(a +b+ c>a+b+c

3
Kako je prema nejednakosti izmedju aritmeticke i geometrijske sredine

b
%—i_c > \3/abc’

< a®cc.

konac¢no dobivamo

a+b+c

a"b’ct > ((abc)%)ﬁbﬂ = (abc) 3 . N

Zadatak 3.4 Neka su a,b,c duZine stranica trougla, a s njegov poluobim.
Dokazati da vrijedi nejednakost

a? b? c

+ + > s,
b+c c+a a—+bd

2

35



Rjesenje
2

25 —x

4sx?

Kako je f’(x) = m 1 f”(l‘) =

Posmatrajmo funkciju f(z) =

8 2
ﬁ, to je f"(x) > 0 za 0 < x < 2s. Stoga je f konkavna na intervalu
s—uw

(0,2s). Prema Jensenovoj nejednakosti je

2

atbtc)? a’ b? c
( 3 ) 2s—a + 2s—b + 2s—c

25 — —“+§+C - 3

odakle sredjivanjem dobivamo

a? b? c?

+ + > s.
b+c¢c c¢c+a a+b—

Jednakost vrijedi za jednakostranican trougao.ll

Zadatak 3.5 Neka su a,b,c duZine stranica, a P povrsina trougla. Dokazati
da vrijedi nejednakost
a’ + b* + ¢ > 4PV/3.

Rjesenje
Iz
(a=b2+(b—-c)+(c—a)*>0
slijedi
a?+b* + 2 > ab+ be + ca.
Kako je
p_ absiny acsinf3  besina
o2 2 2
to je
1 1 1
ab+bc+ca:2P<, + — + — )
sinaw  sinf  sinvy
Stoga je

1 1 1
a2+62+c2z2p(, + —+ = )
sina  sinf  sinvy
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1
Posmatrajmo funkciju f(z) = ——, z € R\ {kr:k € Z}. Vrijedi
sin

cosr . sin® x 4+ 2sin z cos? x

f(x) = — 2 i f(x)= 1

sin” x sin® x

Kako je f"(z) > 0 za x € (0, 7), to je funkcija f konveksna na z € (0, 7), pa
prema Jensenovoj nejednakosti

1 sirlloz + sii,@ + sii'y
sin %ﬂﬂ - 3
Odatle dobivamo
1 1 1

> 2/3.

- — =
sina  sinf  sinvy

Stoga je
PP+ >4PV3. 1

Zadatak 3.6 Neka je | x |<1i|y|< 1. Dokazati da vrijedi

2
VI—22 41—y <2 1—(33;3/) .

Rjesenje
Posmatrajmo funkciju f(z) = v/1 — 2. Vrijedi

T 1

f(x):_ﬁ v f(x):_(l_xz)m

Kako je f"(z) < 0 za x € (—1,1), to je f konkavna na intervalu (—1,1).
Prema Jensenovoj nejednakosti za sve x,y € (—1, 1) vrijedi

2
VI—a2Z+ 12 <21 (x;y) .
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Zadatak 3.7 Neka su aq,as, ..., a, pozitivni realni brojevi (n > 2) takvi da
vrijedi ay + as + ... + a, = 1. Dokazati da vrijedi nejednakost

a1 a2
+ +..4+
l+as+as+...4+a, 14+a+a3+..+a,
an n
+ > .
1—|—a1+a2+...—|—an_1 “2n-—1

Rjesenje

n
S obzirom da je Z ar = 1, datu nejednakost mozemo zapisati u obliku
k=1
Stoe st
2—a,  2n-—1
k=1

na intervalu (0, 1). Vrijedi

Posmatrajmo funkciju f(z) = 2
, 2 4

Kako je f"(z) > 0zax € (0, 1), to je f konveksna na (0, 1). Prema Jensenovoj
DI
k=1 _
213w
k=1

2 1

=T

nejednakosti je

ne=2—ap ~

odakle slijedi

3
=
\Y
S
|
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