Prof. dr. Mehmed Nurkanovi¢
Metod operatora

Ovaj metod u nekim situacijama daje najbrzi na¢in odredivanja partikularnog rjesenja nehomogene linearne diferentne
jednadzbe s konstantnim koeficijentima. Osnovna ideja metoda je da, startajuci od diferentne jednadzbe

Pk(E)xn =Tn, (1>
gdje je
Po(E)=E + p B 4 po BY 2 L+
odredujemo partikularno rjesenje pomocu relacije
P = [Pk(E)]flrn.

L Pu(B)rn = 1.

Pri tome je [Py(E)]”" inverzni operator operatora Py(E), to jest operator koji ima osobinu [Py (E)]
Teorem 1 Operator [Py(E)]™" je linearan.

Teorem 2 Neka je Py (b) #0. Tada je

Uocimo da se prethodni teorem moze primijeniti i u slu¢ajevima kada treba naéi [Py (E)] ™' sinan ili [Py (E)] " cos an.
Dovoljno je napisati

6iom + 6—ian ) eian _ e—ian
cosan = ————, sinan=———+
2 ’ 24 ’
a onda primijeniti formulu (2) i linearnost operatora [Pk(E)]_l.
Teorem 3 Vrijedi relacija
[Pu(E)] " 0"y = b" [Pe(bE)] " 7. (3)

Primjer 4 Odrediti (E2 — 4E +41) " 2",

Rjesenje. Kako je Py(E) = E? —4E + 41 i Py(2) = 0, to se u ovom slu¢aju ne moze primijeniti formula (2), jer nije
zadovoljena pretpostavka Teorema 2. Medutim, mozemo primijeniti formulu (3), uzimajuéi r, =1ib=2:

(1)
o [ag AP s+ a)+a1] () =2 41827 (1)

(Py(E)] ' 2" -1 =27 [Py (2E)] 7 (1) = 2" [4E® —8E +41]
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Na sljedetem primjeru ilustrirat éemo primjenu metoda operatora pri rjeSavanju nehomogenih linearnih diferentnih
jednadzbi s konstantnim koeficijentima.
Primjer 5 Rijesiti jednadzbu

Tpto —4Tpi1 +4x, =5-2" +4- 3™



Rjesenje. Jednadzba moze biti napisana u obliku
(E* —4E+4l) @, =5-2" +4-3".
Partikularno rjesenje je dato sa (koriste¢i (3) i (2) te Primjer 4)
o) = (B> —4E +4I) "' (5-2" +4-3")
—5(E* —4E +41)" 2" - 1 + 4 (E* —4E +4I)~

=5.9" {(215)2 —4(2E) + 41} 1) 4 Pj:;a)

13”

PE= §n (n—1)2"+4-3™

Kako je komplementarno rjesenje (Cy + Can) 2™ (C1, Cs proizvoljne konstante), to je opée rjesenje date jednadzbe dato
sa

5
xn:012"+02n~2”+§n2~2”+4~3",
pri ¢emu smo uzeli da je ¢y = C11icy =Cy — g. &

Primjedba 6 Metod operatora moZze se uspjesno koristiti za sniZavanje reda linearne diferentne jednadZbe.
Naime, pretpostavimo da je diferentna jednadzba k-tog reda data u obliku

(E—=XMI)(E—XoI)..(E— M) wp, = 1.
Uvodeéi smjenu yp, = (E — XoI) ... (E — A1) 2, dobit temo jednadzbu
(E - Al[) Yn = Tn,

koja je prvog reda i koju znmamo rijesiti. Nakon toga, problem rjeSavanja polazne jednadZbe se svodi na rjesavanje
jednadzbe (k — 1)-og stepena
(E=XI) .. (E= XDz =yn

s vet poznatim nizom yy,.
Primjer 7 Rijesiti jednadzbu

Tp+2 — 5$n+1 + 61’n =nN.
Rjesenje. Data se jednadzba moze pisati u obliku

(E—-3I)(E -2z, =n.

Zamjenom y,, = (E — 2I) x,,, dobijamo jednadzbu
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n—1 n—1
(Za izracunavanje sume 3% pogledati objasnjenje nize dato za sumu 2%)
k=1

k=1
Dakle,
n 1
E-2] =—=—- - 3"
( ) Tp, 571 +Cy-3

Kao i maloprije, dobija se opce rjesenje polazne jednadzbe

n 1
—2_1li0 .37
a:n:2”A_1( 2 ;nﬂl >+C2-2"

gdje su ¢ i ¢y proizvoljne konstante.
Uocimo da su druga i treca suma u zagradi sume geometrijskog niza, a da smo prvu sumu u zagradi mogli izracunati
koristeéi formulu parcijalnog sumiranja ovako:

vy =k = Az =1
1\k
M= =) = u=a () = -2

[T

1 2n
+22 ok+1 :_27+2_2n—1' *
1 k=1

k

2
1

M7

=
Il

Primjer 8 Metodom operatora rijeiti jednadzbu
Tny2 — 5Tpir + 6z, = (20 —n+1)5", n=0,1,2,....
Rjesenje. Datu jednadzbu napisimo u obliku
(E* —5E+6I)z, = (2n* —n+1)5™

Partikularno rjesenje je dato sa
2P = (B> —=5E+61)"" (2n® —n+1) 5",
Prema (3) , te zbog E = I+ A, imamo

5" (25E% — 25E +61)" ' (2n® —n + 1)

5" [25(I+A)2—25(I+A)+6I}_1 (2n* —n+1)
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S druge strane, komplementarno rjesenje date jednadzbe je mgf) =Cy-2" 4+ Cy - 3" (Cq,Cy proizvoljne konstante).
Prema tome, njeno opce rjesenje je

5" 53 893
n = .on 3 o2 -, - 22 )
Ty C; +Cy-3 —|—6<n 3n 18) &

Naravno, ovaj se metod moze koristiti i za iznalazenje partikularnih rjesenja izostavljanjem proizvoljnih konstanti,
odnosno, u tom sluc¢aju nesto brze, primjenom antidiferentnog operatora.

Zadaci za vjezbu:

3.2.24-3.2.26 (metodom operatora)
i

3.3.15-3.3.17 (metodom operatora)



