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Zehri 1 Senadi



Predgovor

Savremeni pristup obradi odredenih matematickih sadrzaja u primijenjenim nauc-
nim disciplinama, posebno u sluc¢aju ekonomije, zahtijeva veliki stepen simbioze
teorijske komponente i komponente primjene u praksi. Nakon §to se u jednoj
cjelini uvedu osnovni matematicki pojmovi, glavne tvrdnje i metodi, neophodno je
pristupiti njihovoj adekvatnoj primjeni u ekonomskoj praksi. Na taj nacin bi ¢i-
taoci osjetili razloge izuc¢avanja uvedenih teorijskih osnova i samim tim bi prestala
potreba za pitanjima tipa: ”Cemu ovo sluzi, odnosno zbog Gega ucimo ove stvari
iz matematike?”. Novi programski sadrzaji predmeta Matematika za ekonomiste
kako na Ekonomskom fakultetu Univerziteta u Bihatu tako i na ostalim javnim
univerzitetima u Bosni i Hercegovini, posebno u Tuzli, Mostaru i Sarajevu, up-
ravo su i koncipirani na ovaj nacin - da se nakon teorijskih osnova uvode primjeri
primjene u ekonomskoj praksi. Ova knjiga je pokusaj, nadamo se i uspjesan, da
se to 1 ostvari i tako studentima znatno olaksa prihvatanje novog gradiva, te da se
izbjegne suhoparnost matematickih udzbenika koji su oskudijevali primjerima iz
prakse.

Nastojali smo da izbjegnemo isuvise precizan pristup u obradi matematickih
sadrzaja, ali da ipak sve bude korektno napisano, posebno ponekad izbjegavajuci
precizne definicije koristec¢i opisni na¢in njihovog uvodenja. Vet¢inu tvrdnji smo
naveli bez dokaza (osim njih nekolicine), nastoje¢i da izbjegnemo bespotrebno
opteretivanje studenata matematickom teorijom, ali smo zato skoro u svakoj sekciji
naveli po jedan ili vise odgovaraju¢ih primjera primjene obradenih matematickih
sadrazaja u ekonomskoj praksi. Skoro na kraju svake sekcije navedeni su zadaci
za samostalan rad kako bi studenti mogli adekvatno da savladaju predeno gradivo
i da se §to bolje pripreme za ispit.

Knjiga Matematika za ekonomiste ima sedam poglavlja. U prvom poglavlju
obradeni su osnovni elementi matri¢nog racuna i sistemi linearnih algebarskih
jadnedzbi, a kao oblici primjene u ekonomiji navedeni su: model trzisne ravnoteze,
model nacionalnog dohotka i input-output (medusektorska) analiza. U drugom
poglavlju razmatraju se realne funkcije jedne realne varijable, posebno sve ele-
mentarne funkcije i njihove osobine, kao i primjena funkcija u ekonomiji: funkcija



potraznje, funkcija ponude, funkcija troskova, te funkcije prihoda i dobiti (i nji-
hove glavne karakteristike), a na kraju su razmatrani nizovi, opéenito, a onda i
posebno: aritmeticki i geometrijski niz, te pojam grani¢ne vrijednosti niza. Pred-
metom izuCavanja u tretem poglavlju je diferencijalni racun funkcija jedne varijable
i primjena u ekonomiji (posebno grani¢ne funkcije, optimizacija i elasti¢nost). U
okviru cetvrtog poglavlja razmatran je diferencijalni racun funkcija dvije i vise
varijabli i njegova primjena u ekonomiji. Integralni ra¢un (neodredeni i odredeni
integral) razmatrani su detaljno u petom poglavlju i, naravno, primjena integralnog
racuna u ekonomiji. U posljednja dva poglavlja razmatrani su metematicki modeli
u ekonomiji: kontinuirani, u obliku diferencijalnih jednadzbi, i diskretni, u obliku
diferentnih jednadzbi. Ovi posljednji su bitna novina na nasim prostorima u litera-
turi ovakve namjene, a sadrze niz zanimljivih primjera iz ekonomske prakse kao
§to su: izra¢unavanje kamate na Stedne uloge, izrada amortizacionog plana otplate
zajma, model paukova mreza, model pregovora menadznenta i radnika i sli¢no.

Nadamo se da ¢e, ovako koncipirana, knjiga Matematika za ekonomiste biti
od koristi studentima pri savladavanju istoimenog predmeta kao i nekih drugih
predmeta s kojima ¢e imati priliku da se susretnu u toku studija.

Recenzentima, emeritusu prof. dr. Huseinu Pagagi¢u i prof. dr. Tihomiru
Hunjaku, najiskrenije se zahvaljujemo na ulozenom trudu i korisnim sugestijama
koje su doprinijele kvalitetnijem izgledu ove knjige.

Duboko smo svjesni, naravno, ¢injenice da postoje i neki propusti u pisanju ove
knjige, te se unaprijed zahvaljujemo svim pazljivim ¢itaocima na argumentiranim
primjedbama koje mogu poslati na mail adrese: mehmed.nurkanovic@untz.ba i
omer.kurtanovic@hotmail. com.

Tuzla - Biha¢, juni 2013. godine Autori
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Poglavlje 1

Matricéni racun i sistemi
linearnih algebarskih jednadzbi

1.1 DMatrice i determinante

1.1.1 Pojam matrice

Promatrajmo mjesec¢ne prikaze prodaje razli¢itih tipova automobila na razliitim
prodajnim mjestima za mjesece oktobar i novembar:

| JA1[A2[A3]A4] | [A1][A2]A3[A4]
P1| 20| 15| 9 | 10 P1L| 15|12 | 7 8
P2 15|10 | 6 5 P2 16 | 8 3 2
P3| 5 3 2 4 P3| 6 2 1 2
Tabela 1.1 - Oktobar Tabela 1.2 - Novembar

Uocavamo da su tabele veoma pregledne i da iz njih precizno mozemo ustanoviti
koliko je kojeg tipa automobila (A1, A2, A3, A4) prodano na pojedinim prodajnim
mjestima (P1, P2, P3). Vidimo da su nam u vertikalnim kolonama rasporedene
koli¢ine prodatih automobila pojedinog tipa, a da su u horizontalnim redovima
poredane koli¢ine prodatih automobila po prodajnim mjestima. Tako mozemo
procitati da su nam u prvoj koloni (za oktobar i novembar, redom) sljedeé¢i podaci

20 15
15 1 16
5 6
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a da su, recimo u drugom horizontalnom redu (za oktobar i novembar, redom)
sljede¢i podaci
15 10 6 5
i
6 8 3 2

Naravno, u praksi se susretemo sa znatno ve¢im tabelama, tj. s vetim brojem
vertikalnih kolona i horizontalnih redova i to za svaki od 12 mjeseci u godini. Rad
s tako velikim brojem podataka je danas znatno olaksan upotrebom ra¢unara.
No, operateru koji radi s ovakvim tabelama ¢esto nisu potrebni prvi red horizon-
talno (s podacima o tipovima automobila) i prva kolona vertikalno (s podacima
o prodajnim mjestima) u tabeli, jer ih obi¢no znaju "napamet”. Dakle, oni bi se
sigurno dobro snagli i s podacima iz ovih tabela ako bismo izbrisali horizontalne
i vertikalne linije, kao i objasnjenja o tipovima automobila i prodajnim mjestima.
Drugim rije¢ima, ¢ak i ovakav raspored podataka za oktobar i novembar

20 15 9 10 15 12 7 8
15 10 6 5 16 8 3 2
5 3 2 4 6 2 1 2 (1.1)
Tabela 1.1A Tabela 1.2A

bi njima bio razumljiv i praktican za manipulaciju. Pogotovo takav raspored po-
dataka je prakti¢an za unos u racunar i manipulaciju tim podacima. Jedino, kako
ne bi pri bliskom zapisivanju susjednih tabela doSlo do mijesanja njihovih po-
dataka, podatke iz (1.1) éemo, za svaku tabelu posebno, po konvenciji, staviti ili u
malu ili u srednju zagradu i dobiti unutar njih pravougaone sheme brojeva. Ovo
znaci da Tabeli 1.1 mozemo jednoznac¢no pridruziti sljede¢u pravougaonu shemu
brojeva

20 15 9 10
5 10 6 5 |,
5 3 2 4

a Tabeli 1.2 sljedetu pravougaonu shemu

15 12 7 8
6 8 3 2
6 2 1 2

Ovakve pravougaone sheme brojeva zvat ¢emo matricama. Matrice oznacavamo
velikim slovima abecede kao, na primjer, u nasem slucaju:

20 15 9 10 15 12 7 8
A= 15 10 6 5 iB=|16 8 3 2
5 3 2 4 6 2 1 2



1.1 Matrice i determinante

U svakoj od navedenih matrica ta¢no znamo koji se elementi nalaze kako u poje-
dinim kolonama tako i u pojedinim horizontalnim redovima (koje éemo ubuduée
zvati vrstama). Svaki pojedini podatak u matrici nazivamo elementom matrice.
Jasno je da je polozaj svakog elementa date matrice potpuno odreden rednim bro-
jem kolone i rednim brojem vrste u kojima se on nalazi. Tako se, broj 3 u matrici
A nalazi u 3. vrsti i 2. koloni, a u matrici B isti broj se nalazi u 2. vrsti i 3.
koloni. Zbog toga broj 3 iz matrice A mozemo opéenito oznaciti sa azy = 3, dok
ga kao element matrice B mozemo zapisati kao beg = 3. Dakle, prvi broj u indeksu
oznacava redni broj vrste, a drugi broj u indeksu oznacava redni broj kolone u
kojima se element nalazi. Opéenito, matrica moze imati, kao i odgovarajuéa joj
tabela, proizvoljan broj vrsta i proizvoljan broj kolona, recimo m vrsta i n kolona.
Za takvu matricu kazemo da je formata m x n. U nagem primjeru matrice A i B
su obje formata 3 x 4.
Sada mozemo dati sljede¢u definiciju matrice.

Definicija 1.1 Matrica A formata m X n je pravougaona shema elemenata a;;
koji su poredani uw m vrsta i n kolona.

Elementi a;; su obi¢no realni ili kompleksni brojevi u op¢em slucaju, no kod
nas ¢e oni biti realni brojevi budué¢i da nas zanima primjena u ekonomiji i da se
oslanjamo na odgovarajuce tabele pri formiranju matrice. Opéenito, oznaka a;;
znaci da se element matrice A nalazi u i-toj vrstii j-toj koloni. Matricu A formata
m X n eksplicitno ¢emo pisati u obliku

ail 612 Qin
az1 G222 - Q2
A=| 7 " (1.2)
aml Am2 " Omn
ili krac¢e kao
A=ai], (ie€{1,2,..m},j€{1,2,..,n}). (1.3)
Tako imamo, na primjer, da je:
. [ 1 3 =5
- matrica 20 10 formata 2 x 3;
- matrica [ 2 5 -1 7 ] formata 1 x 4;
[0
- matrica | 5 | formata 3 x 1.
| 9
Matrici formata 1 X n:
[ ail a2 - Gin ]
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dat ¢emo i naziv matrica vrsta ili vektor vrsta, dok éemo matrici formata m x 1:

a1
a21

am1

dati i naziv matrica kolona ili vektor kolona.

U specijalnom sluc¢aju, kada je m = n, matrica ima jednak broj vrsta i kolona,
pa se ona tada naziva kvadratnom matricom. Kvadratne matrice igraju vrlo znacaj-
nu ulogu u matriénom rac¢unu i njegovoj primjeni u rjesavanju sistema linearnih al-
gebarskih jednadzbi. Zato ¢emo istaknuti neke vazne ¢injenice vezane za kvadratne
matrice.

Za kvadratnu matricu formata n x n krate éemo reci da je kvadratna matrica reda
n, uz obavezno naglagavanje rije¢i "kvadratna”. Koristit ¢emo, u skladu s (1.2),
opceniti zapis kvadratne matrice:

a1 a2 -+ Qip
ag) a2 - Az,

T e (1.4)
an1 Aap2 - dpn

U kvadratnoj matrici (1.4) elementi a11, asa, ..., any, ¢ine glavnu dijagonalu matrice
A, a njihov zbir
TrA=ai1+ a2+ ...+ anp

nazivamo tragom kvadratne matrice A.
Navedimo sada neke specijalne kvadratne matrice. Matricu oblika

a1 a2 a3 - Gl
0 ag a3z -+ a9
0 0 ass asn s (]. 5)
0 0 0 - anpn

tj. kvadratnu matricu ¢iji su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli
nazivamo gornjom trougaonom matricom. Analogno se definira i donja trougaona
matrica kao kvadratna matrica ¢iji su svi elementi iznad glavne dijagonale jednaki
nuli.



1.1 Matrice i determinante

Ukoliko su svi elementi kvadratne matrice jednaki nuli, osim onih na dijagonali,
tj. a;; = 0 za sve 7 # j, odnosno ako je

[di 0 0 -+ 0
0 do 0 -+ 0
0 0 d -~ 0 |, (1.6)
0 0 0 - dy |

tada matricu nazivamo dijagonalnom matricom. Specijalno, ako je u dijagonalnoj
matrici d; = d # 0 za sve i € {1,2,...,n}, onda matricu nazivamo skalarnom
matricom, a ako je u skalarnoj matrici d = 1, tj.

100 - 0
01 0

=001 - 0, (1.7)
(000 - 1]

matricu nazivamo jediniénom matricom i oznacavat ¢emo je sa I ili sa I, ako
zelimo naglasiti kojeg je reda (formata).

Osim toga, matricu bilo kojeg formata ¢iji su svi elementi jednaki 0 nazivamo nula
matricom i oznacavamo sa Oy, xn. Tako je nula matrica formata 3 x 2 oblika

0 0
O30=1]0 0
0 0

Kod matrica je vazno definirati relaciju jednakosti.

Definicija 1.2 Za matrice A = [a;;] i B = [bi;] kaZemo da su jednake ako su
one istog formata i ako su im odgovarajuéi elementi medusobno jednaki (tj. ako je
aij = bij, za sve i € {1,2,....,m},j € {1,2,...,n}).

Primjer 1.1 Odrediti parametre a,b € R tako da matrice A i B budu jednake ako
je
_|a—=b 3a | —2a+b 2b
A_[a—l-b 1}’3_[ 5 1]

Rjesenje. Prema definiciji jednakosti dviju matrica slijedi, po$to su one istog
formata, da mora biti

a—b = —2a+0b,
3a = 2b,
a+b = 5.
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3
Prva i druga jednadzba su ekvivalentne i iz njih imamo da je b = 5% pa zamjenom
u tretoj jednadzbi, dobijemo

—a =25,

odaklejea=21b=3. &

1.1.2 Operacije s matricama
Sabiranje matrica

Pretpostavimo da treba napraviti zbirni izvjestaj prodaje automobila po prodaj-
nim mjestima za mjesece oktobar i novembar iz prethodne sekcije. Sasvim je jasno
da &e nova tabela imati podatke koji predstavljaju zbireve odgovarajucih podataka
iz odvojenih tabela po mjesecima, tj. imat ¢emo

| [AT[A2[A3] Ad]
P1| 35|27 | 16 | 18
P2 31|18 ] 9 7
P3| 11| 5 3 6
Tabela 1.3 - Zbirni izvjestaj

Njoj se moze pridruziti jednoznaéno sljedeca matrica

35 27 16 18
cC=|(31 18 9 7 |,
11 5 3 6

koja, adekvatno tome, predstavlja zbir matrica A i B koje odgovaraju Tabeli 1.1
i Tabeli 1.2, odnosno vrijedi

20 15 9 10 15 12 7 8 35 27 16 18
15 10 6 5 |+ 16 8 3 2| =31 18 9 7
5 3 2 4 6 2 1 2 11 5 3 6

Ocigledno je da ima smisla sabirati samo matrice istog formata (po ugledu na
odgovarajuce tabele). Pravilo sabiranja za matrice A i B istog formata m x n se
moze matematickom simbolikom zapisati na sljedeci nacin:

A+B=C & aj+bj =cij (ie{1,2,....m},j€{1,2,...,n}). (1.8)

Analogno se izvodi i oduzimanje matrica istog formata tako §to izvrsimo oduzi-
manje odgovarajucih elemenata tih matrica u navedenom smjeru, tj. vrijedi

A-B=C<« ajj — bij = Cij (Z S {1, 2, ,m} ,J € {1, 2, ,n}) (19)



1.1 Matrice i determinante

Primjer 1.2 Date su matrice
1 =10 5| . 10 5 -3
A‘[—4 2 —5] ”B_[ 0 —5 8}
Odrediti A+ B i A — B.

Rjesenje. Prema navedenim pravilima za sabiranje i oduzimanje matrica, posto
su one istog formata, imamo

1 -10 5 10 5 -3
A+B = [—4 2 —5}+[0 -5 8]

1410 —1045 54+(=3)] [ 11 -5 2
440 24(=5) —548 | | -4 -3 3|’

1 -10 5] [10 5 -3
—4 2 =5 0 -5 8
_[1-10 -10-5 5—(-3)
T | —4-0 2—-(=5) -5-8

a-n — |

-9 -15 8
—4 7T —13

].4.

MnozZenje matrica

Navedimo prvo pravilo mnozenja matrice skalarom (brojem). Opet éemo se posluzi-
ti tabelom iz prethodne sekcije. Neka treba napraviti tabelu plana prodaje au-
tomobila po prodajnim objektima za mjesec decembar tako da prodaja bude ud-
vostru¢ena u odnosu na mjesec oktobar. Jednostavno zaklju¢ujemo da sve podatke
u Tabeli 1.1 treba udvostruciti, tj. pomnoziti sa 2. Dakle, trazena tabela s planom
dvostrukog uvetanja prodaje u odnosu na mjesec oktobar bit ¢e

| [A1]A2[A3]Ad]
P1] 40 ] 30 | 18 | 20
P2 30 | 20 | 12 | 10

P3| 10| 6 4 8
Tabela 1.4 - Plan za decembar

Njoj pridruzena matrica je

40 30 18 20 2.20 2-15 29 2-10
C = 30 20 12 10 | =] 2-15 2-10 2-6 2-5
10 6 4 8 2.5 23 22 2-4
20 15 9 10
= 2-|1 15 10 6 5 = 2A.
5 3 2 4



1. Matri¢ni racun i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Prema tome, matricu mnoZimo skalarom (brojem) tako da svaki element te matrice
pomnozimo tim skalarom (brojem), tj.

C=kAs Cij = kaij (Z S {1, 2, ,m} ,J] € {1, 2, ,n}) (1.10)

Znatno je slozenije izvesti pravilo mnozenja matrice matricom, a koje ima prak-
ticnog (i samim tim logi¢nog) smisla. U tu svrhu razmotrimo ovakav zadatak:

Data je tabela pregleda cijena pojedinih tipova automobila ¢ troskova njihovog skladi-
Stenja

| [ Cijena (§) [ Troskovi skl. ($)

Al 20000 100
A2 25000 120
A3 32000 170
A4 35000 150
Tabela 1.5

Napraviti preglednu tabelu ukupnih vrijednosti prodatih automobila i ukupnih trosko-
va skladistenja po pojedinim prodajnim objektima za mjesec oktobar.

Trazena pregledna tabela treba da je oblika

| ] Uk. vrijednost ($) | Uk. troskovi skl ($) |
P1
P2
P3

Tabela 1.6

Da bismo dobili ukupnu vrijednost svih prodatih automobila na prodajnom mjestu
P1 za mjesec oktobar treba broj prodatih automobila svakog tipa pojedina¢no u
tom prodajnom objektu pomnoziti s njegovom cijenom i rezultate sabrati:

H Cijena (%) ‘
20000
[ P1[20]15[9]10] 25000
32000
35000

Uk. vrij. za P1: 20 - 20000 + 15 - 25000 4 9 - 32000 4+ 10 - 35000 = 1413000.

Uotavamo pravilo:



1.1 Matrice i determinante

Da bismo dobili vrijednost u prvoj vrsti i prvoj koloni Tabele 1.6 (rezultujuce tabele)
mnoZili smo odgovarajuce elemente prve vrste Tabele 1.1 i prve kolone Tabele 1.5, a
onda ih sabrali (taj zbir ¢emo zvati kanonskim proizvodom prve vrste iz Tabele
1.1 i prve kolone iz Tabele 1.6).

Analogno dobijamo ostale elemente u prvoj koloni Tabele 1.6:

Uk. vrij. za P2: 15 - 20000 + 10 - 25000 + 6 - 32000 + 5 - 35000 = 917000,
Uk. vrij. za P3: 5 - 20000 4+ 3 - 25000 + 2 - 32000 + 4 - 35000 = 379000.

Po istom principu popunjavamo i elemente druge kolone u Tabeli 1.6. Tako vri-
jednost u prvoj vrsti i drugoj koloni Tabele 1.6 dobijamo kao zbir proizvoda odgo-
varaju¢ih elemenata prve vrste iz Tabele 1.1 i druge kolone iz Tabele 1.5:

| Troskovi skl. ($) |
100
[ P1[[20[15][9]10 | 120
170
150

Uk. vrij. tr. skl. za P1: 20100 + 15-120 +9 - 170 + 10 - 150 = 6830.

Analogno dobijamo i ostale vrijednosti u drugoj koloni Tabele 1.6:

Uk. wvrij. tr. skl. za P2: 15-100410-120+6 - 170 + 5 - 150 = 4470,
Uk. wvrij. tr. skl. za P3: 5-100+3-120+2-170 + 4 - 150 = 1800.

Popunjena Tabela 1.6 izgleda ovako:

’ | Uk. vrijednost ($) | Uk. troskovi skl ($) |

P1 1413000 6830

P2 917000 4470

P3 379000 1800
Tabela 1.6 A

Rezultate u Tabeli 1.6A smatrat ¢emo proizvodom Tabele 1.1 i Tabele 1.5. Ako
predemo na njima pridruzene matrice (matrica A za Tabelu 1.1, matrica B za

9



1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Tabelu 1.5 i matrica C' za Tabelu 1.6A), imat ¢emo:

o0 15 0 10 20000 100
c - |5 10 6 5 || 25000 120
I B, 32000 170 | —
. 30000 150

[/ 2020000 + 15 - 25000 20100+ 15-120 Y ]
+9 - 32000 + 10 - 35000 +9-170 + 10 - 150

_ 15 - 20000 + 10 - 25000 15-100 +10-120
B +6 - 32000 + 5 - 35000 +6-170 + 5 - 150

5 - 20000 + 3 - 25000 5-100+3-120
+2- 32000 + 4 - 35000 +2-170 + 4 - 150

[ 1413000 6830
= 917000 4470 | = AB.
| 379000 1800

Op¢enito pravilo za mnozenje matrica Ai B (AB = C):

P1. Duvije se matrice mogu mnoziti samo ako prva od njih (A) ima onoliko
kolona koliko druga (B) ima vrsta , npr. da su formata Apxp @ Bpxn.

P2. Element c;; rezultujuce matrice C' je kanonski proizvod i-te vrste prve
matrice, matrice A,,xp, i j-te kolone druge matrice, matrice Bpxy,, tj.

Cij = aﬂblj + aingj + ...+ aipbpj (Z S {1, 2, ..., m} ,] € {1, 2, ..., n}) (1.11)

ili skra¢eno

p
cij =Y apb; (i €{1,2,...,m},j €{1,2,..,n}). (1.12)
k=1

Uocimo da je tada rezultujuca matrica C' formata m X n, tj. vrijedi

AmXp : Bp><n = Umxn- (113)
Pravilo P2 se moze ilustrirati na sljede¢i nacin:
_ o b, i _ -
J
L 4 L byj d L J

10



1.1 Matrice i determinante

Primjer 1.3 Date su matrice

2 0
BT
2 —1

Izracunati: AB 1 BA.

Rjesenje. a) Za proizvod AB prvo provjerimo pravilo P1. Imamo Asyxs i
Bsx2, $to znaci da taj proizvod postoji i jednak je odredenoj matrici Coxs. Sad
primijenimo pravilo P2:

- 2 0
- [ 1200
- 2 -1

1:2+42:0+0-2 1-042-240-(=1)
T 1 (-2)-243:04+1-2 (=2)-0+3-2+1-(=1)

[ 24
-2 57

b) Pravilo P1 je zadovoljeno za proizvod Bsxsa - Aaxs, tako da je rezultujuca
matrica C3x3. Prema pravilu P2 imamo

2 0
120
BA - : { ]
_2 2 3 1
2.1+0-(-2) 2-240-3  2.0+0-1
= 0-1+2-(-=2) 0-242-3  0-0+2-1
214+ (=1)(=2) 2-2+4(=1)-3 2-04(=1)-1
[ 2.4 0
= | -46 2|. &
41 -1

Napomena 1.1 Primijetimo da u prethodnom primjeru ne vrijedi zakon ko-
mutacije za mnoZenje matrica, jer je AB # BA. MoZe se ¢ak dogoditi da
jedan proizvod postoji, a drugi ne. I u slu¢aju kvadratnih matrica ne vrijedi zakon
komutacije za mnoZenje. Sta vise, matrica A formata m x n, za m # n, ne moe
se pomnoZiti sama sa sobom, tj. ne postoji proizvod AA = A?. Taj proizvod postoji
samo ako je matrica A kvadratna matrica.

11



1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Napomena 1.2 Jedini¢na matrica I ima vaZnu osobinu u operaciji mnozenja s
nekom drugom matricom s kojom se moZe pomnoZiti. Naime, kao $to broj 1 igra
ulogu neutralnog elementa za mnozenje realnih brojeva, tj. da za svaki realan broj
a vrijedi a -1 =1-a = a, tako i jedini¢na matrica igra ulogu neutralnog elementa
za mnozenje matrica, tj. vrijedi:

Amxn : In = Aan7 Im : Amxn = Amxn, In : Anxn = Anxn . In = Anxn-

Takoder, nula matrica ima vainu osobinu neutralnog elementa pri sabiranju ma-
trica (kao Sto broj 0 igra ulogu neutralnog elementa za sabiranje realnih brojeva:
a+0=04+a=a,acR) tj. vrijedi

Onxn + Amxn = Amxn + Omxn = Amxn
za bilo koju matricu Apxn.
Koristeci pravila (1.8) i (1.10), moze se pokazati da operacije sabiranja matrica
i mnozenje matrice skalarom imaju sljede¢e osobine.
Za proizvoljne matrice A, B, C istog formata m x n i «, 8 € R vrijedi:
A+ B = B+ A (komutativnost sabiranja matrica),

A+ (B+C) = (A+ B)+ C (asocijativnost sabiranja matrica),
A+ Onyxn = Opxn + A (nula matrica je neutralni element za sabiranje

W=

matrica),

4. A+ (—A) = (—A) + A = Opxn (egzistencija suprotne matrice),
5. (aB) A = a (84),

6. (+P)A=aA+ A,

7. a(A+ B) = aA+ aB,

8. 1-A=A.

U matematici se skup koji ima ovakvih osam osobina naziva vektorskim prostorom,
pa zbog toga skup svih matrica istog formata ¢ini vektorski prostor.

Sliéno ovome i operacija mnozenja ima neka bitna svojstva. Pretpostavimo da
su matrice A, B, C' odgovaraju¢ih formata. Tada vrijedi:

1. A(BC) = (AB)C (asocijativnost mnoZenja matrica),

2. A(B+C) = AB+AC (distributivnost slijeva mnoZenja matrica prema sabi-
ranju),

12



1.1 Matrice i determinante

3. (B+C)A = BA+CA (distributivnost zdesna mnoZenja matrica prema sabi-
ranju),

4. A- Om><n = Om><n CA = Omxn-

Vidjeli smo da mnozenje matrica nije komutativno, te zbog toga moramo strogo
voditt racuna da li se mnoZzenje nekom matricom obavlja s lijeve ili s desne strane
(8to ¢e posebno do¢i do izrazaja prilikom rjesavanja matriénih jednadzbi nesto
kasnije).

Napomena 1.3 Napomenimo da dijeljenje matrica ne postoji i nema nikakva
A

smaisla pisati kolienik dvije matrice, npr. 5

Definicija 1.3 Ako je A kvadratna matrica reda n, onda definiramo m-ti stepen
matrice A (m € N) na sljedeéi nacin:

Al=A i A=A A" zam > 2.
Takoder, po definiciji smatramo da je A° = 1I,,.

1 2

0 —1 ] i polinom P (x) = x? — 2x + 3.

Primjer 1.4 Data je matrica A = [
Izra¢unati P (A).

Rjesenje. Kako mozemo pisati da je P (x) = 2% — 22 + 32 i imajuéi na umu
da je A? = I,, vidimo da je

P(A) =A% —-2A+3I.

Izra¢unajmo prvo matricu A

eeann[) 2] 3 3]0

pa je sada
a2 I I SV 1 2 10
P(A) = A 2A+SI—[0 1 2 0 —1 +3 0 1

[2 —4

0 6}*

13



1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Transponirana matrica

Definicija 1.4 Ako je matrica A formata mxn, tj. A = [a;] tada za matricu

AT = [ajq]

mxn’

nxm kazemo da je transponirana matrica matrice A.

Dakle, transponirana matrica AT se dobije kad u matrici A odgovarajuce vrste
zamijene mjesta s odgovarajué¢im kolonama (prva vrsta s prvom kolonom, druga
vrsta s drugom kolona, itd.). Na primjer, matrica

104 5
A= -2 3 1 2
010 =3
ima transponiranu matricu
1 -2 0
0o 3 1
T _
A= 4 1 0
5 2 =3
Osobine transponiranja matrice:
1. (A+B)' = AT 4+ BT,
2. (AT)" = 4,
3. (AB)T = BT AT,
1 2 -1 2 21
Primjer 1.5 Zadane su matrice A = 01 2|¢+:B=|-256
-1 2 2 -3 49

Lzracunati AT BT — BT AT,

Rjesenje. Odredimo prvo transponirane matrice datim matricama:

1 0 —1 2 —2 -3

AT = 21 2|, B'=2 5 4

-1 2 2 1 6 9

Sada imamo

10 17 [2 -2 =37 [1 -8 —12]
ATBT = 2 1 2 2 5 4 |=|8 13 16 |,
-1 2 I L1 6 9] |4 24 29|
(2 —2 =37 [ 10 -17 [1 -8 —12]
BTAT = |2 5 4 1 2|=1]8 13 16 |,
1 6 9] [-12 2] [4 24 29 |




1.1 Matrice i determinante

pa je
1 -8 —12 1 -8 —12 000
ATBT - BTAT =8 13 16| —-|8 13 16 |=]0 0 0 &
4 24 29 4 24 29 000
(@] (@] (e]

Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti parametre a,b € R tako da matrice A i B budu jednake ako je

| 2a+b  2a | —a+3b 140
e T BN e

2. Napisite matricu A = [2 é],akoje a= [ -1 ] ib:[o}.

2 1
2a% — 1 0 0
3. Odrediti realne parametre a i b tako da matrica D = | a3 — 8 2e  a—b
0 —a+b 0
bude dijagonalna.
2 0 0

4. Odrediti parametre a,b € R tako damatrica A= | a> -9 a+b 0 | bude
-1 0 2
skalarna.

5a—b> 264+3 9
5. Odrediti parametre a, b € R tako da matrica A = a®—16 2 -1
V¥—a-5 4—a 1

bude gornja trougaona.

6. Date su matrice

Odrediti: a) AB, b) BA.
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

10.

11.

. Izracunati AB — BA, ako je

1 0 3 0 1
A=14 -1 5|, B=| -1 3 0
o 17 0 5 2
2 0 1 2 -2 0
Zadane su matrice A= | 0 1 2| iB= 1 0 6 |. Izracunati
0 2 -1 -3 40
ATBT — BTAT.
Za kvadratnu matricu A kazemo da je idempotentna ako je A2 = A. Za koje
b 0 b
je vrijednosti realnih parametara a i b matrica A = | ¢« 1 0 | idempo-
1 0 1
tentna?
1 2 -1
Data je matrica A = | 0 —1 2 | i polinom P (z) = 32% — 5z + 1.
3 0 4
Izracunati P (A).
Date su matrice A = 21 iB= 10 Izracunati f (A)- f (BT)
1 =30 12 =3

ako je f(z) = (x+ 1) (2z — 1).

1.1.3 Pojam determinante

Pretpostavimo da treba rijesiti matriénu jednadzbu

AX = B,

gdje su A i B kvadratne matrice istog reda n. Buduéi da ne postoji operacija
dijeljenja matrica, postavlja se pitanje kako odrediti nepoznatu matricu X. Da
imamo takav problem u skupu realnih brojeva, u slu¢aju jednadzbe ax = b, za
a # 0, njeno rjesenje bismo mogli napisati u obliku

x=a"'b.

Vodeni ovom analogijom, pokazat éemo kasnije da i rjeSenje date matri¢ne mozemo
zapisati u obliku

X = A"'B,
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1.1 Matrice i determinante

pri éemu ¢emo matricu A~ zvati inverznom matricom matrice A. Vaznu ulogu
u izraCunavanju inverzne matrice igrat ¢e jedan poseban matematicki pojam koji
zovemo determinanta. Stoga je neophodno posebno se pozabaviti pojmom deter-
minante i njenim osobinama.

Mi ¢emo da izbjegnemo preciznu definiciju determinante pomoéu permutacija
koja je vrlo komplicirana i navest ¢emo njenu opisnu definiciju.

Neka je A kvadratna matrica reda n. Determinanta te matrice je broj, u oznaci
det A ili |A|, koji se na jednoznatan nacin pridruzuje matrici A. Taj jednoznacan
nacin pridruzivanja objasnit éemo postepeno. Prvo naglasimo da samo kvadratna
matrica ima determinantu i da je determinanta broj, za razliku od odgovarajuce
matrice koja je pravougaona shema brojeva, tj. cio blok brojeva.

U slucaju da je A kvadratna matrica reda 1, tj. ima samo jedan element, onda
je determinanta te matrice jednaka upravo tom elementu.
ailr 412

Za kvadratnu matricu drugog reda, tj. matricu A =
az1  G22

] definiramo

njenu determinantu na sljede¢i nacin:

ail a2
a1 Q22

det A = = a11a22 — a120a21. (115)

Drugim rije¢ima, ona se dobije oduzimanjem proizvoda elemenata matrice A po
sporednoj dijagonali od proizvoda njenih elemenata na glavnoj dijagonali.

Ubuduce treba strogo razlikovati pravougaonu shemu brojeva u uglastoj zagradi
(8to je matrica), od one u uspravnim zagradama ($to je determinanta).

Primjer 1.6 Izracunati determinante sljedecih matrica:

a)A:[_g ;1] b)B:[_; _01}

Rjesenje. Imamo:

a)detA—’_g 2‘—3-2—4-(—5)—26,
b)detB:’_E)2 _Ol‘z(—z) (—1)-0-5=2. &

Determinantu kvadratne matrice treteg reda definiramo na sljedeéi nacin:

ailp aiz2 a3
det A = a1 Q22 a3 | =

az1 as2 as3

= (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32) — (az1a22a13 + as2a3a11 + azzaziai2) .
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

To se moze iskazati tzv. Sarrusovim pravilom, prema kojem se determinanti dopisu
zdesna prva i druga kolona i zatim se sa predznakom ”+” ra¢unaju proizvodi
elemenata na glavnoj dijagonali i na pravcima koji su s njom paralelni, dok se sa
predznakom ”—" racunaju proizvodi elemenata sa sporedne dijagonale i sa dva

pravca njoj paralelna, a zatim se svi tako dobijeni proizvodi saberu:

a1l a2 a1z | a1l a12
det A= | as1 azx as3 | a1 age =
a31 az2 ass | a3l as2

= 111022033 + 012023031 + 013021032 — (31022013 — 432023011 — G33021012.

1 0 =2
Primjer 1.7 Izracunati determinantu matrice A = 2 4 -1
-1 2 0

Rjesenje. Prema Sarrusovom pravilu, imamo

10 -2 10
det A = 2 4 -1 2 4 =1-4-0+0-(-1)(-1)+(-2)-2-2
-1 2 0| -1 2
—(-1)-4-(-2)—=2-(-1)-1-0-2-0
= —14. &

Napomena 1.4 Sarusovim pravilom se mogu izracunavati samo determinante
kvadratnih matrica treceg reda. U slucaju matrica viseg reda ovo se pravilo me
moZe koristiti i tada se koristi tzv. Laplaceov razvoj. No, prije toga moramo se
upoznati s jo§ nekim pojmovima.

Definicija 1.5 Determinanta reda n—1 koja se iz determinante n-tog reda dobije
1zostavljanjem jedne vrste i jedne kolone naziva se subdeterminantom te deter-
minante. Izostavljanjem i- te vrste i j-te kolone determinante n-tog reda, u ¢ijem
se presjeku nalazi element a;j, dobije se subdeterminanta koj se naziva minorom
elementa a;;, v oznaci M;;.

1 0 2
Primjer 1.8 Izracunati sve minore determinante | 3 —1 0
0 2 4
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1.1 Matrice i determinante

Rjesenje. Prema gornjoj definiciji, imamo

-1 0 3 0 3 -1
My = 9 4‘——4,M12—'0 4‘—12 M13—‘0 2‘—6,
0 2 1 2 1 0
My = 9 4‘—4,M22—‘0 4‘— M3 = ‘0 2'—2,
0 2 1 2
Mz = | 0‘—2, M32—‘3 O‘ —6; M3z = ‘ ‘——1- L)

Definicija 1.6 Algebarskim komplementom ili kofaktorom clementa a;; de-
terminante det A, odnosno matrice A, nazivamo broj A;j = (—1)""7 M;;.

Primjer 1.9 Odrediti algebarske komplemente svih elemenata matrice
-1 31

0 -1 4

5 20

h S
I

Rjesenje. U skladu s prethodne dvije definicije, imamo

-1 4 0 4 0 -1
Ay = 9 0 —8; A12——‘5 0’—20, Az = 5 2)—5,
3 1 -1 1 -1 3
Ay = —’2 0’—2,1422—' 5 0'——5, A23——‘ 5 2‘—17,
3 1 -1 1 -1 3
Az = 14 —13,A32——' 0 4'—4,1‘133— 0 1‘—1 &

Sada smo u moguénosti da navedemo opée pravilo za izra¢unavanje vrijednosti
determinante bilo kojeg reda.

Teorem 1.1 (Laplaceov razvoj) a) Vrijednost determinante kvadratne matrice
A reda n jednaka je zbiru proizvoda elemenata proizvoljne vrste i njima odgovara-
jucth kofaktora, tj.

det A = a1 Ain + apAis + ... + ainAin (Z S {1, 2, ..., n} ), (1.16)

Sto je tzv. Laplaceov razvoj po i-toj vrsti.
b) Vrijednost determinante kvadratne matrice A reda n jednaka je zbiru proizvoda
elemenata proizvoljne kolone i njima odgovarajucih kofaktora, tj.

det A = alelj -+ anggj + ...+ anjAnj (j € {1, 2, ,n} ), (117)

Sto je tzv. Laplaceov razvoj po j-toj koloni.
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Buduéi da je i u jednom i u drugom razvoju izbor vrste ili kolone po kojoj se razvoj
odvija proizvoljan, o¢igledno je najbolje izabrati onu vrstu ili kolonu u kojoj imamo
najvise nula. Naime, tada i ne treba traziti kofaktor elementa koji je jednak nuli,
jer odgovarajuci proizvod je nula.

Primjer 1.10 Izracunati vrijednost determinante matrice
5
2
6

Rjesenje. Uotavamo da je najveci broj nula u tretoj koloni, pa ¢emo izvrsiti
Laplaceov razvoj upravo po toj koloni:

det A=0-Ajz3+ (—1) - Aoz +1-A334+0- Ag3 = —Agz + Ass.

Imamo
1 -2 311 =2
Ay = —10 2 410 2 =—(-2-244+0—-18—-24—-0) =68,
3 6 —11| 3 6
1 -2 311 =2
Az = +13 5 0] 3 5 =—-540454—-45-0—-6= -2,
3 6 —11| 3 6
pa je

det A=—-68—-2=-70. &

Primjer 1.11 Izracunati vrijednost determinante jedinicne matrice, kao i gornje
trougaone matrice.

Rjesenje. Koristeti Laplaceov razvoj po prvoj koloni imamo

100 --- 0
1 0 0 L0
detl,=|0 0 1 -0 :1.A11:det1n_1:...=det12:‘0 1’:1,
000 --- 1
Dakle, vrijedi
det I, = 1. (1.18)
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1.1 Matrice i determinante

Analogno postupimo i u slu¢aju gornje trougaone matrice:

ail G2 a3 - Gl Gy vy - an
n
0 a2 a3 --- a2 0 ass - as
n
0 0 az -+ a3 | = qp
N - 0 0 - @
0 0 0 - apn o
agz - a3
= ana
0 - any

= ...=Qa110922" " Anpnp-

Prema tome, wvrijednost determinante gornje trougaone (isto vrijedi i za donju
trougaonu) matrice jednak je proizvodu elemenata glavne dijagonale matrice. &

Primijetimo da se na ovaj nacin izracunavanje determinante n-tog reda svodi na
izracunavanje n (sub)determinanti reda n— 1. Takoder smo vidjeli da je Laplaceov
razvoj najjednostavnije izvesti po onoj vrsti ili koloni determinante u kojoj ima
najvise nula. Pokazuje se da se koristenjem nekih osobina determinanti moze
posti¢i da, ne mijenjajuéi vrijednost determinante, dobijemo $to veéi broj nula u
nekoj njenoj vrsti ili koloni. Zbog toga je vrlo korisno poznavati sljedece osobine
determinanti (koje navodimo bez dokaza).

Osobine determinanti

1. det AT = det A, za bilo koju kvadratnu matricu A.

2. Ako dvije vrste (kolone) zamijene svoja mjesta, determinanta promijeni pred-
znak.

3. Determinanta je jednaka nuli ako su svi elementi jedne vrste (kolone) jednaki
nuli.

4. Determinanta je jednaka nuli ako su svi elementi jedne vrste (kolone) pro-
porcionalni odgovarajuéim elementima neke druge vrste (kolone). Specijalno,
determinanta je jednaka nuli ako su joj dvije vrste (kolone) istovjetne.

5. Determinantu mnozimo brojem razli¢itim od nule tako da tim brojem pom-
nozimo sve elemente samo jedne vrste (kolone) (ekvivalentno, zajednicki fak-
tor svih elemenata jedne vrste (kolone) moze se izvuéi ispred determinante).
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

6. Vrijednost determinante se ne mijenja ukoliko elementima jedne vrste (kolone)
dodamo odgovarajuée elemente neke druge vrste (kolone) prethodno pom-
nozene nekim brojem.

7. Ako su A i B kvadratne matrice istog reda, tada je det (AB) = det A - det B.

Primjer 1.12 Koristeti samo osobine determinanti, odrediti vrijednost determi-
nante

1 02 0 -3

-2 4 3 1 0

D = 0 41 -2 3
-1 4 5 1 -3

5 7 0 -1 -5

Rjesenje. Dodamo li elementima druge vrste odgovarajuce elemente prve vrste
prethodno pomnozene brojem 2, zatim ako dodamo elementima Getvrte vrste odgo-
varajuce elemente prve vrste i ako elementima pete vrste dodamo odgovarajuce
elemente prve vrste prethodno pomnozene brojem —5, vrijednost determinante se
nec¢e promijeniti (osobina 6.) i vrijedi

1 0 2 0 -3
0 4 7 1 -6
D=0 -4 1 -2 3|=0,
0 4 7 1 -6
0 7 -10 -1 10

jer su druga i ¢etvrta vrsta determinante istovjetne (osobina 4.). &

o} (¢] o

Zadaci za samostalan rad

1. Izra¢unati determinante sljede¢ih matrica:

5 2 | —a+2b 5a+0b
A—[1_4],B—[ -1 -1

2. Koristeéi Sarrusovo pravilo, izracunati determinante sljede¢ih matrica:
1 0 3 2 5 1
A=|4 -1 0|, B=|] -1 3 0
0o 17 8 5 2
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1.1 Matrice i determinante

3. Odrediti algebarske komplemente svih elemenata svake od matrica

0o 3 -7
A:[;_g],B: -1 2 0
1 -3 4
[ 0 3 -7
y S . . -1 2 0 1
4. Izracunati vrijednost determinante matrice A = 1 -3 4 _9
i 3 0 4
[ -1 3 8 )
5. Izracunati vrijednost determinante matrice A = 8 g 525 _1(2]
| 0 0 0 4

6. Koristeci samo osobine determinanti, izra¢unati vrijednost determinante

2 1 -2 3 0

-3 5 0 -1 4

D = 0o 4 5 -2 1
2 4 0 1 -3

-1 6 -2 2 4

7. Rijesiti jednadzbe:

r—4 -3 x+2

r—1 z+1 -2 e—1 -1 z+1

o O O

a) | z+3 z+5 z =0, b) = 0.
z+1 z2+3 z-1 7 3 !
0 0 1
0 a -0
8. Izracunati det A +2det AT akoje A= | —a 0 ¢
b —c 0

1.1.4 Inverzna matrica

Vet smo vidjeli da se pojam inverzne matrice pojavljuje pri rjesavanju matri¢ne
jednadzbe AX = B, buduéi da dijeljenje matrica ne postoji i da ga na odgovara-
juti nagin treba zamijeniti mnozenjem. Stoga navedimo prvo preciznu definiciju
inverzne matrice, a zatim ¢emo vidjeti na koji se na¢in ona izracunava i kako se
primjenjuje u rjesavanju linearnih matri¢nih jednadzbi.
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Definicija 1.7 Neka je A kvadratna matrica reda n. Ako postoji kvadratna ma-
trica X reda n za koju vrijedi

AX =XA=1,,
tada cemo je zvati inverznom matricom matrice A.

Ukoliko postoji inverzna matrica matrice A, oznacavat ¢emo je sa A1, Dakle, u
tom slucaju vrijedi
AAL =A"14A=1T (1.19)

Insistiranje na ¢injenici da je A kvadratna matrica ima potpuno opravdanje. Naime,
iz same definicije inverzne matrice, tj. iz (1.19) i pravila P1. za mnoZzenje matrica,
slijedi da matrice A i A~! moraju imati sljede¢u osobinu: koliko jedna od njih ima
vrsta, druga mora imati isti broj kolona, $to je moguce samo ako su one kvadratne
matrice istog reda. Prema tome, samo kvadratna matrica moZe imati inverznu
matricu. Medutim, vazno je napomenuti da nema svaka kvadratna matrica svoju
inverznu matricu. Zbog toga ¢emo za kvadratnu matricu koja ima svoju inverznu
matricu re¢i da je regularna. U suprotnom ¢emo za nju ret¢i da je singularna.

No, kako znati da li je data kvadratna matrica regularna prije nego odredimo da
li ima inverznu matricu? Naime, iz (1.19) i osobine 7. determinanti, imamo

det (AA™") =det A-det A =det] =1,

odakle slijedi da mora biti det A # 0. Zbog toga je upravo uvjet det A # 0 kriterij
regularnosti matrice A, odnosno ako je determinanta kvadratne matrice razlicita
od 0, matrica je regularna.

Navedimo sada najvaznije osobine inverzne matrice u obliku sljede¢ih tvrdnji.

Teorem 1.2 Ako je kvadratna matrica A regqularna, inverzna matrica A~ je
jedinstvena.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da, osim inverzne matrice A~!, postoji jos
jedna inverzna matrica B (B # A~!) matrice A. Tada, prema (1.19), vrijedi

AB=BA=1. (1.20)
Pomnozimo li s lijeve strane (1.19) sa B, imamo
BAA™' = BI = B. (1.21)
Iz (1.20) je BA = I, te zamjenom u (1.21), dobijemo
IA ' =B,

odnosno A~! = B, sto je kontradikcija s pretpostavkom da je B # A~!. Dakle, ta
pretpostavka nije tacna, tj. zaista je A~! jedinstvena inverzna matrica. m
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1.1 Matrice i determinante

Teorem 1.3 a) Pretpostavimo da je kvadratna matrica A reqularna. Tada vrijedi:
1. (A*l)*1 = A, tj matrica A je inverzna matrica matrici A™1,
2. (AT) = (a7,
b) Osim toga, ako su A i B regularne kvadratne matrice, tada vrijedi

(AB)™' =B7tA7L

Dokaz. a) 1. Slijedi neposredno iz definicije inverzne matrice, odnosno porede-
njem (1.19) sa

(AH)tat—ata)y =1

2. Dokaz izostavljamo.
b) Prema definiciji inverzne matrice, treba pokazati da vrijedi

(B'A™Y) (AB) = (AB) (B 'A™!) =1
Zaista, koriste¢i zakon asocijativnosti za mnozenje matrica, imamo:

(B'A™Y)(AB) = B (A'A)B=B'IB=B"'B=1,
(AB) (B'A™Y) = A(BBY)A'=AIA ' =AA'=L

Prije nego kazemo na koji se nacin izracunava inverzna matrica neophodno je uvesti
pojam adjungirane matrice.

Definicija 1.8 Ako u kvadratnoj matrici A = [a;;] njene elemente a;; zamijenimo
odgovarajucim kofaktorima A;j, dobit éemo matricu cof (A) = [Ayj], koju temo
wati kofaktorskom matricom matrice A. Matricu adjA = (cof (A))' nazivamo
adjungiranom matricom matrice A.

Sljedeti teorem, kojeg navodimo bez dokaza, daje nam formulu za izra¢unavanje
inverzne matrice.

Teorem 1.4 Ako je A reqularna matrica reda n, tada je

1 -2
Primjer 1.13 Naéi inverznu matricu matrice A = [ 9 3 ] .
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Rjesenje. Data matrica je regularna, jer je det A = 7 £ 0. Kofaktori matrice
A su:

A =3, Aip=-2, Ag1 = —(-2) =2, Apn =1,

pa imamo

or=[3 2] = awsa=[3 ) <[22

Prema (1.22), trazena inverzna matrica je

e

Napomena 1.5 Zbog moguénosti greske u izvodenju racunanja inverzne matrice,

korisno je napraviti provjeru jednakosti A=Y A = I. Tako bi u prethodnom primjeru
ta provjera izgledala ovako:

1y 1 3 2] [1 2] _1[70]_[10]_
AA_7—21 23_707_01_1'

Znaci da je u ovom slucaju dobijena inverzna matrica dobro izracunata.

ENICIEN{[9Y)
LN (1N
1

1 =20
Primjer 1.14 Odrediti inverznu matricu matrice A= | —1 0 3
2 1 4
Rjesenje. Kako je
1 -2 0 1 -2
det A = 1 03| -1 0=0-1240-0-3-8=-23+#0,
2 1 4 2 1
matrica A je regularna. Izra¢unajmo kofaktore:
0 3 -1 3 -1 0
An = '1 4‘——371‘112——‘ 9 4‘—10 A13—’ 1’——1,
-2 0 10 1 -2
A = ' 1 4' 8, Ago = ‘2 4‘ 23——’2 1’——57
-2 1 0 1 -2
Az = ' 0 ' —6, Azy = — ' 1 3' —371433—’_1 0‘——2-



1.1 Matrice i determinante

Dalje je
-3 10 -1 -3 8 —6
cof(A)=| 8 4 =5 | = adjA=(cof(A)' =] 10 4 -3,
-6 -3 —2 ~1 -5 -2

pa je traZzena inverzna matrica

L [-3 8 -6

—1
=——| 10 4 -3
B 1 5 2

Provjeru ostavljamo c¢itateljima da je izvedu. &

Linearne matriéne jednadzbe

Pokazat ¢emo kako rijesiti najjednostavnija dva oblika linearnih matri¢nih jed-
nadzbi:
AX =B i XA=B8B,

gdje su A i B date matrice i A je regularna, a X nepoznata matrica.

Uoc¢imo prvo da se ove dvije jednadzbe istinski razlikuju, jer im lijeve strane
nisu jednake u opéem slucaju, buduci da ne vrijedi zakon komutacije za mnozenje
matrica. Zbog toga ih moramo zasebno i rjesavati.

Rijesimo prvo jednadzbu

AX = B. (1.23)

Neophodno je da nam na lijevoj strani ostane samo matrica X, tj. treba se nekako
"osloboditi” matrice A. Iskoristit ¢emo drugu jednakost u (1.19). Dakle datu
jednadzbu treba pomnoziti matricom A~!, ali s lijeve strane, pa imamo

A7'AX = A7'B,

to jest
IX = A7'B,
odnosno
X=A"1B (1.24)
U slucaju druge jednadzbe
XA=8B (1.25)

neophodno je pomnoziti je s desne strane matricom A~!:

XAA ' =BA™!,

27



1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

odakle je
XI=BA™!,

odnosno

X =BA™ % (1.26)

Uocimo da je vrlo vazno procijeniti s koje strane treba izvrsiti mnozenje inverznom
matricom.

Primjer 1.15 Naci nepoznatu matricu X iz jednadzbe
AXB=C
ako su A i B regularne matrice (koje ne moraju biti istog reda - zasto?).
Rjesenje. Pomnozimo prvo datu jednadzbu matricom A~! s lijeve strane:
A'AXB = A"1C,

odakle je
XB=A"'C.

Nakon mnozenja matricom B~! s desne strane, posljednja jednadzba postaje
XBB'=A"'CB,

odnosno

X =A"1lcB™L

Naravno, matrica C' mora imati onoliko vrsta koliko matrica A ima kolona, odnosno
onoliko kolona koliko matrica B ima vrsta. &

Primjer 1.16 Rijesiti matricnu jednadzbu

2XA+3X = B,

SHEEEN!

Rjesenje. Data se jednadzba moze napisati u obliku

ako je

X (2A+3I) =B.
Neka je

2 4 3 0 5 4
c=a+3i=| 5 o5 3]=]5 o]
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1.1 Matrice i determinante

pa posljednja jednadzba sada izgleda ovako
XC =B.
Nakon mnozenja matricom C~! s desne strane, imamo
xcct=pBcT,

odnosno

X =BC™ .
Odredimo sada C~1:

o1 1 adezl{ 9 O]Tzl[g 4]T
4 — .

- det C 5

Trazena rjesenje je
-1 0 9 -4 1 11 -9 4
X‘[ 25}[0 5]'45_45[18 17]‘"

1.1.5 Linearna (ne)ovisnost matrica

Vrste i kolone proizvoljne matrice mozemo smatrati odvojenim blokovima brojeva,
tj. mozemo ih smatrati matricama vrstama ili matricama kolonama. Zbog toga je
pojam linearne ovisnosti ili neovisnosti vrsta ili kolona matrice (koji je bitan pri
izracunavanja ranga matrice, o ¢emu ¢e biti rije¢i u narednoj sekciji) ekvivalentan
linearnoj ovisnosti ili neovisnosti odgovaraju¢ih matrica vrsta ili matrica kolona.

Definicija 1.9 Za matrice vrste (matrice kolone) Ay, As, ..., Ay, kaZemo da su li-
nearno neovisne ako za realne brojeve a1, o, ...ay, 1z jednakosti

a1l +agAy 4+ ...+ a A, = O (127)

sligedi da je oy = g = ... = apy, = 0. U suprotnom, tj. ako matrice vrste (matrice
kolone) nisu linearno neovisne, onda za njih kazemo da su linearno ovisne.

U jednakosti (1.27) simbol O oznacava nula matricu vrstu (nula matricu kolonu).
Naravno da se gornja definicija odnosi i na matrice proizvoljnog formata, ali tim
se pitanjem net¢emo baviti u ovoj knjizi.

Primijetimo da se linearna ovisnost matrica iz Definicije 1.9 postize u sluc¢aju kad
iz. jednakosti (1.27) slijedi da je bar jedan od koeficijenata aq, v, ...a, razli¢it od
nula.
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Primjer 1.17 Ispitati linearnu (ne)ovisnost matrica

1 0 1
A= 2|, da=1]2]|, A43=1| 4
0 3 3

Rjesengje. Formirajmo jednakost (1.27) u slucaju datih matrica:

1 0 1 0
a1 | 2 | 4+as| 2 | +ag| 4| =10
0 3 3 0

Koristeti se pravilima mnozenja matrice skalarom, dobijamo da se prethodna jed-
nakost moze napisati u obliku

031 0 a3 0
200 + | 2a9 + | 4as = 01,
0 3o 3ag 0

odnosno, sabiranjem matrica na lijevoj strani, dobijamo

a1+ a3 0
2001 + 2a0 +4a3 | = | 0
3ag + 3a3 0

Na osnovu jednakosti dviju matrica, odavde slijedi

ar+ag = 0,
201 + 2a9 +4az = 0,
3as + 3a3 =
Dati sistem je ekvivalentan sistemu
a1+ a3 0,
as+az3 = 0,
odakle je
ap = —ag 1 ag = —ag,

iz Cega slijedi da ne moraju svi koeficijenti a1, ae, a3 uvijek biti jednaki 0. Naime,
mozemo imati i ovakav izbor: as = 1, odakle onda slijedi da su: a; = —11i
as = —1, §to znaci da su date matrice linearno ovisne. o
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1.1 Matrice i determinante

Primjer 1.18 Ispitati linearnu (ne)ovisnost matrica:

1 0 1
Ar=12|, 4a=12],4=1_0
0 3 5

Rjesenje. Analogno prethodnom primjeru, imamo da iz jednakosti

1 0 1 0
ap | 2 | +as | 2| 4+a3| 0O =10
0 3 | 9 ] 0
slijedi
a1+ a3 [0 ]
2000 +2a9 | = | 0 |,
3aig + Haz | 0 ]

odnosno dobijamo sistem jednadzbi

a1 +az =0,
2a1 4 2a9 = 0,
3ag + baz = 0.

Iz prve dvije jednadzbe posljednjeg sistema dobijamo
o] = —a3, 02 = Qas,
pa zamjenom u tre¢oj jednadzbi, imamo
8asz =0,

tj. as = 0, kao jedinu mogucnost za as. Zbog toga je i a3 = ag = 0, §to znaci da
su date matrice linearno neovisne. &

1.1.6 Rang matrice

Pojam ranga matrice moze se uvesti na razli¢ite nacine, ali svi su oni medusobno
ekvivalentni. Mi ¢emo ovdje taj pojam uvesti pomoc¢u pojma linearne neovisnosti
vrsta, odnosno kolona, promatrane matrice. No, prije toga, navedimo sljede¢u
¢injenicu (bez dokaza).

Teorem 1.5 Maksimalan broj linearno neovisnih vrsta promatrane matrice jednak
je maksimalnom broju linearno neovisnih kolona te matrice.
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Imajuéi na umu prethodnu ¢injenicu, dat ¢emo sljede¢u definiciju ranga matrice.

Definicija 1.10 Pod pojmom ranga matrice A = [a;;] formata m x n, podrazu-
mijevamo maksimalan broj linearno neovisnih vrsta (kolona) te matrice.

Rang matrice A oznacavat ¢emo sa 7 (A), rang (A) ili rangA. Za matricu A
formata m X n jasno je da vrijedi

rangA < min {m,n}.

Pri izracunavanju ranga date matrice koristit ¢emo tzv. elementarne transforma-
cije matrice, koje podrazumijevaju sljedece:

1. medusobnu zamjenu mjesta dvije vrste (kolone) matrice,

2. mnozenje svih elemenata bilo koje vrste (kolone) matrice nekim realnim bro-
jem razli¢itim od nule,

3. dodavanje elementima jedne vrste (kolone) odgovarajucih elemenata neke
druge vrste (kolone), prethodno pomnozenih nekim brojem.

Primjenom elementarnih transformacija na datu matricu A, dobit ¢e se nova ma-
trica B koja ima isti rang kao i matrica A. Pri tome kazemo da su matrice A i B
ekvivalentne, u oznaci A ~ B.

Za prakti¢no odredivanje ranga matrice ovdje ¢emo Koristiti samo elementarne
transformacije matrice pomoé¢u vrsta (razlog za to je prakti¢ne prirode, buduéi
da je taj nacin znatno pogodniji pri rjesavanju sistema linearnih jednadzbi, v.
narednu sekciju). Ideja je da se data matrica A, €iji rang trazimo, elementarnim
transformacijama svede na ekvivalentnu matricu B tzv. trapeznog oblika, $to po-
drazumijeva da su joj svi elementi b;; = 0 za i > j (trapezni oblik podrazumijeva
da svaka naredna vrsta matrice ima bar jednu vodetu nulu vise od prethodne
vrste). Iz trapeznog oblika ekvivalentne matrice moguce je lahko odrediti njen
rang, odnosno rang polazne matrice. Naime, broj vrsta matrice B kod kojih nisu
svi elementi jednaki nuli predstavlja rang matrice B, odnosno rang matrice A.

Primjer 1.19 Odrediti rang matrice

12 0 -1 3
21 -2 0 4
A= 30 5 -1 2
51 3 -1 6
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1.1 Matrice i determinante

Rjesenje. Koristeti elementarne transformacije matrice, imamo

1 2 0 -1 3 IIv—2Iv 1 2 0 -1 3
A - 2 1 =2 0 4 ~ 0 -3 -2 2 =2
o 3 0 5 —1 2 IITv—3Iv 0 —6 5 2 -7
5 1 3 -1 6 IVv—>5Iv 0 -9 3 4 -9
1 2 0 —1 3
II1Tv—2I1v 0 -3 _9 9 _9
0 0 9 -2 -3
IVv—311v 0 0 9 _2 _3
2 0 -1 3
IVv—IIIv -3 -2 2 =2

1
0
o 0 9 -2 =3
0O 0 0 0 O

Posljednja matrica je trapeznog oblika i ima samo jednu vrstu sa svim nulama.
Broj preostalih vrsta je 3 i to je rang polazne matrice. Dakle, rangA =3. &

(¢] (¢] ¢}

Zadaci za samostalan rad

1. Provjeriti regularnost sljede¢ih matrica:

1 -2 0
A:[??],B: -1 53
2 0 4

| 2a+b  2a | —a+3b 140
e BN e

2. Za koje vrijednosti parametara a,b € R su sljedece matrice regularne:

| 2a+1 2a+4 | 2430 1+0b o
e Pt N-E e

3. Odrediti inverznu matricu svake od sljede¢ih matrica:
-1 2 4 -3
33 e[ 7]
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1. Matri¢ni racun i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

. Odrediti inverznu matricu svake od sljede¢ih matrica:

2 01 3 -1
A= -1 3 0|, B=| -1 0 4
0 5 2 1 -3 2
. Rijesiti matri¢ne jednadzbu AX = B ako je
2 01 2 01
A=| -1 3 0|,B=| -1 3 0
1 5 2 0 5 2
. Rijesiti matri¢ne jednadzbu X A = B ako je
03 1 0 0 5
A= -10 1|,B=|-10 3 0
1 3 -2 8§ —6 12

. Nagéi nepoznatu matricu X iz jednadzbe AX B = C ako je

1 0 2
S I B R R R |
0 0 4

. Rijesiti matri¢nu jednadzbu

2AX —-3A=2B+ X

0 -3 1 8
a=[V 3] e[ 0l

. Rijesiti matri¢nu jednadzbu

ako je

(adjA) AX — X = (det A) I

. 2 -1
akOJeA—[5 0}

. Ispitati linearnu (ne)ovisnost matrica:

0 4 4
A = -1 |,A = 2 | ,A3 = 3
5! -1 —6
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1.2 Sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

11. Ispitati linearnu (ne)ovisnost matrica:

1 -1 0
Ai=|o0|, Aa=1] 2|, A3=1] 1
3 3 —9

1 2 3 23 -2 0 3
0 -1 5 -1 3 -2 5 0
A= 3 4 6|’ B= 16 0 5 3
4 6 9 09 -2 10 3

13. Odrediti vrijednosti parametra a € R tako da matrica

1 a a+1 a+2
A=12 3 4 5
0 1 2 3

ima minimalan rang.

1.2 Sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Razmatrat ¢emo sistem linearnih algebarskih jednadzbi u opéem (tzv. pravougao-
nom) obliku sa m jednadzbi i n nepoznanica xi,x2,...,x, kao skup jednadzbi
oblika:

a1171 + a12x2 + ... + a1pxr, = b1
a1 + a2xs + ... + amt, = by
(1.28)
Om1T1 + @maT2 + oo + QT = by,

gdje su a;; 1 b; (1 € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}) dati realni brojevi. Brojevi a;;
se zovu koeficijentima uz nepoznanice, dok za brojeve b; kazemo da su slobodni
clanovi. Ako je barem jedan od slobodnih ¢lanova razli¢it od nule, sistem ¢emo
zvati nehomogenim, a ako je by = ... = b,, = 0, za sistem kazemo da je homogeni.
O homogenim sistemima bit ¢e posebno rijeci na kraju ove sekcije.

Definicija 1.11 Svaka uredena n-torka realnih brojeva (&1,&,, ..., &,,) sa osobinom
da sistem (1.28) bude zadovoljen ako x1 zamijenimo sa &1, 2 sa &y, ... , Tn Sa
&, nazivamo rjedenjem sistema (1.28).
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Definicija 1.12 Za sistem (1.28) kaZemo da je saglasan ili rjeiv (mogué ili
neprotivrjecan) ako ima rjesenje. Ukoliko sistem (1.28) nema rjeSenja, za mjeg
kazemo da je nesaglasan (protivrjecan ili nemogué)

Vrlo je vazno upamtiti sljedece: sistem (1.28), u slutaju da je saglasan, moZe

imati ili samo jedno rjesenje (kazemo jedinstveno rjesenje) ili beskonatno mnogo

rjesenja (dakle, nikad dva, tri, ... , tj. konatno mnogo rjesenja).

Rijesiti sistem (1.28) znag¢i ili naéi sva njegova rjesenja ako je saglasan ili ustanoviti

da on nije saglasan. Za dva sistema linearnih algebarskih jednadzbi ¢ija se rjesenja

u potpunosti poklapaju (tj. imaju isti skup rjesenja) kazemo da su ekvivalentni.
Sistem (1.28) se moze napisati i u matri¢nom obliku

air a2 - Qip x1 b1
a1 @2 -+ G2y x2 by

) _ 7
am1 am2 - Amn Tn bm

odnosno u obliku matri¢ne jednadzbe

AX = B,
gdje je
ailr a2 - Qip by x1
a1 a -+ Qo bo i)
A= . B= X =
Aml Am2 *°° Qmn bm T

Specijalno, kad je m = n, sistem (1.28) je kvadratni i posebno ¢emo ga razmatrati
u sklopu ove opce teorije o sistemima linearnih algebarskih jednadzbi.

Prvi zadatak pri rjesavanju sistema (1.28) jeste ustanoviti da li je on saglasan
ili nije. Nakon toga, ako je saglasan, pristupa se zaklju¢ivanju o broju njegovih
rjesenja i odredivanju tih rjesenja. U tu svrhu ukljucit cemo matri¢ni racun u igru
te pitanje saglasnosti sistema ustanoviti koristenjem tzv. Kronecker'-Capellievog®
teorema.

1.2.1 Kronecker-Capelliev teorem

Oznacimo sa A, = (A | B) prosirenu matricu sistema (1.28) koja ima n+1 kolonu,
pri ¢emu se prvih n kolona poklapa s odgovaraju¢im kolonama matrice A, dok je

'L. Kronecker, njemacki matematicar, 1823-1891.
2A. Capelli, italijanski matematicar, 1855-1910.
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1.2 Sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

(n + 1)-va kolona identi¢na matrici koloni B. Dakle,

a1 a2 - Qlp b1

a1 a2 -+ a2, bo
Ap=(A|B)=

aAml Am2 *°° Qmn bm

Teorem 1.6 (Kronecker-Capelli) Sistem (1.28) je saglasan ako i samo ako je
rangA = rangA,. (1.29)

Dakle, ako je uvjet (1.29) zadovoljen, tada sistem (1.28) ima rjesenje. Ostaje
pitanje da li taj sistem ima jedinstveno rjeSenje ili ima beskona¢no mnogo rjesenja
i kako ih odrediti. Pretpostavit ¢emo da je m > n (razmatranje u slucaju m <n
je sliéno). Oznac¢imo li rang matrice A, odnosno matrice A4,, sa r, tj.

rangA = rangA, =r,
tada su moguca dva slucaja:
1. 7 =n (sistem (1.28) ima jedinstveno rjesenje),

2. r < n (sistem (1.28) ima beskona¢no mnogo rjesenja).

1. Sluéaj: r =n
Ovo znaéi da se, nakon primjene elementarnih transformacija samo vrsta, matrica
A, svela na matricu oblika:

a’n a'12 a’m b/1 |
0 ap -+ ah, | b
0 0 - a,, | |,
0 0 0 0

| O o --- 0 0

gdje imamo m — n posljednjih vrsta sa svim nulama. To, pak, zna¢i da se sistem
(1.28) sveo na ekvivalentan sistem

a1 w1 + alpro + .+ dl T = b
ahoTa + ... + ab,x, = bh

(1.30)
a,tn = b,
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

pri éemu mora biti a; # 0 za sve i € {1,2,...,m}. Uocimo da je sistem (1.30)
kvadratni sistem, tj. ima jednak broj jednadzbi i nepoznanica. Sistem ovog ob-
lika se jednostavno rjesava ”"natraske”. Naime, najednostavnija je posljednja jed-
nadzba tog sistema i iz nje se odmah izra¢una nepoznanica x,. Pretposljednja
jednadzba sistema sadrzi dvije nepoznanice, x, i x,—1. No, zamjenom dobijene
vrijednosti za x,, pretposljednja jednadzba ima samo jednu nepoznanicu z,_1,
koju jednostavno izracunamo. Nastavljajuéi ovaj postupak, kretuéi se prema pr-
voj jednadzbi sistema (1.30), izracunamo i preostale nepoznanice: x,_s ..., 2, 1.
Time zaklju¢ujemo da sistem (1.28) ima jedinstveno rjesenje. Metod koji smo
koristili da dobijemo sistem (1.30) nazivamo Gaussovim® metodom.

Primjer 1.20 Dat je sistem linearnth algebarskih jednadzbi

T1+ 210 — 713 =
201 —x9+ 223 =
31+ 220 —x3 =

3r1+ 22+ a3 =

SN N

Ispitati saglasnost datog sistema i ako je saglasan, rijesiti ga Gaussovim metodom.

Rjesenje. Primijenimo Kronecker-Capelliev teorem, §to znaci da treba prvo
odrediti rang matrica A i A,. Imamo

1 2 -1]27 Iv-2v [1 2 -1] 2
4 - | 2-1 2|3 ~ 0 =5 4| -1
PPl 3 2 1| 4| HIv=3Iv | 0 -4 2| =2
3 1 1]5] IVu=3lv [0 -5 4] -1

1 2 -1 2

BIIIv—Allv | o = | ]

wo-1rw |0 9 760

0 0 0 0

Dakle, rangA = rangA, = 3, pa je sistem saglasan. Na osnovu ovoga vidimo da
je dati sistem ekvivalentan sistemu

1+ 229 — 3 = 2
—5x9 +4x3 = -1
—61‘3 = —6.

3J.C.F. Gauss, njemacki matematicar, 1777-1855.
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1.2 Sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Iz posljednje jednadzbe slijedi da je xs3 = 1. Zamjenom te vrijednosti u drugu
jednadzbu posljednjeg sistema, imamo

—5x9 4+ 4= -1,

odakle je xg = 1. Uvrstavanjem dobijenih vrijednosti zo = 11 z3 = 1 u prvu
jednadzbu, dobije se
r1+2—-1=2,

odakle je 1 = 1. Prema tome, dati sistem ima jedinstveno rjesenje (z1,z2,x3) =

(1,1,1). &

No, primijetimo da smo sistem (1.30) mogli rijesiti i nekim drugim metodom,
buduéi da je to kvadratni sistem. Naves¢emo jo§ dva metoda: matricni metod i
metod determinanti (Cramerov metod) za rjesavanja kvadratnih sistema. Kvadratni
sistem je oblika

ai1r1 + a12T2 + ... + a1, = b
a2171 + 222 + ... + a2pnTp = bo
(1.31)
An1T1 + anoxo + ... + @pntyn, = by
On se moze napisati u obliku matri¢ne jednadzbe
AX =B, (1.32)
gdje je
ail a2 - a1 b1 71
ag az v A2 be )
A= , B= , X =
anl Gp2 - Qnn bn In

Teorem 1.7 Kwvadratni sistem linearnih algebarskih jednadzbi (1.31) ima jedin-
stveno rjedenje ako je matrica A regularna.

Dokaz. Buduéi da je matrica A regularna, postoji njoj inverzna matrica A~
Mnozenjem sa A~ matri¢ne jednadzbe (1.32) s lijeve strane, imamo

A7'AX = A7B,

odnosno

X =A"!'B,
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

a to i jeste jedinstveno rjesenje sistema (1.31) (jer je matrica A~! jedinstvena). m

Dakle, ako dati kvadratni sistem zapisemo u obliku matri¢ne jednadzbe i ako
je zadovoljena pretpostavka prethodnog teorema, rjesavanjem matri¢ne jednadzbe
dobijemo i rjesenje datog sistema. Taj postupak je poznat kao matrié¢ni metod
rjesavanja kvadratnog sistema linearnih algebarskih jednadzbi.

Primjer 1.21 Dat je sistem

20 4+3y—4z = 5
r—2y+z = -1
or+y—3z = 6.

Ispitati saglasnost datog sistema i ako je saglasan, rijesiti ga matricnim metodom.
Rjesenje. Kako je

2 3 412 3
detA=|1 -2 111 -2 =124+15-4-40—-2+9 = -10,
5 1 -3 |5 1

matrica A je regularna, pa dati sistem ima jedinstveno rjesenje u obliku
X=A"B.

Izracunajmo inverznu matricu A~!'. Odredimo prvo njene kofaktore

—2 1 1 1 1 -2
An = ' 1 _3’ 57A12——'5 _3‘—8,A13 ‘5 1‘—11,
3 —4 2 —4 2 3
An '1 _3' 5, Az ‘5 _3‘ 1471423——’5 1'—13,
3 —4 2 —4 2 3
Az '_2 1’ 5, Aso ‘1 1‘ 6,1433—‘1 _2‘——7-
Dalje je
) 8 11 5 o5 =5
cof(A)=| 5 14 13| = adjA=(cof(A)'=| 8 14 —6 |,
5 —6 -7 11 13 -7
pa je trazena inverzna matrica
1 5 o5 =5
A‘lz—ﬁ 8 14 —6
11 13 -7
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1.2 Sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Rjesenje matri¢ne jednadzbe je

L[5 5 - 5 1
X=-gs| 814 =6 || -1 =|1],
11 13 -7 0

odnosno rjesenje datog sistema je (x1,z2,23) = (1,1,0). &

Drugi metod za rjesavanje kvadratnog sistema (1.31) je metod determinanti ili
Cramerov metod, a baziran je na sljedeéem Cramerovom® teoremu.

Teorem 1.8 (Cramer) Ako je det A # 0, sistem (1.32), odnosno (1.81), ima
jedinstveno rjesenje (x1, 2, ..., x,) dato sa
det Ak
€T =
P det A
gdje se matrica Ay (k € {1,2,...,n}) dobije zamjenom k-te kolone matrice A
kolonom slobodnih ¢lanova, tj. matricom B.

ke {l1,2,...,n},

Dokaz. Prema Teoremu 1.7 i Laplaceovom razvoju determinante po proizvoljnoj
koloni (1.17), imamo

An Az - Am by
1 App Az - Apo b2
X = A'B=— :
det A : Lo ;
Aln A2n e Ann bn
A11b1 + Ag1by + ... + Anrby, det A
1 A12b1 + Agoby + ... + Apaby, 1 det Ay
~ detA : ~detA :
Ainby + Aonby + ..+ Annbn det A4,
Odavde, koristeé¢i definiciju jednakosti matrica, slijedi
det Ak
= 1,2, ... . 1.
Tk det A ) ke { ) 4y 7n} ( 33)

Primjer 1.22 Dat je sistem jednadzbi
r1+2r0+23 = 4
21 — bxo + 423 = -—1

T — 229 — 63 = 0.

4G. Cramer, svicarski matematicar, 1704-1752.
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Ispitati saglasnost datog sistema i u slucaju saglasnosti rijesiti ga Cramerovim
metodom.

Rjesengje. Provjerimo da li je det A # 0, jer ako to bude zadovoljeno, sistem ¢e
biti saglasan, a ako ne, onda treba koristiti Kronecker-Capelliev teorem. Kako je

1 2 1)1 2
detA=1]2 -5 4|2 -5 =304+8—-4+5+8+24=T71+#0,
1 -2 -6 |1 -2

dati sistem je saglasan i ima jedinstveno rjeSenje. Izra¢unajmo determinante det Ay,
za k €{1,2,3}:

4 2 1 4 2
det 4, = -1 -5 4| -1 -5 =120+04+2-0+432—-12 =142,
0 -2 —6 0 -2
1 4 111 4
det Ay = 2 -1 412 -1 =6+164+0+1-04+48=T1,
1 0 -6 |1 0
1 2 411 2
det A3 = 2 -5 -1]12 -5 =0-2-164+20-2-0=0.
1 -2 01 =2

Dakle, prema (1.33), trazeno rjesenje je

_detAl_i . L
TdetA 71 7 2T detA  T1

142 A 1 A
—9 _det2 7 1 :Iig—det 3_2:0‘ *

e detA 71

Napomena 1.6 Vrio ¢esto se Cramerov metod koristi u diskusiji rjieSenja kvadratnog
sistema linearnih algebarskih jednadzbi s parametrima. U tom slucaju imamo
sljedetu diskusiju:

1. Ako je det A # 0, sistem ima jedinstveno rjesenje dato u obliku (1.33).

2. Ako je datA = 0, a barem jedna det Ay, # 0 (k € {1,2,...,n}), sistem je
protivrjecan, tj. nema rjesenja.

3. Ako je det A = det A; = ... = det A,, = 0, sistem je neodreden, tj. ili ima
beskonatno mnogo rjefenja ili uopée nema rjesenja (§to se provjerava direk-
tno primjenom Kronecker-Capellievog teorema, zamgjenom dobijenih vrijed-
nosti za parametre u dati sistem).
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1.2 Sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Odgovarajuéi primjer sa diskusijom rjesenja navest ¢emo nesto kasnije u okviru 2.
Slucaja.

2. Slucaj: r <n
Ovo znaéi da se, nakon primjene elementarnih transformacija samo vrsta, matrica
A, svela na matricu oblika:

r ! / / / / /]
ayp @y 00 Ay Qpeqp ccc A 1
/ ! !/ !/ /
0 agp - ay Ay pry1 0 Qop 2
/! / ! /

0 0 o Qpp Qppyy 0 Gy br )

0 o --- 0 0 o0 0

| O 0 0 0 0 0 |

gdje imamo m —r posljednjih vrsta sa svim nulama. Znaéi da se sistem (1.28) sveo
na ekvivalentan sistem

!/ / / !/ / /
allxl + a12$2 + + aleL‘r + a17,',.+1f1;r+1 + + aln.rn = 1
/ / / ! /
A99%2 + ... + A9, Ty + A9 4 1 Tr41 + oo + A2, T = D
(1.34)
/ +d +o4d —
Upp Ty + Ay 1 Tl + oo+ AT = b

Ovaj sistem se moze svesti na kvadratni, smatraju¢i da imamo s = n — r nepoz-
nanica "vigka”. Mozemo pod tih s nepoznanica smatrati xz,41,Zr12,..., T, koje
nazivamo slobodnim i mozemo im pridruziti proizvoljne realne vrijednosti: x,;1 =
a1, Tr4o = 2, ..., Ty = ag. Tako dobijemo sljedeti kvadratni sistem

aj1r1 +ajero + ...+ al,r, = b — a’LH_lal — .. —al,as
AyoTo + ... + ahx, = by — a’27,,+1a1 — o — Y,

(1.35)
Uy = b — @, 00 — o — A, Q.

Sada se sistem (1.35) moze rijesiti ili Cramerovim metodom ili matri¢nim metodom.
Svaka od nepoznanica x1,x9,...,z, bit e izrazena preko slobodnih nepoznanica
(koje mogu uzimati proizvoljne realne vrijednosti, dakle njih beskona¢no mnogo),
pa sistem (1.28) u ovom slucaju ima beskona¢no mnogo rjesenja.
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Primjer 1.23 Dat je sistem jednadzbi
T1+2x9 —23+3x4 = 2

2x1 — 3x9 — 223+ 514 = —3
3r1 — a9 —3x3+8x4 = -—1
T —9r9 —x3+2x4 = —DH.

Ispitati saglasnost datog sistema i ako je saglasan, rijesiti ga proizvoljnim metodom.

Rjesenje. Prvo ispitajmon saglasnost datog sistema. U tu svrhu imamo

1 2 -1 3 2 IIv—2Iv 1 2 —1 3 2
2 -3 -2 5| -3 ~ o -7 0 -1\ -7
3 -1 -3 8| -1 I1Iv—3Iv 0o -7 0 —-1| —=7
1 -5 -1 2| =5 IVv—1Iv 0 —7 0 —1| -7

A, =

1 2 -1 3 2
IIIv;IIv 0 _7 0 —1| 7

0 0 0 0 0|’
IVo—1TIIv 0 0 0 0 0

odakle je rangA = rangA, = 2 < 4 = n. Koriste¢i ovo, dobijamo sistem koji je
ekvivalentan datom:
1+ 209 —x3+3x4 = 2
—7$2 — T4 = —7,
u kojem imamo 2 ”vigka” nepoznanice. Ovdje kao slobodne nepoznanice mozemo

uzeti x3 1 x4 i pridruziti im proizvoljne realne brojeve: x3 = ai,z4 = ag. Tako
dobijemo kvadratni sistem

T1+ 222 = 24 a1 —3as
—71‘2 = —7+042.
Iz druge jednadzbe slijedi zo = _72, pa uvrstavanjem te vrijednosti u prvu
70[1 — 190&2

jednadzbu, dobijamo x1 = - . Dakle, dati sistem ima beskona¢no mnogo

rjeSenja oblika

7&1—19&2 7—042 .
7 y 7 , &1, 2 |,

gdje su a1 i ao proizvoljni realni brojevi. &

(3317332,373,964) = (

Navedimo sada najavljeni primjer diskusije rjeSenja sistema linearnih alge-
barskih jednadzbi s parametrima.
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1.2 Sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Primjer 1.24 U ovisnosti o realnom parametru m diskutirati rjedenje sistema

jednadzbi

(m+1)x1 — mzg + x3

Rjesenje. Imamo

m+1 —m 1
det A = -2 -1 2
2 0 -3
m+1 1 1
det Ay = -2 =2 2
2 1 -3

Diskusija:

—2x1 — T2 + 223

— 31‘3

2.’131

=5(m+1),det A;

=4(m+1),det A3

= -2 -1

m—+1
= -2
2

—1

1
2| =4(m+1),
-3
—-m 1
-2 | =m+1.
0 1

1. Ako je det A = 5(m+1) # 0, tj. m # —1, dati sistem ima jedinstveno

rjesenje dato sa

B det Ao

4(m+1)

B detA1_4(m+1)_4
1T qetA  5(m+1) 5 2
o detAg_ m+1 _1

T getA T 5(m+1) 5

2. Ako je m = —1, dati sistem je oblika

Za njeg vrijedi

0 1 1
A, = -2 -1 2
2 0 -3
-2
IITv + Iv

~detA  5(m+

T2 + X3 1
—2x1 —To+2x3 = =2
21‘1 —3:133 = 1.
1 -2 -1 2
1Iv < Iv 0 1 1
1 2 0 -3
—1 21 =2
1 1 1 I1Tv+11v
-1 -1 -1

1) 5

(1.36)
—2
1
1
—2 -1 2| -2
0o 11| 1
0 00| 0



1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

tj. rangA = rangA, = 2 < 3 = n, pa sistem (1.36) ima beskona¢no mnogo
rjeSenja i on je ekvivalentan sistemu

21— 190+ 223 = -2
ro+x3 = 1.

Uzimajuéi varijablu x3 za slobodnu kao z3 = «, gdje je a proizvoljan realan broj,
imamo

—23}1 — T2 = —2 -2«

T2 = 1-—aq,

odakle slijedi da je rjesenje sistema (1.36) svaka uredena trojka brojeva (x1, x2,x3) =
<1 + 3«

5 1— a,a |, a proizvoljan realan broj. &

1.2.2 Homogeni sistemi

Kako smo na pocetku ove sekcije naveli, homogeni kvadratni sistem linearnih al-
gebarskih jednadzbi ima oblik

61171 + a12%2 + ... + A1pnTn
a21T1 + a22T2 + ... + G2pTy, =
(1.37)
ap1x1 + anoxs + ... + apnry, = 0.
Ocigledno je da ovaj sistem uvijek ima jedno rjesenje (x1,x2, ..., x,) = (0,0, ...,0),
koje nazivamo trivijalnim rjesenjem homogenog sistema (1.37). Prema Cramero-
vom teoremu, trivijalno rjesenje ¢e biti i jedino rjesenje sistema (1.37) ako je

det A # 0. No, ako je det A = 0, sistem ima beskonatno mnogo rjesenja, dakle, i
netrivijalnih.

Primjer 1.25 Odrediti parametar k tako da sistem

20 -3y +z2 =
kr4+y—2z =
T+Y+z =

mma netrivijalnih rjesenja.
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1.2 Sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Rjesenje. Da bi sistem imao netrivijalnih rjesenja mora biti det A = 0, tj.

2 -3 1
k 1 -2 |=4k+11=0,
1 1 1
11
odnosnok:—z. &
] (@] (@]

Zadaci za samostalan rad

1. Dat je sistem linearnih algebarskih juednadzbi

T+ 229 —x3 =
2x1 — 2x9 + 223 =
3r1+ 20 — 3 =
4x1 + 3x9 — 223 =

N e O w

Ispitati saglasnost datog sistema i ako je saglasan, rijesiti ga Gaussovim
metodom.

2. Dat je sistem

2042y —4z = =2
z—y+2z = 1
de+y—2z = —1.

Ispitati saglasnost datog sistema i ako je saglasan, rijesiti ga matri¢nim
metodom.

3. Dat je sistem jednadzbi

3z1+ 22+ 23 5
201 — 3x0 + 423 = 3
xr1 —2x9 +6x3 = 5.

Ispitati saglasnost datog sistema i u sluc¢aju saglasnosti rijesiti ga Cramerovim
metodom.
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4. Dat je sistem jednadzbi

3x1+2x0 —x34+2T4 = D
2z — 3z + 223 — 224 -1

T1 — 229 + 623 — x4
3x1 — 520+ 8x3 —3x4 = 3.

Ispitati saglasnost datog sistema i u slu¢aju saglasnosti rijesiti ga proizvoljnim
metodom.

5. Dat je sistem jednadzbi

5r1 — 8xo + 10x3 — gy = 2
2x1 — 310 4+ 223 — 224

I
|
—

1 — 21‘2 + 61‘3 — X4

Ispitati saglasnost datog sistema i u sluc¢aju saglasnosti rijesiti ga proizvoljnim
metodom.

6. U ovisnosti o realnom parametru a diskutirati rjeSenje sistema jednadzbi

r1+ 22 +ary = a’
r1t+axrs+r3 = a
ar1 +xo+x3 = 1.

7. Odrediti realni parametar m tako da sistem

T —2y+mz
r+y—2mz =
2r+4y+3z = 0

ima netrivijalnih rjesenja.

1.3 Primjene u ekonomiji
Razmotrit ¢emo primjenu matri¢nog ra¢una u rjesavanju sistema linearnih alge-
barskih jednadzbi u nekim jednostavnijim modelima u ekonomiji: linearni model
trzisne ravnoteze, model nacionalnog dohotka i medusektorski model (input-output
analiza).
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1.3 Primjene u ekonomiji

1.3.1 Model trzisne ravnoteze

Nejjednostavniji model trzisne ravnoteze je linearni model. Mi ¢emo prvo raz-
motriti model trzisne ravnoteze u slucaju jedne robe, a zatim i vise roba. To
podrazumijeva ispitivanje odredivanja cijene robe na odvojenom trzistu.

Dakle, u sluc¢aju razmatranja jedne robe razmotrimo sljedece varijable: koli¢ina
potraznje robe (Qg), koli¢ina ponude robe (Q;) i cijenu te robe (p). Naravno, na
samom pocetku postavlja se pitanje nametanja uvjeta ravnoteze. Ovdje éemo taj
uvjet oznagciti kao: visak potrainje je jednak nuli, tj.

Qi— Qs =0. (1.38)

Pretpostavit ¢emo da su Qg i Qs linearne funkcije cijene p, §to je najjednostavniji
slucaj i upravo to i daje naziv modelu - linearni. Logi¢no je zahtijevati da je po-
traznja opadajuéa funkcija cijene, tj. s porastom cijene p opada interes (kupaca) za
potraznjom te robe na trzistu, tako da na odredenom nivou cijene p* ta potraznja
postaje 0. Takoder, smatrat ¢emo da je potraznja maksimalna i iznosi neku vri-
jednost a (a > 0) u slucaju kad je cijena p = 0. Linearna funkcija potraznje Qg u
ovom slu¢aju ima oblik

Qa(p)=a—bp, (a>0,b>0),

tj. funkcija potraznje ima negativan nagib —b (koeficijent koji stoji uz neovisnu
varijablu p) i presjek s vertikalnom osom u a, v. Sliku TR1.

Slika TR1: Funkcija potraznje Slika TR2: Funkcija ponude
(linearna) (linearna)

S druge strane, zahtijevat ¢emo da je ponuda rastuca funkcija cijene p, tj. da s
porastom cijene raste i ineteres za ponudom robe na trzistu od strane ponudaca
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

robe (proizvodaca, odnsono prodavca). Jasno je da se ponudacu isplati nuditi robu
na trzistu tek kad ona dostigne odredeni nivo p;. Zbog toga ¢e linearna funkcija
ponude u ovom sluc¢aju biti oblika

Qs(p)z—c—l—dp, (C>07d>0)7

c
tj. funkcija ponude ima pozitivan nagib d i presjek s horizontalnom osom u p; = 7

v. Sliku TR2.

Slika TR3: Ekvilkibrijum

Uoc¢imo da je kod obje funkcije neovisna varijabla cijena p i ona je predstavljena
na horizontalnoj osi, dok je funkcija koli¢ine (ponude ili potraznje) predstavljena
na vertikalnoj osi. Ta ¢e praksa ubuduce biti vrlo cesta.

Prema tome, matematicka interpretacija linearnog modela trzisne ravnoteze je:

Qd = Q87
Qi(p) = a—bp, (1.39)
Qs (p) = —c+dp.

Odavde se moze dobiti samo jedna jednadzba (s jednom nepoznanicom p):
a—bp=—c+ dp,

odnosno
b+d)p=a+ec.

Kako je b+ d # 0, jasno je da je trzisna ravnotezna cijena

a—+c
b+d

p= . (1.40)
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1.3 Primjene u ekonomiji

Primijetimo da je p > 0, §to je i logi¢no.

S druge strane, ravnoteznu koli¢inu @) dobijamo ako ravnoteznu cijenu uvrstimo u
drugu ili tre¢u jednadzbu naseg modela (1.39). Tako je

atc —c(b+d)+d(a+c) ad—bc

o ate B |
@=—ctdi— btd btd

Naravno, zahtijevamo da je @ > 0, da bi ovaj model imao ekonomskog smisla. To
znaci da treba da je ad > bc. Na taj smo nacin, uz taj uvjet, dobili jedinstvenu

— d—>b
tacku trzisne ravnoteze ili trzisni ekvilibrijum: E = (]7, Q) = <Zi;, w>,

koja se nalazi u prvom kvadrantu koordinatnog sistema (Slika TR3).

Nesto slozeniji slucaj trzisne ravnoteze imamo sa dvije ili vise roba. Kako nam
ovdje nije cilj razmatranja formiranja matematickog modela, nego samo njegovo
rjesavanje kad nam je poznat, tako razmotrimo sljedeci linearni model:

Qur = Qs
Qa1 oo + a1p1 + agpa,

Qs1 = Bo+ Bip1 + Bap2,
Qa2 = Qs (1.41)
Qa2 = 7o+ 711 + Vap2,

QRs2 = 0o+ 01p1 + d2p2.
Ovo je sistem linearnih algebarskih jednadzbi s ¢etiri nepoznanice: pi,ps2, @1, Q2
i njegovim rjesavanjem dobiju se ravnotezne cijene Dy i Py, te ravnotezne kolicine

ponude, odnosno potraznje, Q; i Q,. Sistem (1.41) se jednostavno svodi na sistem
od dvije nepoznanice (p1 i p2)

oo+ aipr +agpy = By + Bip1 + Bap2,
Yo +Y1P1 +Yap2 = 0o + d1p1 + O2p2,

koji se moze predstaviti u uobicajenoj formi

(a1 — B1) p1 + (a2 — B9) p2 = By — o,
{ (71 - 51)]91 + (72 — 52)])2 =7 — 50' (142)

Rijesimo ga matriénim metodom. Naime, sistem (1.42) moze se napisati u ma-

tri¢cnom obliku
[041 - B as— 52] []h] _ [50 - 040]
71—51 ’72_52 b2 ’70_50 '
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Ako pretpostavimo da je
o1 — Qg —
et | 31701927 — (o= 61) (1 = 62) = (2 = o) (1 61) 2,
71 1 72 2
matrica
A= |:O‘1_Bl a2_ﬂ2:|
Y1 =01 72— 02
¢e biti invertibilna, pa sistem (1.42) ima jedinstveno rjesenje
-1
1 ar— B a2 — 52] [/Bo - Oéo] 1.4
= . 43
[pz] [W1-51 Y2 — 02 Yo — 00 (1.43)
Adjungirana matrica matrice A je
T
ade:[ Y2 — 02 —(’71—51)] :[ Y2 — 02 —(a2—ﬁ2)}
— (a2 — B3) a1 — By — (71— 01) o =By |’

B 1
e L

— 1 [ Yo — 02 —(az— 52)}
(a1 = B1) (v2 = 02) = (a2 = B) (v1 = 01) [= (1 —01) o =51 |

Uvedimo skraéene oznake (zbog jednostavnijeg zapisa):

a1 = o1 — fB1,a2 = az — fy,c1 =y, — 01,2 = Yo — 02,b1 = By — g, b2 = vy — do.

Prema (1.43), imamo

[Ih] _ 1 [ Co —a2] [51] _ 1 [ cobr — aoby }
D2 ajca —age; |[—c1 ar | |bo a1y — agey | —ciby +ayba|’
odnosno

cobr —asby o b+ aiby

ares —aze;” 2T Tares —azer |
Naravno, pri tome, da bi dobijeni rezultati imali ekonomsku opravdanost, tj. da bi
ravnotezne cijene bile pozitivne, neophodno je da oba brojnika imaju isti predznak
kao nazivnik, tj.
sgn (caby — agb) = sgn (—c1by + a1b) = sgn (ajca — ageq) # 0,
gdje funkcija sgn (x) (¢itamo signum od x) definirana ovako
1 zaaxz>0
sgn(zx) =49 0 zax=0
—1lzax <0
Neposrednim uvrstavanjem u drugu (ili tre¢u) i petu (ili Sestu) jednadzbu polaznog
sistema (1.41), dobijaju se i trzisne ravnotezne kolic¢ine Q; i Q5.
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1.3 Primjene u ekonomiji

1.3.2 Model nacionalnog dohotka

Postoji mnogo modela nacionalnog dohotka, a mi ¢emo ovdje razmatrati sljedeti,
koji je predstavljen sistemom linearnih algebarskih jednadzbi

Y = C+ I+ G,
C a+b(Y—Tg),
G = gY.

Pri tome je Y wvarijabla nacionalnog dohotka, C' je varijabla ukupne potrosnje
pojedinaca i domacinstava, a G ukupna vladina potrosnja, Iy predstavlja nivo in-
vestiranja, T oznacava nivo poreza (Iy i Ty su poznate veli¢ine), dok su a,b, g
pozitivni parametri koji zadovoljavaju uvjete: a > 0,0 < b < 1,0 < g < 1. Rjesa-
vanjem datog sistema jednadzbi dobijamo ekvilibrijum nacionalnog dohotka kao
trojku (?, C, é). Upotrijebimo Cramerov metod, nakon §to dati model napisemo
u prikladnijem obliku:

Y-C-G = Iy,
—-bY +C = a— bTy,
—gY +G = 0.

Determinanta sistema je

1 -1 -1
D=|-b 1 0|=1-b-—g,
—q 0 1

i ako pretpostavimo da je 1 — b — g # 0, po Cramerovom teoremu sistem ima
jedinstveno rjesenje. Dalje je

I, -1 -1
Di=| a—bly 1 0 |=1Ip+a—"0blp,

0 0 1

1 Iy -1
Do=| b a—bTy 0|=(1-g)(a—bTp)+blo,
—g 0 1
1 -1 Iy
D3: —b 1 a—bTO :g(a—ng+IO),

—g 0 0
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

pa je

?_a—bTo—i-Io 6_(1—g)(a—bTo)—i-bIo é_g(a—ng—i—Ig)
- 1-b—-g 1-b—g T 1-b—g

Da bi rjesenje imalo ekonomskog smisla sve komponente ekvilibrijuma nacionalnog

dohotka moraju biti pozitivne. Logi¢no je zahtijevati (tako se i radi u praksi,
zasto?) da je b+ g < 1. Dodatno ogranicenje na parametre je a — bTp + Iy > 0.

o} (¢] (e]

Zadaci za samostalan rad

1. Neka je zadan model trzista

Qd = Qs:
Qa(p) = 14— 5p,
Qs (p) = —6+ 10p.

Naci ekvilibrijum trzista (p, Q).
2. Zadane su sljedete funkcije potraznje i ponude za model trzista dvaju roba:

Qa1 = 18 = 3p1 +p2, Qa2 = 12+ 2p1 — 2po,
Qs1 = —2+4p1, Qs2 = —2 + 3po.

Odrediti ravnotezno stanje trzista.

3. Zadan je sljedeti model nacionalnog dohotka:

Y = C+ 1)+ Go,

C = a+b(Y-T), (a>0,0<b< 1)

T = d+tY, (d>0,0<t<1)
pri ¢emu je T varijabla poreza, a t stopa poreza na dohodak (ostale varijable
su iste kao u opisanom modelu nacionalnog dohotka). Odrediti ekvilibrijum

(ravnotezno stanje) nacionalnog dohotka, koriste¢i: a) matri¢ni metod, b)
Cramerov metod, ¢) metod supstitucije.

4. Odrediti ekvilibrijum nacionalnog dohotka (sa dvije varijable):
Y = C+ I+ Gy,
C = 25+6Y3,
Iy = 16,
Gy = 14.
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1.3 Primjene u ekonomiji

5. Dat je sljede¢i model nacionalnog dohotka:

Y = C+1+ Gy,

C = a+bY, (a>0,0<b<1)
I = iy, (0<i<1)

Go = 100,

pri ¢emu je I varijabla investicija. Odrediti ekvilibrijum nacionalnog do-
hotka. Uz koje uvjete postoji rjesenje?

1.3.3 Input-output analiza

Jedna vrlo prakti¢na primjena sistema linearnih algebarskih jednadzbi i matri¢nog
racuna opcenito jeste upravo u tzv. medusektorskom modelu ili input-output anali-
zi. Ovdje temo se upravo i posvetiti pitanju te primjene, a ne detaljnom prouca-
vanju input-output analize. Napomenimo da pod inputom podrazumijevamo ono
$to ulazi u neki proces, odnosno u razmatrane sektore u ekonomiji, a pod outputom
podrazumijevamo ono §to izlazi iz razmatranog procesa, odnosno proizvode raz-
matranih sektora.

Historijski gledano, potreba za ovom vrstom modeliranja (odnosno analize) po-
javila se ubrzo nakon izbijanja II svjetskog rata kada je americki predsjednik F.
D. Roosevelt izdao nalog za proizvodnju 50 000 aviona, $to je zahtijevalo istovre-
meno i veliku proizvodnju aluminija u drzavi. Tako velika proizvodnja aluminija
zahtijevala je masivne sabirnice kroz koje bakar provodi struju i nepredvidene nes-
tagice bakra prijetile su cijelom rasporedu proizvodnje. Vlada je za prevazilazenje
te krize zakljucila da treba zamijeniti bakar srebrom. Ali odakle dobiti toliku
koli¢inu srebra? Pozajmili su ga iz Fort Knoxa i 50 000 aviona je bilo proizvedeno,
a krajnji rezultat njihove upotrebe u ratu je mnogo znacajniji. Ovo nam pokazuje
da se nekada, a posebno u ratnim okolnostima, ekonomija jedne drzave moze us-
pjesno planirati vodeti racuna o proizvodnji svakog outputa iz pojedinog sektora
(kao $to je proizvodnja aviona zahtijevala odredene koli¢ine aluminija, proizvodnja
aluminija zahtijevala proizvodnju bakra i struje itd.). Gotovo svaki od proizvoda
bilo kojeg sektora se koristi za uspjesnu reprodukciju u ostalim sektorima i even-
tualno u svom sektoru. Medutim, obi¢no se osim ovih sektora u medusektorski
model ukljucuje i jedan tzv. ”otvoreni sektor” (npr. domacinstva) koji egzogeno
predstavlja finalnu potrainju za proizvodom svakog pojedinog sektora i koja nije
utrosak ni za jedan sektor. U tom se slucaju model naziva otvorenim.

Pretpostavimo sada da u jednoj ekonomiji egzistira n sektora. Uvedimo oznake:
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Q; - ukupna koli¢ina outputa i-tog sektora (i € {1,2,...,n}),

Q;j - koli¢ina outputa iz i-tog sektora neophodna za proces reprodukcije u
j-tom sektoru (7,5 € {1,2,...,n}),

¢; - finalna potraznja outputa i-tog sektora (i € {1,2,...,n}).

Kljuéna pretpostavka je: Q; potrositi ili na medusektorsku potrosnju Q;; ili na
finalnu potraznju g;. Pri tome ¢emo zahtijevati da imamo trzisnu ravnotezu, tj. da
je ponuda jednaka potraznji. To se moze predstaviti sljede¢im sistemom jednadzbi

Q1=Qu+Qu2+...+Qun+aq

Q2=Q21 + Qa2+ ...+ Qan + q2
. : (1.44)

Qn = in + QnZ + ...+ an + qn
odnosno shematski sljede¢om tzv. input-output (I-O) tabelom:
Qi Qij i
Q1 Qi Q2 ... Qun q1
Q2| Qa1 Q2 ... Q2 | @

Qn Qn1 Qn2. o Qun q‘n

Uoc¢imo sljede¢u vaznu ¢injenicu: za proizvodnju svake jedinice proizvoda u j-tom
sektoru potrebna je konstantna koli¢ina proizvoda iz i—tog sektora. Da bi to bilo
osigurano treba da su tehnoloski uvjeti proizvodnje nepromjenjivi, buduéi da je
inace svaka proizvodnja vezana za neku tehnologiju. Na taj nac¢in neophodno je
uvesti pojam tehnickih koeficijenata (tehnickih normativa). Oznacavat temo ih
sa a;j (i,j € {1,2,...,n}) i, buduéi da oni predstavljaju koli¢inu outputa iz i-tog
sektora neophodnog za uspjesnu proizvodnju 1 jedinice outputa u j-tom sektoru,
vrijedit ¢e formula

Qij = %7 (Zaj € {1,2,,%}) (145)
Qj
Odavde neposredno slijedi da je

Zbog toga se sistem jednadzbi (1.44) moze napisati u obliku

Q1 =a11Q1 + a12Q2 + ... + a1, Qn + @1

Q2 = a21Q1 + a22Q2 + ... + a2,Qn + ¢
_ (1.47)

Qn = alel + an2Q2 + ...+ aann + an
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Kao sto smo ve¢ vidjeli, ovaj se sistem moze prevesti u matri¢ni oblik

Q=AQ +q, (1.48)
pri ¢emu je
Q1 ail a2 - Gl Q1
Q2 a1 Qa2 -+ A2p q2
Q= , A= y 4=
Qn ap1 Qap2 - Ann an
Iz jednadzbe (1.48) slijedi
Q- AQ =g,
odnosno
I-4)Q=q

Kako matrica I — A ovisi samo o tehnologkim uvjetima proizvodnje, zvat ¢emo
je matricom tehnologije i oznacavati sa T'= I — A. VaZno je istaknuti da je ova
matrica konstantna i uvijek regularna za sve realne sisteme proizvodnje.

Dakle, jednadzba (1.48) se moze pisati u obliku

TQ = q. (1.49)

Formula (1.49) je poznata kao Leontiefova® formula i to nam je glavna jednadzba
u intput-output analizi. Uoc¢imo da u toj matri¢noj jednadzbi, odnosno u sistemu
od n linearnih algebarskih jednadzbi (1.47), imamo 2n nepoznanica, §to znaci da je
za njihovo rjesavanje neophodno imati poznatim n promjenjivih. Zbog toga mogu
nastupiti tri slucaja:

1. poznat je vektor ukupnih outputa @,

2. poznat je vektor finalne potraznje ¢,

3. kombinacija prethodna dva slucaja, tj. za neke sektore poznata je ukupna
koli¢ina outputa, a za neke sektore poznata je koli¢ina finalne potraznje.

Razmotrimo svaki od navedeih slucéajeva pojedinacno.

Slucaj 1

U ovom slucaju se za zadanu ekonomiju (i zadane tehnoloske uvjete) planiraju
ukupne koli¢ine outputa svih sektora. Zna¢i da nam je u jednadzbi (1.49) poz-
nat vektor ukupnih outputa @, a treba prvo odrediti vektor finalne potraznje g
(¢ = TQ), te na osnovu toga odrediti i sve velicine medusektorske potrosnje Q;
(1,7 € {1,2,...,n}). Hustrirat ¢emo to sljede¢im primjerom.

>Wassily W. Leontief, The Structure of American Economy 1919-1939, 2nd ed., Oxford Uni-
versity Press, Fair Lawn, N.J.; 1951.
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Primjer 1.26 Pretpostavimo da je ekonomija jedne zemlje podijeljena na 3 sek-
tora i da je odgovarajuca I-O tabela oblika

Qi Qij qi
150 30 27 24 69
180 45 36 48 51
160 15 18 16 111

Sastaviti novu I-O tabelu ako se planira da ¢e se ukupna proizvodnja u prvom i
trecem sektoru povecati za 20%, a u drugom sektoru smanjiti za 10% i ako se pri
tome ne mijenjaju tehnoloski uvjets proizvodnje.

Rjesenje. Prvo treba odrediti matricu tehnickih koeficijenata A. Posto se
tehnologki uvjeti ne mijenjaju, ona je konstantna matrica, tj. ista je i za datu i za
novu I-O tabelu, te je mozemo odrediti na osnovu podataka iz date tabele:

Qi Q12 Qisz
a1 a2 ais @ Q2 Qs 0.20 0.15 0.15
A= la2 az ax3| = % % % = [0.30 0.20 0.30
az a3z as3 Q31 Qs Qs 0.10 0.10 0.10

Q1 Q2 Q3

Sada mozemo odrediti matricu tehnologije 1"

1 00 0.20 0.15 0.15 0.80 —0.15 -0.15
T=I-A=1|0 1 0f—-1]0.30 020 030 =] —0.30 0.80 —0.30
0 0 1 0.10 0.10 0.10 —0.10 —-0.10  0.90
180
Kako je, prema planu, vektor novih ukupnih outputa svih sektora Q = | 162 |,
192
prema Leontiefovoj formuli (1.49) izrac¢unavamo novi vektor finalne potraznje ¢:
0.80 —0.15 —0.15 180 90.9
g=TQ=| —-030 0.80 —-0.30 162 | = 18
—0.10 —-0.10  0.90 192 138.6

Nove velicine medusektorske potrosnje Qi; (i,j € {1,2,3}) izracunavamo prema
formuli (1.46):

Q11 = a11Q1 =36, Q12 = a12Q2 = 24.3, Q13 = a13Q3 = 28.8,
Q21 = a21Q1 = 54, Q22 = a22Q2 = 32.4, Q23 = ax3()3 = 57.6,
Q31 = a31Q1 =18, (@32 =a32Q2 =162 Q13 =a13Q3 = 19.2.
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1.3 Primjene u ekonomiji

Prema tome, nova I-O tabela ima oblik

Qi Qij qi
180 36 24.3 28.8 90.9
162 54 32.4 57.6 18
192 18 16.2 19.2 138.6

Korisno je na kraju napraviti provjeru, tj. da li zaista vrijedi

n
Qi = a;1Q1 4+ ainQo + ... + 4;nQn + q; = ZQ” + qi (Z € {1,2, ,n}) , (1.50)
j=1

za n = 3. U naSem slucaju je to zaista zadovoljeno, jer je:

36 +24.3+28.8+90.9 = 180,
94 +32.44+576+18 = 162,
18+16.2+19.2+138.6 = 192. &

Slucaj 2

Ukoliko se za zadanu ekonomiju (i zadane tehnoloske uvjete) planiraju ukupne
koli¢ine finalne potraznje za svaki sektor (tj. poznat je vektor ¢), tada se iz jed-
nadzbe (1.49) moze izrac¢unati novi vektor ukupnih outputa @, a onda na osnovu
toga odrediti i sve veli¢ine medusektorske potrosnje Q;; (4,7 € {1,2,...,n}). Naime,
iz Leontiefove formule (1.49), nakon mnozenja slijeva obje strane s 71, dobijemo

Q=T (1.51)

U praksi se vrlo ¢esto zbog slozenosti postupka, naroc¢ito u sluc¢aju vec¢ih dimen-
zija, ne izracunava direktno inverzna matrica 7!, nego se vrsi njeno priblizno
(aproksimativno) ra¢unanje uzimajuéi prvih k ¢lanova beskona¢nog reda:

Tl =(T-A) ' ~T+A+ A%+ . + 4%
Primjer 1.27 Zadana je I-O tabela jedne dvosektorske ekonomije

Qi Qij qi
* 600 1200 600
* 1200 1200 1200

Prvo popuniti tabelu do kraja, a zatim odrediti novi vektor ukupnih outputa ako se
finalna potrainja prvog sektora poveta za 10%, a drugog sektora smanji za 10%.
Takoder, sastaviti novu I-O tabelu, uz pretpostavku da se tehnoloski uvjeti proizvod-
nje me mijenjaju.
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Rjesenje. Kako uvjet (1.50) mora biti uvijek zadovoljen, onda u zadanoj tabeli
treba dopuniti veli¢ine @)1 i ()2 prema tom uvjetu:

Q1 = 600+ 1200 + 600 = 2400,
Q2 = 1200+ 1200 + 1200 = 3600.

Dakle, Q = [3288} . Sada je neophodno odrediti matricu tehnickih koeficijenata:
Qu Q2 11
A= ain ai2| _ Q1 Q2 _ 4 3
asr a2 Q21 Q22 L1
Q1 Q2 2 3

(Napomenimo, u slucaju kad su neki od tehnickih koeficijenata s beskonaéno
mnogo cifara iza decimalnog zareza, da ih je bolje tada izraziti u obliku razlo-
maka, zbog preciznijeg racunanja.)

Matrica tehnologije je

i |

NI—= =

D= |
Wby Wl
| |

W= W=

2 1
Njena determinanta je detT" = 1, a njena adjungirana matrica je adjT = ? 3] ,
3 2 4
2 1 2 1
pajeT ! =3 [?1’ 2] =15 ol Kako je prema planu novi vektor finalne po-
P 2 4
0

] , novi vektor ukupnih outputa je, prema (1.51),

2 111660 2400
—_ -1 —
@=1"q= [g Z] [1080} - [3420] '

traznje q = [ 06
~ 11080

Nove veli¢ine medusektorske potrosnje Q;; (¢,j € {1,2}) izratunavamo prema for-
muli (1.46):

Q11 = a11Q1 =600, Q12 = a12Q2 = 1140,

Q21 = a21Q1 = 1200, Q22 = a22Q2 = 1140.

Dakle, nova I-O tabela izgleda ovako

Qi Qij gi
2400 | 600 1140 | 660 | &
3420 | 1200 1140 | 1080
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1.3 Primjene u ekonomiji

Slucaj 3

Ovaj slucaj je kombinacija prethodna dva slucaja, tj. za neke sektore poznata je
ukupna koli¢ina outputa, npr. Q;,i € {1,2,...,k}, a za preostale sektore poznata
je koli¢ina finalne potraznje, tj. ¢;,i € {k + 1,k + 2,...,n}. U tom se slu¢aju unesu
dati podaci u sistem (1.47), te se nepoznanice prebace na lijeve strane jednadzbi,
a poznate veli¢ine na desne strane. Na taj nac¢in dobijamo sistem od n jednadzbi
sa m nepoznanica, kojeg rijesimo nekim od poznatih metoda.

Opisani postupak je najbolje ilustrirati odgovaraju¢im primjerom.

Primjer 1.28 Zadana je I-O tabela jedne ekonomije sa tri sektora

Q; Qij ¢

150 30 27 24 69
180 45 36 48 51
160 15 18 16 111

Ako se planiraju nove proizvodngje u prvom i trecem sektoru: Q1 = 110 i Q3 = 280,
a finalna potrainja drugog sektora qo da se ne mijenja kao ni tehnoloski uvjeti
proizvodnje, sastaviti novu I-O tabelu.

Rjesenje. Uocimo da je data [-O tabela ista kao i u Primjeru 1.26, pa je

0.20 0.15 0.15 0.80 —-0.15 —-0.15
A=1030 020 030 i T=1] —0.30 0.80 —0.30
0.10 0.10 0.10 -0.10 -0.10  0.90

Uvrstavanjem podataka u sistem (1.49), dobija se

0.80 —0.15 —0.15 110 ¢
~0.30  0.80 —0.30 Q | =151,
~0.10 —0.10 0.90 | | 280 a3

tj. imamo sljedec¢i sistem jednadzbi
88 —0.15Q2 —42 = ¢,
—33+0.8Q2—84 = 51,
—11-0.1Q2 + 252 = gs.

Nakon prebacivanja nepoznanica na lijeve strane jednadzbi, a poznatih veli¢ina na
desne strane jednadzbi i dodatnog sredivanja, dobija se sistem

q1 + 0.15Q4 = 46,
0.8Qs = 168,
0.1Q2 +q3 = 241.
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1. Matri¢ni racun i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Gaussovim ili nekim drugim metodom dobije se: Q2 = 210, ¢; = 14.5, g3 = 220.
110

Dakle, Q = | 210 |. Podaci za novu medusektorsku potraznju su:
280

Q11 = a11Q1 =22, Q12 = a12Q2 = 31.5, Q13 = a13Q3 = 42,
Q21 = a21Q1 =33, Q22 = a2@Q2 =42, Q3 = a@Qs =84,
Q31 = a31Q1 =11, Q32 = a3@Q2 =21, Q13 =a13Q3 = 28.

Nova I-O tabela je

Qi Qij i
110 22 31.5 42 14.5
210 33 42 84 51
280 11 21 28 220

Citaocu ostavljamo da izvrsi odgovarajuéu provieru. &

e} (¢] (¢]

Zadaci za samostalan rad

1. Zadana je I-O tabela jedne ekonomije

Qi Qij | a4
180 | 45 60 | -
240 | 90 40

60 e _
120 ], a tehnologki se uvjeti ne

Ako se planiraju nove finalne potraznje [

mijenjaju, sastaviti novu I-O tabelu.

2. Zadana je I-O tabela jedne ekonomije

Q; Qij i

. 30 40 10 20
20 40 0 140
40 50 125 | 35

150

Ako se planiraju novi ukupni outputi | 400 |, a tehnologki se uvjeti ne
400

mijenjaju, sastaviti novu I-O tabelu.
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1.3 Primjene u ekonomiji

3. Zadana je I-O tabela jedne ekonomije

Qi Qij i

. 30 40 10| 20
20 40 0 | 140
30 50 60| 40

200
Ako se planiraju novi ukupni outputi | 400 |, a tehnologki se uvjeti ne
360
mijenjaju, sastavite novu I-O tabelu.
4. Zadana je I-O tabela jedne ekonomije
Qi | Qij |
210 | 35 80| -
240 | 70 40

1
Ako se planira nova finalna potraznja [1(133} , a tehnoloski se uvjeti ne mijen-

jaju, sastavite novu I-O tabelu.

5. Zadana je I-O tabela neke ekonomije

Qi Qij qi

200 * 20 100 | 80
* 20 0 200 | 180

400 | 100 200 * 100

Ako se planira smanjenje ukupnog outputa drugog sektora za 40% i ukupnog
outputa treteg sektora za 30%, a tehnologki uvjeti se ne mijenjaju, sastaviti
novu I-O tabelu.

6. Zadana je I-O tabela jedne ekonomije

Qi Qij i
270 x 45 90
180 * 60 30

Ako se planira nova finalna potraznja [ 328 ] , a tehnologki uvjeti se ne

minenjaju, sastavite novu I-O tabelu.
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1. Matri¢ni rac¢un i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

7. Zadana je matrica tehnickih koeficijenata jedne trosektorske ekonomije

10.

11
3 1 0
A=o by
0% 0
80
Sastaviti odgovarajucu I-O tabelu, ako je vektor finalne potraznje | 220
120

Zadana je I-O tabela neke ekonomije

Qi Qij i
150 | 30 40 50 *

* 50 80 50 | 20
250 | 30 60 100 | =

Ako se planira povetanje ukupnog outputa prvog sektora za 20% , drugog sek-
tora za 25% i smanjenje finalne potraznje treceg sektora za 20%, a tehnologki
uvjeti se ne mijenjaju, sastaviti novu I-O tabelu.

Zadana je matrica tehnickih koeficijenata jedne trosektorske ekonomije

0.1 0.25 0.15
A= 03 025 0.25
0.15 0.2 0.1

Sastaviti odgovarajucu I-O tabelu ako je ukupni output prvog sektora 100,
ukupni output drugog sektora 120, a finalna potraznja treteg sektora 105
jedinica.

Zadana je I-O tabela jedne ekonomije

Qi Qij |
180 | 45 60 | -
240 | 90 40

Ako se planira nova finalna potraznja prvog sektora da je manja za 60% nego
sada, a finalna potraznja drugog sektora sada je ve¢a za 10% nego planirana
i tehnoloski se uvjeti ne mijenjaju, sastavite novu I-O tabelu.
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Poglavlje 2

Funkcije jedne realne varijable

2.1 Pojam i osobine funkcije

Pojam funkcije u njenom opéenitom smislu najjednostavnije je shvatiti kroz prim-
jere iz svakodnevnog Zivota.

1. Pretpostavimo da se jedan kamion krete po nekom odredenom putu. Prov-
jerom je ustanovljeno da je nakon jednog sata kretanja taj kamion presao 25
km, nakon 2 sata kretanja 50 km, nakon 5 sati kretanja 125 km, a nakon 8
sati kretanja 200 km.

Oznacimo vrijeme kretanja (izrazeno u satima) sa x, a odgovaraju¢u duzinu
predenog puta sa y. Uocavamo dva skupa elemenata: skup A sa cetiri ele-
menta (promatrane vrijednosti od z): A = {1,2,5,8} i skup B takoder s
Cetiri elementa (odgovarajuce vrijednosti y): B = {25,50,75,200}. Ovdje
uocavamo i sljedetu vaznu ¢injenicu:

Svakom elementu skupa A odgovara (pridruzen mu je) tactno jedan element
skupa B, odnosno svakoj promatranoj vrijednosti x odgovara tatno jedna
vrijednost y.

2. U jednom proizvodnom pogonu ukupni troskovi pri proizvodnji dva komada
odredenog proizvoda iznose 25$, pri proizvodnji 3 komada 35$, pri proizvod-
nji 6 komada 65$, pri proizvodnji 9 komada 95%, pri proizvodnji 12 komada
1258.

I ovdje imamo dva skupa: skup A = {2,3,6,9,12} s pet elemenata ()
koji oznacavaju broj proizvedenih komada odredenog proizvoda i skup B =
{25,35,65,95,125} s pet elemenata (y) koji oznacavaju ukupne troskove
pridruZzene odgovaraju¢im elementima skupa A.
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2. Funkcije jedne realne varijable

Dakle, u oba slu¢aja imali smo situaciju da je svakom elementu skupa A pridruzen
ta¢no jedan element skupa B. To pridruzivanje (zakonitost, pravilo) ozna¢imo sa
f A — B, aspecijalno da je elementu zx iz skupa A pridruzen upravo element y
iz skupa B pravilom f piSemo

y=f(z).

U ovom sluéaju zakonitost f éemo zvati funkcijom sa skupa A u skup B. Prema
tome, vrijedi opcenito:

Definicija 2.1 Neka su A i B neprazni skupovi. Pravilo (zakon ili propis) f po
kome se svakom elementu skupa A pridruZuje taéno jedan element skupa B naziva
se funkcijom sa skupa A u skup B i oznacava sa f: A — B.

Posebno ¢e nas zanimati funkcije sa skupa A u skup B, kada je A CRi B CR.
U tom slu¢aju funkciju nazivamo realnom funkcijom realne varijable. Elemente
skupa A nazivamo originalima, a element y = f (z) nazivamo slikom originala .
Primijetimo da smo u navedenim primjerima vrijednosti originala x proizvoljno
(neovisno) birali i da smo onda odredivali odgovarajuée vrijednosti y, tj. izbor y je
ovisio o odabranom z. Zbog toga se vrlo ¢esto kaze da je x neovisna varijabla, a y
ovisna varijabla ili funkcija od x. Dakle, u prvom primjeru predeni put je funkcija
vremena, a u drugom primjeru ukupni troskovi su funkcija koli¢ine proizvoda.
Zakonitost f u nagim primjerima se moze i odrediti. Naime, u prvom primjeru je
ocigledno da je koli¢nik slike i originala uvijek isti:

pa je

y = f(z) =25z.
U drugom primjeru moze se uociti da vrijedi sliéna zakonitost prema kojoj je
koli¢nik slike umanjene za 5 i originala uvijek isti i iznosi 10, tj.

Y5 _ o,
X

pa je u ovom slucaju
y = f(z) =10z + 5.

Vrlo ¢esto je ta zakonitost data unaprijed (ali nisu poznati skupovi A i B), kada
kazemo da je funkcija zadana analiticki. Npr.

y=va2—1.



2.1 Pojam i osobine funkcije

Postavlja se pitanje da li je u svakom pojedinom slucaju A = R ili je A pravi
podskup (najcesce interval ili unija vise intervala) skupa R? Zbog toga se uvodi
pojam definicionog podrucja ili oblasti definicije funkcije, koji definiramo kao skup
svih onih z € R za koje je y = f () € R, a oznacavamo ga sa D (f). Ocigledno je

D (32%) = R, D<2x2_1>:{:L'GR|295—17£0}:R\{;},

D(\/xQ—l):{$€R|x2—120}:(—00,—1]U[1,+oo).

Ukoliko nam je poznat analiticki izraz funkcije ili ako imamo njen tabelarni prikaz,
onda se funkcija moze i graficki predstaviti u pravouglom Descartesovom koordi-
natnom sistemu kao skup

L) =A@y [zeD(f) Ay =f(2)},

koji nazivamo grafom funkcije f. Taj nacin predstavljanja funkcije je i najrazumlji-
viji. Na Slici GF'1 dat nam je grafik funkcije y = 10z+5, a na Slici GF2 graf funkcije
y=+Vz2 -1

y y A
4__
20 i
10 3T
| — : - 2T
20 -10 10 20
X
-10 1T
2 [ : - — ' H—
-3 2 -1 1 1 2 3
X
1+
Slika GF1 Slika GF2

Navedimo jo$ neke vazne osobine koje odredene funkcije mogu posjedovati, kao sto
su injektivnost, surjektivnost i bijektivnost.

Definicija 2.2 Za funkciju f : A — B kaZemo da ima osobinu injektivnosti ili
da je injektivna funkcija ako vrijedi

r1 # xe = f(x1) # f(x2) (21,22 € A),

tj. ako razlicitim originalima odgovaraju razlicite slike.
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2. Funkcije jedne realne varijable

Definicija 2.3 Za funkciju f : A — B kaZemo da ima osobinu surjektivnosti
(sirjektivnosti) ili da je surjektivna (sirjektivna) funkcija ako je svaki ele-
ment skupa B slika nekog elementa iz skupa A.

Napomena 2.1 Ukoliko funkcija f : A — B nije surjektivna, surjektivnost se
moZze postiéi tako Sto se umgjesto skupa B razmatra skup f(A) ={f (z) | x € A}.

Funkcija f: R — R,y = f () = 10z + 5 je injektivna, jer za x1,x2 € R vrijedi
X1 75562 = 10z, 75 10z9 = 10x1 4+ 5 75 1022 + 5 = f(ﬂ?l) 75 f($2)

Medutim, funkcija f: R — [0,+00),y = f (x) = 322 nije injektivna, jer originali
x1 = —11x9 =1 (koji su medusobno razli¢iti) imaju jednake slike:

p=f(r)=f(-1)=3-(-1)>=3, yo=f(z2)=f(1)=3-1=3.

Ukoliko bismo promatrali funkciju f : [0, +00) — [0, +00),y = f (z) = 322, ona bi
bila injektivna funkcija (v. Sliku GF3 i Sliku GF4).

-15 -1.0 -05 00 05 1.0 1.5X 00 05 10 15
X

Slika GF3 Slika GF4

Definicija 2.4 Za funkciju f : A — B kaZemo da je bijektivna ako je ona injek-
tivna 1 surjektivna.

Funkcije f: R — R,y = f(z) =10z +51i f : [0, +00) — [0, +00),y = f (x) = 322
su bijektivne funkcije.

Dakle, kod bijektivne funkcije f : A — B svaki element y iz skupa B je slika
tacno jednog elementa x iz skupa A, tj. vrijedi y = f(x). Na taj nacin mozemo
promatrati i ”obrnutu” funkciju, ozna¢imo je sa f~', sa skupa B u skup A, pri
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2.1 Pojam i osobine funkcije

¢ijem djelovanju svakom elementu y iz skupa B pridruzujemo element z iz skupa
A za koji vrijedi y = f (z). Tu novu funkciju f~!: B — A zvat éemo inverznom
funkcijom funkcije f : A — B. Drugim rije¢ima, ako funkcija f originalu z € A
pridruzuje sliku y € B, tada njoj inverzna funkcija f~! takvom y pridruzuje z.
Ovo se ne moze posti¢i ako funkcija f : A — B nije bijektivna.

Primjer 2.1 Buduéi da je funkcija f : R — R,y = f(x) = 10z + 5 bijektivna,
postoji njoj inverzna funkcija f~' : R — R. Jasno je da je tada x = f~ (y), pa
1mamo

y=10f"(y) +5,

odakle je f~1(y) = y—o

0 odnosno analiticki izraz za inverznu funkciju je

r—5
10 °

f2) =

Analogno mozemo i za bijektivnu funkciju f : [0, +00) — [0, 4+00),y = f (v) = 322
naéi njoj inverznu funkciju. Naime, tmamo da je x = 3 [f_l (y)]Q, odakle se dobije

)= /5 &

0 —

T+
00 05 10 15 20 25

Slika GF5 Slika GF6

Uocimo sljedetu vaznu ¢injenicu: graf bijektivne funkcije i graf njene inverzne
funkcije su simetricni u odnosu na pravu y = = (koja je simetrala prvog i treceg
kvadranta), $to se vidi i na Slici GF5 i na Slici GF6.

Odredivanje inverzne funkcije ¢e biti zna¢ajno u primjenama na ekonomskim funkci-
jama.
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2. Funkcije jedne realne varijable

2.2 Elementarne funkcije

Ubuduée ¢emo promatrati samo realne funkcije jedne realne varijable koje su date
analiticki. U skladu s tim funkcije se mogu podijeliti na: algebarske i transceden-
tne. Algebarske funkcije su one funkcije kada se pri izracunavanju ovisne vari-
jable koriste samo algebarske operacije (kona¢no mnogo puta): sabiranje, oduzi-
manje, mnozenje, dijeljenje i stepenovanje racionalnim eksponentom. Dijelimo
ih na: cijele racionalne funkcije (polinome), razlomljene racionalne funkcije i ira-
cionalne funkcije. Transcedentne funkcije su ostale funkcije kod kojih ovisnu vari-
jablu ne mozemo izracunati upotrebom kona¢no mnogo algebarskih operacija, a u
primjenama u ekonomiji najcesc¢e se koriste sljedete transcedentne funkcije: eks-
ponencijalna funkcija, logaritamska funkcija, trigonometrijske funkcije i inverzne
trigonometrijske (ciklometrijske) funkcije.

Navest ¢emo sada osnovne karakteristike nekih od tih funkcija.

2.2.1 Linearna funkcija

Linearna funkcija je jedna od najjednostavnijih funkcija i spada u klasu algebarskih
funkcija. To je funkcija oblika

y=ax+b, abeR.

ol |
<Y

Slika GF7: a > 0 Slika GF8: a <0

Pretpostavimo da je a # 0. Tada je linearna funkcija oc¢ito polinom prvog stepena.
Njen graf je prava linija, pa odatle i poti¢e naziv linearne funkcije. Znajuéi da je
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2.2 Elementarne funkcije

prava odredena s dvije tacke, zakljuCujemo da je za crtanje grafa linearne funkcije
dovoljno znati samo dvije tacke njenog grafa. Ako se uzme x = 0, dobije se
y = b. To zna¢i da tacka M (0,b) pripada grafu funkcije, a kako pripada i osi Oy,
to koeficijent b oznacava odsjecak koji graf funkcije odsijeca na Oy osi. Ako je

b b
y = 0, onda je x = ——, pa tacka N <—, O) pripada grafu funkcije, ali pripada
a a

iosi Ozx. Zbog toga je —— odsjecak koji graf funkcije odsijeca na osi Ox. Dakle,

dovoljno je odrediti tacke M i N kako bismo precizno nacrtali graf linearne funkcije.
Primijetimo da je u sluc¢aju kad je b = 0 graf linearne funkcije prava koja prolazi
kroz koordinatni pocetak i da se tada tacke M i N poklapaju s koordinatnim
§to se postize najlakse uvrstavanjem odredene vrijednosti za neovisnu varijablu z,
recimo x = 1 za koju dobijemo y = a. Crtanjem prave na kojoj lezi koordinatni
pocetak i tacka A (1,a), dobije se graf linearne funkcije (kao na Slici GF7a).

S druge strane, pokazuje se da je koeficijent a jednak tangensu ugla koji graf
linearne funkcije zaklapa s pozitivnim smjerom ose Oz. Obi¢no za koeficijent a
koristimo i termin nagib funkcije. Dakle, nagib funkcije moze biti pozitivan (Slika
GF7) ili negativan (Slika GF8). Ukoliko je a = 0, tada je graf linearne funkcije
skup I' = {(z,b) | x € R}, sto je prava koja prolazi tackom M (0,b) na osi Oy, a
paralelna je osi Oz (Slika GF9).

A(L,a)

Slika GF7a Slika GF9

2.2.2 Kvadratna funkcija

Kvadratna funkcija (ili polinom drugog reda) je algebarska funkcija oblika
—ar? +br+ec, a#0.
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2. Funkcije jedne realne varijable

Poznato je da je graf ove funkcije parabola, koja je okrenuta otvorom prema gore
ako je a > 0 (Slika GF10), a okrenuta otvorom prema dolje ako je a < 0 (Slika
GF11). Funkcija ima dvije realne nule

_ —b+vD

-b—+D
‘,1:]. - 7’ x2 - b
2a 2a

ako je D = b? —4ac > 0 (D je tzv. diskriminanta funkcije), ima jednu (dvostruku)

b
nulu z = % ako je D = 0, a nema nula ako je D < 0. Za konstrukciju grafa

a
kvadratne funkcije, osim njenih nula, neophodno je znati i koordinate tjemena

b D

parabole: T <—, — . U svakom slu¢aju je neophodno za preciznije crtanje

20" 4a
grafa kvadratne funkcije znati i koordinate jos nekoliko ta¢aka njenog grafa.

Slika GF10: a > 0 Slika GF11: a <0

2.2.3 Eksponencijalna funkcija

Eksponencijalna funkcija je funkcija oblika
y=a", 0<a#]l.

Ocigledno je domen ove funkcije cijeli skup realnih brojeva R, a zbog uvjeta da
je a pozitivan broj, zaklju¢ujemo da su sve vrijednosti funkcije pozitivni brojevi.
Dakle, vrijedi: f: R — (0,400), f(z) = a® (0 < a # 1). To znaci da se graf
eksponencijalne funkcije nalazi iznad ose Oz. Kad je x = 0, vrijednost funkcije je
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2.2 Elementarne funkcije

y = a’ = 1, §to znaci da graf funkcije sijece osu Oy u tacki A (0,1). Razlikujemo
dva slucaja: a >1i0<a < 1.

ylo—A le'A

-4

8
6

4

P

2 1 2 4 4

\!g-; -
2
B X

——+—
X

Slika GF12: Grafik funkcije y = 2¢  Slika GF13: Grafik funkcije y = (3)”

U slucaju a > 1 graf funkcije se na lijevoj strani priblizava osi Oz (ali je nikada
ne dodiruje), pa kazemo da je osa Oz horizontalna asimptota funkcije. Dakle, $to
neovisna varijabla x uzima sve manje i manje vrijednosti, to i vrijednosti funkcije
postaju sve blize vrijednosti 0, ali je nikada ne dostizu. A ako se x povetava,
i vrijednosti funkcije se povetavaju i to za pozitivne x vrijednosti funkcije naglo
rastu (Slika GF12). Eksponencijalna funkcija ima obrnuto ponasanje u smislu
rasta kad je 0 < a < 1, tj. njene vrijednosti se s povetanjem vrijednosti neovisne
varijable x smanjuju ka vrijednosti 0, ali je nikad ne dostizu (Slika GF13).

2.2.4 Logaritamska funkcija

Logaritamska funkcija je inverzna funkcija eksponencijalnoj funkciji. Dakle, ako x
i y u eksponencijalnoj funkciji zamijene svoja mjesta, dobijamo

r=aY,

odakle je
y=log,z, 0<a#1l

Drugim rije¢ima vrijedi:
r=a"<ey=log,z, (0<a#l).
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2. Funkcije jedne realne varijable

Jasno je da je f : (0,4+00) — R, dakle, D(log,z) = (0,+00). Graf logarita-
mske funkcije je, kao $to smo ve¢ napomenuli za opéeniti sluc¢aj, osnosimetri¢an
grafu odgovarajuce eksponencijalne funkcije u odnosu na simetralu prvog i tre¢eg
kvadranta, tj. pravu y = x. Buduéi da znamo kako izgleda graf eksponencijalne
funkcije, onda znamo kako izgleda i graf logaritamske funkcije (Slika GF14 i Slika
GF15).

Slika GF14: y = logy = Slika GF15: y = logy o

Primijetimo da graf logaritamske funkcije sije¢e osu Oz u tacki A (1,0), koja je
simetri¢na tacki B (0,1) u kojoj eksponencijalna funkcija sije¢e osu Oy. Dakle,
x = 1 je nula logaritamske funkcije, dok je osa Oy njena vertikalna asimptota. U
slucaju kad je a > 1, logaritamska funkcija je rastuc¢a funkcija, dok jeza 0 < a # 1
ona opadajuca, kao §to je to slucaj i s odgovarajuc¢om eksponencijalnom funkcijom
kojoj je ona inverzna funkcija.

Prisjetimo se i logaritamskih pravila:

log, (uv) = log,u + log, v,

log,, (E) = log,u —log, v,
v

log, (u)" = rlog,u,

pri ¢emu je u > 0,v > 0,0 <a# 1,r € R.
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2.3 Primjena funkcija u ekonomiji

2.3 Primjena funkcija u ekonomiji

Pojedine ekonomske veli¢ine mogu biti u medusobnoj ovisnosti, tj. promjena jedne
od njih moze prouzroc¢iti promjenu jedne ili vise drugih. Ipak, postaviti odredenu
vezu izmedu pojedinih ekonomskih veli¢ina nije nimalo jednostavan posao. Naime,
moze se dogoditi da promjena jedne ekonomske veli¢ine izaziva promjenu neke
druge, a da obrnuto ne vrijedi. Tako, na primjer, nacionalni dohodak jedne zemlje
ne ovisi o broju tv prijemnika u toj zemlji, ali obrnuto - broj tv prijemnika u jednoj
zemlji osjetno ovisi o nacionalnom dohotku. Ako, dakle, sa x ozna¢imo nacionalni
dohodak, a sa y broj tv prijemnika, imat éemo funkcionalnu ovisnost y = f ().
Ovdje je potreban poseban oprez pri prevodenju ove funkcije u njen inverzni oblik
x = ¢ (y). Iako to s matematickog aspekta ima opravdanje, s ekonomskog aspekta
nema nikakva smisla i moze nas u opéem slucaju ¢ak dovesti u opasnost izvodenja
pogresnih zakljucaka. Zbog toga je jako vazno nametnuti odredene uvjete na
funkcije kako bi one u izvjesnom smislu mogle predstavljati ekonomske funkcije,
tj. da bi takav matematicki model imao smisla u stvarnosti. Za sve funkcije
koje se primjenjuju u ekonomiji, a mi ih budemo ovdje spominjali, navest ¢emo
takve uvjete, koji ¢e ¢initi oblast definicije funkcije u ekonomskom smislu (oblast
koja je opcenito uza od definicionog podruc¢ja funkcije u matematickom smislu).
Naravno, netemo se ovdje baviti pitanjem samog nacina formiranja funkcija koje
se primjenjuju u ekonomiji, ali hotemo njihovom oblagéu definicije u ekonomskom
smilsu.

2.3.1 Funkcija potraznje

Neka se na nekom trzistu, izmedu ostalog, nudi i trazi jedan proizvod A i neka je
@ ukupna koli¢ina tog proizvoda koju potrazuju potrosaci na tom trzistu. Uko-
liko pretpostavimo da su zadovoljeni neki bitni kriteriji trzista (nepromjenjivost:
ukupnog broja potrosaca, ukusa svih potrosaca, prihoda svakog potrosaca i cijena
svih ostalih proizvoda na tom trzistu), koli¢ina potraznje proizvoda A ovisit ¢e
samo o njegovoj trzignoj cijeni. Ozna¢imo sa p cijenu proizvoda A. Jasno je da ¢e
se s promjenom cijene p mijenjati i ukupna potraznja ) proizvoda A, tj. potraznja
Q@ je funkcija cijene p, tj.

Q@=D(p) (=Qa).

Ali i obrnuto, ako se mijenja ukupna koli¢ina potraznje proizvoda A, doéi ¢e i
do promjene njegove cijene p. Zato ovdje ima smisla govoriti o inverznoj funkciji
gornje funkcije i u ekonomskom smislu. Dakle, cijena je ovdje funkcija od po-
traznje, tj.

p=p(Q).
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2. Funkcije jedne realne varijable

Slika EF1: Q = ae~P,a > 0,c > 0

Uoc¢imo bitne odrednice funkcije potraznje. Naime, kako smo to vidjeli u slu¢aju
trzisne ravnoteze (Sekcija 1.3.1), kad smo imali jednostavan slucaj linearne funkcije,
vrijedi i opéenito: s povetanjem cijene dolazi do pada potraznje, a u krajnjem
slucaju kad se dostigne kriti¢na cijena potraznja postaje jednaka 0 (Slika EF2 i
Slika EF3) ili da jednostavno se neograniceno smanjuje ka 0 (kazemo da tezi ka 0)
kada cijena neograniceno raste (Slika EF1).

Q.A. QA

p p
Slika EF2: Q = —ap +b,a > 0,b > 0 Slika EF3: Q = —p* +¢,¢>0

Dakle, funkcija potraznje mora biti opadajuéa funkcija i definirana je samo za
pozitivne vrijednosti promjenjive p. To je uvjet koji mora svaka funkcija potraznje,
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2.3 Primjena funkcija u ekonomiji

bez obzira kojeg je oblika, da zadovoljava. U sluc¢aju linearne funkcije, ona mora
imati negativni nagib.

2.3.2 Funkcija ponude

Pod ponudom podrazumijevamo koli¢inu odredenog proizvoda A koju proizvodac
nudi na nekom trzistu. U normalnim okolnistima ponuda ¢e rasti s povetanjem
cijene proizvoda. Zbog toga ¢e funkcija ponude (Q5) uvijek biti rastuca i definirana
samo za nenegativnu promjenjivu p (cijena proizvoda). Takoder, vrlo ¢esto se
desava da se izvjestan broj ponudaca uzdrazava od prodaje proizvedene robe ako
je cijena niska i uglavnom ¢eka povoljniji trenutak, tj. kad cijena dostigne onaj
nivo za koji im se isplati prodavati robu. Osim toga, ako je trzisna cijena proizvoda
niska, izvjestan broj proizvodaca nece se odluciti da proizvodi taj proizvod, jer bi
pod tim uvjetima rezijski troskovi doveli do gubitka. Tako ¢e ponuda biti jednaka
0 za sve pozitivne vrijednosti cijene p koje su manje od te kriti¢ne vrijednosti p*,
tj. Qs = S(p) =0, za sve p € [0,p*]. Kriva koja predstavlja funkciju ponude je,
dakle, rastuca kriva s osobinom sporog rasta od kriti¢ne vrijednosti p*, a onda s
prelaskom u nagli rast (Slika EF4 i Slika EF5).

ol ol

= cron L e
p

p
Slika EF4: Q) =ceP —a,a > 0,¢c >0 Slika EF5: Q =cp—d,c>0,d >0

2.3.3 Funkcija troskova

Poznato je da su troskovi u jednoj proizvodnoj firmi nov¢ani izraz za utroSene
pojedine elemente procesa proizvodnje, kao §to su sredstva za rad, predmet rada
ili radna snaga. Zbog toga se oni mogu klasificirati prema razli¢itim kriterijima, a
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2. Funkcije jedne realne varijable

nas ovdje posebno zanima klasifikacija prema reagiranju na obim proizvodnje. Po
toj klasifikaciji troskovi se dijele na varijabilne i fiksne. Varijabilni (promjenljivi)
trogkovi su oni troskovi koji ovise o obimu proizvodnje, tj. mijenjaju se u skladu s
povetanjem ili smanjenjem obima proizvodnje, a takoder su uvjetovani i stepenom
iskoristenosti kapaciteta. U varijabilne trogkove se ubrajaju troskovi materijala za
izradu (sirovine), troskovi koristenja energije, troskovi rada i sl. S druge strane,
fiksni trogkovi u ukupnom iznosu se ne mijenjaju, tj. fiksni su, za svaki dati obim
proizvodnje. U takve troskove spadaju, na primjer, rezijski troskovi, troskovi osi-
guranja, trogkovi zakupnine, troskovi amortizacije, troskovi kamata na kredite i
sl. Bitna karakteristika fiksnih trogkova je da oni postoje neovisno o tome da li se
proces proizvodnje izvodi ili ne.

Ukupni troskovi predstavljaju zbir varijabilnih i fiksnih troskova. Uvedimo sljedete
oznake: T - za ukupne troskove, VT - za varijabilne troskove, F'T' - za fiksne
trogkove, pa je

T=VT+FT.

Ako sa ) oznac¢imo obim proizvodnje, tj. koli¢inu proizvoda, jasno je da je veli¢ina
varijabilnih trogkova u funkcionalnoj ovisnosti o koli¢ini proizvodnje @, tj. VT (Q),
pa je i funkcija ukupnih trogkova, takoder, u funkcionalnoj ovisnosti o obimu
proizvodnje @, tj. T (Q), dok fiksni troskovi ne ovise o varijabli @), pa imamo

T(Q)=VT(Q)+ FT. (2.1)

Jasno je da je
VT (0)=0.

Zbog toga je, prema relaciji (2.1),
FT =T(0). (2.2)

Istaknimo da funkcija ukupnih troskova mora zadovoljavati odredene uvjete (da bi
uopce imala ekonomskog smisla):
a) @ > 0, odnosno obim proizvodnje ne moze biti negativna vrijednost,
b) T (Q) > 0, tj. troskovi su uvijek pozitivni,
¢) porast obima proizvodnje uvijek dovodi do rasta ukupnih troskova.

Ovi uvjeti ¢ine oblast definiranosti funkcije ukupnih troskova.
Matematski izraz posljednjeg uvjeta navest ¢emo nesto kasnije, nakon uvodenja
pojma izvoda funkcije i pojma marginalnih (grani¢nih) trogkova.

Primjer 2.2 Neka je data funkcija T (Q) = 3Q? + 200. Vidimo da je tada
T (0) =3-0% 4200 = 200 = FT.
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2.3 Primjena funkcija u ekonomiji

Pokretanjem proizvodnje i povetanjem njenog obima ocito je da ¢e doci do po-
rasta dijela troskova oznatenih sa 3Q?, odnosno do porasta varijabilnih troskova,
a samim tim @ do porasta ukupnih troskova. Dakle, zadovoljena su sva tri uvjeta
koje mora zadovoljavati funkcija ukupnih troskova. &

Primjer 2.3 MoZe se i optenito postaviti pitanje: pod kojim wvjetima funkcija
ukupnih troskova moze biti predstavijena kvadratnom funkcijom? Naime, ako je

T(Q) = aQ? +bQ +c, (2.3)

tada, prije svega, mora da bude a > 0, tj. parabola mora biti okrenuta otvorom
prema gore, odnosno funkcija mora imati minimum.

Slika EF6: T (Q) = aQ? +bQ + ¢, a>0,b>0,c >0

Osim toga, za sve menegativne vrijednosti promgjenjive @ (uvjet a)), T (Q) mora
da bude pozitivna (uvjet b)) i stalno da raste (uvjet c)), Sto ¢e biti ispunjeno ako
su fiksni troskovi pozitivni, tj. FT =T (0) = ¢ > 0 i ako se minimum funkcije
dostize za negativne vrijednosti promjenjive Q, odnosno ako je tjeme parabole s
lijeve strane koorditanog pocetka, tj. ako je

b
—— <0
2a ’

odnosno b > 0. Dakle, kvadratna funkcija (2.3), moze biti funkcijom ukupnih
troskova samo ako su sva tri koeficijenta a,b i ¢ pozitivna. &
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2. Funkcije jedne realne varijable

Vrlo vaznu ulogu u praksi igraju tzv. prosjeéni troskovi, koji predstavljaju iznos
ukupnih trogskova po jedinici proizvoda. Ako funkciju prosje¢nih trogkova oznacimo

sa T (Q), tada je
(2.4)

Uoc¢imo da je oblast definiranosti funkcije prosje¢nih troskova ista kao i oblast
definiranosti ukupnih troskova.

Primjer 2.4 Data je funkcija ukupnih troskova

T(Q) =2Q% — 6Q% +5Q.
Odrediti minimalne prosjetne troskove i na kojem nivou proizvodnje se dotizu.
Rjesenje. Funkcija prosje¢nih troskova, prema (2.4), je

T(Q)=2Q*—6Q +5.

O

Slika EF7
Ovo je kvadratna funkcija i ona dotize minimum na nivou proizvodnje

b 3
Q - _% - 57
koji iznosi
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2.3.4 Funkcije prihoda i dobiti

Ukupni prihod predstavlja proizvod koli¢ine odredene robe prodate na trzistu u
odredenom vremenskom razdoblju i cijene po kojoj je ta roba prodata. Ako za
cijenu uvedemo oznaku p, a za ukupni prihod oznaku P, onda je

P=qQ p.

Uoc¢imo da je koli¢ina prodate robe na trzistu ustvari funkcija potraznje za tom
robom. Poznato je da se potraznja izrazava kao funkcija cijene proizvoda, tj.
Q = Q (p), pa je u tom slucaju ukupni prihod funkcija cijene p:

P(p)=Q(p) - p. (2.5)

Medutim, i cijena robe se moze promatrati kao funkcija potraznje, tj. p = p(Q) i
tada je i ukupni prihod funkcija potraznje @Q:

PQ)=Q p(Q). (2.6)
Pri tome su p(Q) i @ (p) medusobno inverzne funkcije.

Primjer 2.5 Zadana je funkcija potrainje Qq = 80—4p. Odrediti funkciju ukupnog
prihoda kao funkciju cijene, a zatim i kao funkciju potraznje.

Rjesenje. Malo laksi dio posla u ovom slu¢aju je naéi ukupan prihod kao funkciju
cijene. Prema (2.5) imamo

P(p)=Qa p= (80 —4p)p = —4p® + 80p.

S druge strane, zelimo li funkciju ukupnog prihoda predstaviti kao funkciju po-
traznje kao u (2.6), moramo prvo cijenu predstaviti kao funkciju potraznje. Naime,
iz Q = 80 — 4p, imamo

p=80-Qop="% -0 %
pa je ,
P@=-0r@=0(n-9)-20-%. &

Primijetimo da je prosje¢ni prihod koliénik ukupnog prihoda i ukupne koli¢ine
prodatih proizvoda, tj. funkcija prosje¢nih prihoda je oblika

PQ _QpQ
Q Q
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2. Funkcije jedne realne varijable

Tako bi u prethodnom primjeru funkcija prosjeénih prihoda bila

PQ=p@=20-2

Jos jedna vrlo vazna funkcija u ekonomiji je funkcija ukupne dobiti. Poznato

je da se ukupna dobit ostvarena u proizvodnji jednog artikla definira kao razlika

ukupnog prihoda prodate koli¢ine artikla na trzistu u odredenom vremenskom

periodu i ukupnih troskova proizvodnje te prodate kolicine artikla. Uvedemo li
oznaku D za ukupnu dobit, tada je

D=P-T.

Ukoliko su nam poznate funkcije ukupnih troskova i ukupnih prihoda kao funkcije
potraznje @), tada je i ukupna dobit funkcija potraznje:

Ukoliko nam je, pored funkcije ukupnih troskova i funkcije ukupnog prihoda poz-
nata i funkcija potraznje kao funkcija cijene @ = @ (p), tada je i ukupna dobit
funkcija cijene proizvoda:

D(p)=P(p)-T(Q(p)=pQ(p)—T(Q ().

Za proizvodnju nekog artikla (robe ili dobra) vrlo je znacajan interval rentabil-
nosti. Pod tim pojmom podrazumijevamo interval neovisne varijable u funkciji
ukupne dobiti gdje je ukupna dobit pozitivna. Naime, ako pretpostavimo da su
funkcije ukupnih troskova i ukupnih prihoda definirane u intervalu [0, 7], tada in-
terval (Q1,@2) C [0, r] nazivamo intervalom rentabilnosti ako vrijedi da je D (Q) =
P(Q)—-T(Q) > 0, za sve vrijednosti @ € (Q1,Q2). Osim toga, nivo proizvod-
nje Q* € (Q1,Q2) za koju se ostvaruje maksimalna dobit naziva se optimalnom
proizvodnjom, a cijena p = p (Q*) se naziva optimalnom prodajnom cijenom.

Primjer 2.6 Date su funkcije potrainje Q (p) = 20 — 0.5p i prosjetnih troskova
= 3
T(Q)=0Q+30+ 0 Odrediti:

a) funkciju ukupne dobiti i nacrtati njen grafik,
b) interval rentabilnosti,

¢) maksimalnu dobit,

d) optimalnu proizvodnju,

e) optimalnu prodajnu cijenu.
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2.3 Primjena funkcija u ekonomiji

Rjesenje. a) Funkcija ukupnih trogkova je

T =T(@Q)-Q= (Q+30+2>Q=Q2+30Q+3,

a funkcija ukupnog priohoda je P (Q) = p(Q) - Q. Odredimo cijenu kao funkciju
potraznje:

1
Q=20-05p=p=20-Q=p=40-20=p(Q),

pa je sada
P(Q)=p(Q) Q= (40-2Q)Q = 40Q - 2Q°.
Funkcija ukupne dobiti je:
D(Q)=P(Q) ~T(Q)=40Q —2Q* — (Q* +30Q +3),
tj.
D(Q) = —-3Q*+10Q — 3.

D

N

N

'
N

-4
Slika EF8
Grafik funkcije je dat na Slici EFS8.
b) Odredimo nule funkcije D (Q), odnosno rjesenja kvadratne jednadzbe
—3Q%*+10Q —3=0,

1
tj. Q1 = g,Qg = 3. Jasno je da je funkcija ukupnog prihoda pozitivna za sve

1 1
vrijednosti @) € (3, 3), pa je interval rentabilnosti (3, 3).
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2. Funkcije jedne realne varijable

c¢) i d) Funkcija ukupne dobiti (kao kvadratna funkcija) ima maksimalnu vri-
jednost na nivou proizvodnje Q = —— = —, te je optimalna proizvodnja Q* = —.

-6 3 3
Maksimalna dobit je

5 5\° 5 16 1
DmaX:D<3) :—3 <) +10§—3:7:5§
e) Optimalna cijena je

10 110

*\ _ * _ P 2
p(Q") =40 —2Q" =40 3 5 =363 &

e} (¢] (¢]

Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti definiciono podrugje svake od sljede¢ih funkcija:

a) f(x):m, b) f(z) = Va? — 52 + 6, c) f(g;)zlog“ffi.

2. Pokazati da je funkcija f : R — R,y = f (z) = —2z + 6 bijektivna, a zatim
odrediti inverznu funkciju f~' : R — R, te nacrtati graf funkcije f i graf
funkcije f~! u Descartesovom pravouglom koordinatnom sistemu.

3. Koji uvjet mora zadovoljavati parametar a € R da bi funkcija
f(z)=2*—4z +a
imala vrijednosti vete od 15 za sve vrijednosti x?
4. Za koje vrijednosti varijable z je funkcija y = log (1 — 3:2) pozitivna?

5. Poznata je funkcija potraznje nekog proizvoda @z = —0.5p+ 11000 i funkcija
ukupnih trogkova T (Q) = 2Q? + 107. Odrediti interval rentabilnosti, opti-
malnu proizvodnju, optimalnu cijenu i maksimalnu dobit.

6. Za neki proizvod A data je funkcija potraznje Qg = —0.2p + 100 i funkcija

_ 250
prosje¢nih troskova T (Q) = 2.5@4—350—%6. Odrediti interval rentabilnosti,

optimalnu proizvodnju, optimalnu cijenu i maksimalnu dobit.

7. Zaneki proizvod B poznata je cijena kao funkcija potraznje p = —0.001Q+80
i funkcija ukupnih troskova T (Q) = 30Q + 10°. Naéi optimalnu cijenu i
maksimalnu dobit.
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2.4 Nizovi

2.4.1 Pojam niza

Odranije nam je iskustveno poznat pojam niza (niz prirodnih brojeva, niz parnih
brojeva, niz neparnih brojeva manjih od 30, itd) i jasno nam je da niz moze
imati konaé¢no ili beskona¢no ¢lanova. Ovdje ¢e biti rije¢i samo o nizovima realnih
brojeva. Objasnimo sada matematicki preciznije pojam niza.

Definicija 2.5 Konaénim realnim nizom nazivamo funkciju
f:{1,2,..,k} = R,
tj. skup realnih brojeva {f (1), f(2),..., f (k)}, koji obi¢no zapisujemo kao
1,02, .., G, (2.7)
pri cemu je an = f(n),n =1,2,...,k i nazivamo ga opéim Elanom niza (2.7).

Ocito je da indeks n u opéem ¢lanu a, datog niza oznacava redni broj ¢lana
u nizu. Zbog toga je niz potpuno odreden ako znamo kako izgleda njegov opéi
¢lan. Tako, na primjer, ako je konacan niz realnih brojeva zadan opéim ¢lanom

(_1)n+1
a, = ——,n < 5, onda mozemo ispisati sve ¢lanove tog niza:
n
1)ttt
_1)2*1 1
2 2
as = ( ) = 5
3 3
1 4+1 1
as = G -
4 4
as = ( ) = >
5 5
b ried i ..111 11
J. Tijec je o mizu: 1, -5, 5, —7, =
Definicija 2.6 Beskonaénim realnim nizom nazivamo funkciju
f:N—=R,

tj. skup realnih brojeva {f (1), f (2),..., f(k),...}, koji obi¢no zapisujemo kao
1,02, ey Qs ooe (2.8)

pri cemu je a, = f(n),n=1,2,...,k i nazivamo ga opéim Elanom niza (2.8).
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2. Funkcije jedne realne varijable

Beskonacan niz ¢emo oznacavati sa {a, },- ;. Ubuduée éemo, ukoliko drugacije
ne napomenemo, pod pojmom niza podrazumijevati beskonacan realan niz.

Primijetimo da je znatno teze odrediti op¢i ¢lan niza ukoliko je zadano nekoliko
pocetnih ¢lanova tog niza. Tada je neophodno svaki ¢lan niza dovesti u vezu
s njegovim rednim brojem u nizu (tj. njegovim indeksom). Recimo da nam je
beskonacan niz zadan sa:

11 1 1
57971371777
Uoc¢imo sljedece:
U
SIS
1 1
Qa = -_-=s ————
2 9 4241
1 1
I R
R 1
ST SIS
iz ¢ega se induktivno zakljuc¢uje da je
an = n=123,...

dn +1’

U ekonomskim aplikacijama posebno su bitna dva niza: aritmeticki i geometrij-
ski, pa ¢emo im zbog toga posvetiti posebnu paznju.

2.4.2 Aritmeticki niz

Promatrajmo sljedec¢e nizove:

1,2,3,4,5,...
2,4,6,8, 10, ...
~3,0,3,6,9, ...
11,7,3,—1,-5, ...

Uoc¢imo da oni imaju jednu zajednicku karakteristiku: svaki ¢lan niza, osim prvog,
razlikuje se od prethodnog ¢lana niza za konstantan broj: u prvom nizu je ta
razlika 1, u drugom 2, u tretem 3, a u ¢etvrtom -4. Na taj se nacin, ustvari, svaki
¢lan, osim prvog, svakog od tih nizova moze dobiti kao zbir prethodnog ¢lana u
nizu i utvrdene razlike. Ovakvi nizovi imaju vrlo vaznu ulogu u matematici, jer
se vrlo ¢esto pojavljuju u praksi, pa ¢emo im zbog toga posvetiti posebnu paznju
i dati im poseban naziv.

86



2.4 Nizovi

Definicija 2.7 Za niz brojeva
a1,a2,a3,...,0p, ...

kazemo da je aritmeticki niz ako je svaki njegov ¢lan, osim prvog, jednak zbiru
prethodnog ¢lana i stalnog broja (konstante) d.

Aritmeticki niz je, dakle, odreden formulom
apt1 = an +d, n=1,2,3,...). (2.9)

Broj d (koji je u stvari jednak razlici a1 — a,) naziva se razlika ili diferencija
niza.

Postavlja se pitanje: odakle naziv aritmeticki niz? Naime, iz definicije arit-
metickog niza slijedi
il — Op =d = Qp — Ap_1, (2.10)
odnosno
4 = ap—1 + Ap+1
2 )
Odavde vidimo da je svaki ¢lan ovog niza, osim prvog (i eventualno zadnjeg ako
je niz konacan), aritmeticka sredina ¢lana ispred i ¢lana iza njega, pa upravo zbog
te osobine niz sa osobinom (2.9) nazivamo aritmetickim nizom.
Uot¢imo takoder da, sli¢no prethodnom, za "simetri¢ne" ¢lanove aritmetickog
niza vrijedi

n=23,.. . (2.11)

(M:@Q%;ﬁq n=1,2.: r=1,2,..n—1.

Prema definiciji aritmetickog niza vrijedi
as = ai+d,

as as+d=a1+d+d=a; +2d,
ag = az+d=a1+2d+d=a+ 3d,

ap, = ap-1+d=a1+ (n—1)d,

Dakle, uotavamo da je opéi ¢lan aritmetickog niza dat formulom
anp=a1+ (n—1)d (n=1,2,3,...). (2.12)
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2. Funkcije jedne realne varijable

Prema tome, svaki se ¢lan aritmetickog niza moze izraziti pomocéu prvog ¢lana niza

i njegove razlike. Uoc¢imo da je niz rastuéi ako je d > 0 (slucaj s prva tri niza data

na pocetku), a opadajuéi ako je d < 0 (slucaj s cetvrtim nizom datim na pocetku).
Neka je S, oznaka za zbir prvih n ¢lanova aritmetickog niza, to jest

Sp=a1+as+az+ ...+ an.
Kako je, prema (2.12),

a+a, = 2a1+ (n—1)d,
ay+an—1 = a+d+a+(n—-—2)d=2a1+(n—1)d,
as+ap—2 = a1+2d+a;+(n—-3)d=2a;1+ (n—1)d,

i tako dalje. Vidimo da .S,, predstavlja zbir od g vrijednosti 2a; 4+ (n — 1) d. Dakle,

vrijede sljedete formule

n - n
Sn:§(a1+an) ili S"ZE

Naravno da se formule (2.12) i (2.13) lahko dokazuju matematickom indukei-
jom.

Primijetimo da se druga formula u (2.13) mogla dokazati i na sljedeé¢i nacin.
Naime, kako je

2a1 + (n — 1) d] . (2.13)

Sp,=a1+as+...+an_1+an

S, =a,+apn—1+...+as+ a1
na osnovu jednakosti (2.12) imamo
Spn=a1+(a1+d)+...+[a1+ (n—2)d]+ [a1 + (n—1)d],
odnosno
Sp=la1+(n—1)d]+ a1+ (n—2)d]+ ...+ (a1 + d) + a1.

Nakon sabiranja posljednje dvije jednakosti, sabiraju¢i medusobno odgovara-
juée ¢lanove (prvi s prvim, drugi s drugim i tako dalje), dobije se

25, =n[2a; + (n—1)d],

odnosno
n

Sn 5

[2a1 + (n —1)d]. (*)
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2.4 Nizovi

Odavde je

Sn:g[a1+a1+(n—1)d],

pa prema (2.12) imamo
n
Sp == (a1 +ay).

Na primjer, zbir prvih 100 élanoanaritmetiékog niza: 1,5,9,13,... je
S100 2 ? 214 (100 — 1) - 4] = 19900.
Primijetimo da vrijedi
Sp—Sn—1=ap, Nn=23,.. . (2.14)

Primjer 2.7 Izmedu —2 1 63 umetnuti 12 brojeva, tako da svi zajedno ¢ine arit-
meticki niz..
Rjesenje. Uocimo da je —2 prvi, a 63 Cetrnaesti ¢lan tog niza. Dakle, prema
formuli (2.12), imamo
63=ayy=0a1+13d=-2+13d = d=>5.
Dobijeni niz izgleda ovako: —2,3,8,13,18,23,28,33,38,43,48,53,58,63. &

Primjer 2.8 Pretpostavimo da na pocetku godine u trezor u banci stavimo 10008
i da na pocetku svakog marednog mjeseca stavimo 50§ vise nego u prethodnom
myjesecu. Koliko ¢e novca biti u trezoru nakon 8 godine?

Rjesenje. Ako napisemo iznose koje smo redom ulagali, dobija se niz: 1000,
1050, 1100, 1150,..., koji je ot¢ito aritmeticki niz s razlikom d = 50. Pri tome je
nakon 3 godine bilo ukupno 36 deponovanja, tj. niz ima 36 ¢lanova. Nakon 3
godine u trezoru ¢e ukupno biti

Ssg = ? [2000 + (36 — 1) - 50] = 67500 ($). &

Primjer 2.9 Izracunati nepoznate elemente plana proizvodnje nekog poduzeta za
petogodisnje razdoblje prema sljedecoj tabeli:

Godina | Proizvodnja
1
2

4
5

Ukupno 75

Predvida se da ¢e proizvodnja rasti svake godine za 20% proizvodnje iz pete godine.
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2. Funkcije jedne realne varijable

Rjesenje. Plan proizvodnje po godinama oznacimo sa ap (k=1,2,3,4,5).
Zbog ¢injenice da se planira da proizvodnja raste svake godine za konstantan iznos

d = —as, zaklju¢ujemo da brojevi ap Cine aritmeticki niz. Prema podacima iz

tabele, prema drugoj formuli u (2.13) vrijedi
5
5525[2(114-4(1] =7 < a+2d=15

odnosno

2
a1 + 5&5 = 15. (2.15)

S druge strane, prema (2.12) imamo

4
a5:a1+4d®a5:a1+ga5,

odnosno
as = 5aj. (2.16)

Iz (2.15) i (2.16) dobija se a; = 5, a5 = 25,d = 5, pa je

a1 =5,a0 =10,a3 = 15,a4 = 20,a5 = 25. &

o O o

Zadaci za samostalan rad

1. Peti ¢lan aritmetickog niza je 19, a osmi 31. Napisati niz.
2. Odrediti aritmeticki niz ako je

daz +ag =0
S5 = 5.

3. Naci broj ¢lanova aritmetickog niza u kojem je zbir svih ¢lanova jednak 112,
proizvod drugog ¢lana s razlikom niza jednak 30, a zbir treteg i petog ¢lana
jednak 32. Napisati tri prva ¢lana tog niza.

4. 7Zbir treteg i devetog ¢lana aritmetickog niza jednak je 8. Nac¢i zbir prvih 11
clanova tog niza.

5. Nadi zbir svih pozitivnih dvocifrenih brojeva koji su djeljivi sa 3.
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2.4 Nizovi

9.

10.

11.

. Turista, penjuéi se uz planinu, prvog sata dostigao je visinu 800m, a svakog

sljedeteg sata podizao se na visinu za 25m manju nego prethodnog. Za koliko
sati ¢e on dosti¢i visinu 5700m?

Poznato je da se, za svako n € N, zbir S,, prvih n ¢lanova aritmetickog niza,
izrazava formulom
S, = 4n® — 3n.

Napisati tri prva ¢lana tog niza.

. Izracunati nepoznate elemente plana proizvodnje nekog poduzecta za peto-

godisnje razdoblje prema sljedecoj tabeli:

Godina | Proizvodnja

3 15

5 25
Ukupno

Predvida se da ¢e proizvodnja rasti svake godine za konstantan iznos.

Izra¢unati nepoznate elemente plana uvoza i izvoza nekog poduzeca za peto-
godignje razdoblje prema tabeli

Godina | Uvoz | Izvoz

2 15
3 11

5 30
Ukupno | 55

Predvida se da ¢e uvoz i izvoz rasti svake godine za konstantan iznos.

Nabavna vrijednost neke magine je 1550000%. Izracunati godignje amorti-
zacijske iznose ako se oni ravnomjerno smanjuju svake godine za 10000$, a
ekonomski vijek trajanja masine je 10 godina.

Cijena proizvoda A je 6380%. Izracunati godisnje amortizacijske iznose ako se
oni konstantno smanjuju svake godine za 5% cijene proizvoda A. Ekonomski
vijek trajanja proizvoda A je 5 godina.
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2. Funkcije jedne realne varijable

2.4.3 Geometrijski niz
Promatrajmo sljedece nizove:

1,2,4,8,16, ...
2,6,18, 54,162, ...

Uoc¢imo da i ovi nizovi (sliéno aritmetickim nizovima) imaju jednu zajednicku
karakteristiku: koliénik svakog ¢lana niza, osim prvog, i ¢lana ispred njega je
1

konstantan broj: u prvom nizu je taj koliénik 2, u drugom 3, u trecem 5 @

1
u cetvrtom —. Na taj se nacin, ustvari, svaki ¢lan, osim prvog, svakog od tih

nizova moze dobiti kao proizvod prethodnog ¢lana u nizu i utvrdenog koli¢nika.
Ovakvi nizovi, takoder, imaju vrlo vaznu ulogu u matematici, posebno u primjeni
u ekonomiji, pa ¢emo im zbog toga posvetiti posebnu paznju i dati im poseban
naziv.

Definicija 2.8 Niz brojeva
a1,a2,a3,...,0p, ...

kod koga je svaki clan, osim prvog, jednak proizvodu prethodnog clana ¢ stalnog
broja q # 0, zove se geometrijski niz.

Dakle, geometrijski niz je odreden formulom

apt+1 = an - q, (n=1,2,3,...).

an+1

Broj g, koji je jednak koli¢niku , naziva se koli¢cnikom geometrijskog niza.

Qn
Opravdanje za naziv geometrijski dolazi od ¢injenice da je svaki ¢lan ovog niza,
osim prvog (i eventualno zadnjeg ako je niz konacan), geometrijska sredina ¢lana
ispred i ¢lana iza njega, tj.

2 ..
a, = an—1an+1 (i ap = an—1an+1), n=2,3,... ,

§to neposredno slijedi iz prethodnog razmatranja, odnosno iz

Gnp, Gp41
Gp—1 G,
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2.4 Nizovi

Prema definiciji geometrijskog niza vrijedi

az = aig,
2
az = Ga2q =a1q-q = a1q-,
2 3
a4 = azq=a1q -q=aq-,
_ _ n—1
an = Gap—1q = a1q >

Dakle, uocavamo da je op¢i ¢lan geometrijskog niza dat formulom
an = a1q" (n=1,2,3,...). (2.17)

Prema tome, svaki se ¢lan geometrijskog niza moze izraziti pomoc¢u prvog c¢lana
niza i njegovog koli¢nika.

Ako sa S, oznatimo zbir prvih n ¢lanova geometrijskog niza, tada je, koristeci
(2.17),

S, = a1+as+as. +ay
= a1 +ag+aid® + ... +aiq"”
= a1(1+q+@+..+¢"1).

1

Ukoliko je ¢ = 1, onda je S, = nay, a ako je ¢ # 1, tada vrijedi

1—g¢q 1—4q"
=a .
1—¢q 1l—q

Sp=a1(1+q+@d+..+¢"")-

Dakle,
Sn = all_qq ili Sn:aqu_l (q#1),
Sn = mnai, (¢g=1).

Dokaz ovih formula lahko se moze izvesti i primjenom principa potpune matema-
ticke indukcije.

Primjer 2.10 Prije vise stotina godina u Indiji je %ivio kralj Sirham koji je volio
da igra razne igre, ali se zasitio starih igara i hitio je nesto sa vise izazova. Za-
traZio je od siromasnog matematicara Sete ben Dahira, koji je Zivio u mjegovom
kraljevstvu, da mu izmisli novu igru. Ta nova igra zvala se ah. Kralj se toliko
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2. Funkcije jedne realne varijable

odusevio da je matematitaru za nagradu ponudio $ta god pozeli. "Zelio bih da mi
na prvo polje Sahovske table date jedno zrno psenice, na drugo dva, na trece cetirt,
i na svako sledece polje duplo vise zrna pSenice nego na prethodnom polju", rekao
je "skromni” matematicar. Kralja je ovaj odgovor uvrijedio, ali je ipak naredio
svojim slugama da matematicaru daju trazenu nagradu. Ubrzo je shvatio da u ci-
jeloj Indiji nema dovoljno pSenice da se popune sva polja sahovske table. Broj zrna
pSenice nije nista drugo nego suma prvih 64 clana geometrijskog niza, s pocetnim
clanom 1 1 koli¢nikom 2 i ona iznosi

64

264 _
1+2+22+...+263:ﬁ:264—1,

odnosno 18 446 744 073 709 551 615 (18 kvadriliona 446 triliona 744 biliona 78
milijarde 709 miliona 551hiljada 615). &

Primjer 2.11 Izracunati zbir sljedecih n brojeva: 1,11,111,1111,...

Rjesenje. Imamo

S I1+11+111+---+111...1 =

n

= 1+(10+1)+(100+10+1)+---+(10”—1+...+10+1)
10_1+102_1+103_1+ +10”—1
10—-1 10—-1 10-1 7 10-1

1
= §(10+102+103+...+10”—n)

1 10" —1 1 10" —10 —9n
= —_ 10- — N —_ — .

9 10 -1 9 9

1 1
= 8—1(10”+ —9n—10). &

Primjer 2.12 Ako brojevi a,b i ¢ obrazuju geometrijski niz, dokazati da tada bro-
1 1 1

log, N’ log, N’ log. N
brojevi razliciti od 1.

jevi obrazuju aritmeticki niz, pri cemu su a,b,c, N pozitivni

Rjesenje. Prema uvjetu zadatka imamo b?> = ac. Logaritmiranjem po bazi N,
dobijamo
2logy b =logya+logyec,
odnosno,
1 1 1
2 = + )
logg N log, N  log.N
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2.4 Nizovi

1 1 1
log, N’ log, N’ log, N

a to, prema (2.11), znaci da brojevi obrazuju aritmeticki

niz. &

Primjena geometrijskog niza u ekonomiji

Geometrijski niz ima veliku primjenu u ekonomiji pri obracunu kamate. Navedi-

mo jedan takav slucaj. Naime, pretpostavimo da smo na pocetku godine ulozili u

banku iznos novca I i da se na kraju svake godine na zateCeni iznos zaracunava

kamata od p%. Postavlja se pitanje: koje je stanje racuna na kraju n-te godine?
Na kraju prve godine na racunu ¢&e biti iznos

b p .. p
LI+ Lr-(1+ 2 Yr=14 ed —1+ P
L= 100 (+1oo) ¢ gdejeq=1+ 149

Na kraju druge godine stanje je

p p 2

L=I+-2r1= <1+—>I — I,

2= T 100t 100/t~

i tako dalje. Lahko je uociti da stanja na racunu ¢ine geometrijski niz. Prema
tome, na kraju n-te godine na rac¢unu ¢e biti iznos I,, = Iq™.
Specijalno, ako je I = 1000$, p = 5% i n = 20, imat ¢emo

5 20
Ing = I¢*° = 1000 <1 + 100) =1000-1,05%° = 2652,98 ($).

Medutim, vrlo ¢esto u praksi se kamata obra¢unava u kraéim vremenskim
periodima od godine dana. Ako je k broj obracunskih perioda u jednoj godini,
onda ¢e odgovarajuéa formula stanja na ra¢unu na kraju n-tog obra¢unskog perioda
imati oblik

/]”n
In:1<1 7) ,
Tz

gdje je r = % Buduéi da u godini dana postoji k£ obracunskih perioda, stanje
na ra¢unu nakon 1 godine bit ¢e
rk
L=1(1+7)
k + 2

Nakon n godina ocigledno je da ¢e stanje na rac¢unu biti
r kn
I, =1 (1 + %) . (2.18)
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2. Funkcije jedne realne varijable

Tako, specijalno, ako je I = 1000 $, p = 6% i kamata obracunava kvartalno (tj.
k = 4), stanje na rac¢unu nakon 10 godina bit ¢e

0.06\ 1°
I10 = 1000 (1 + 4> = 1814,02 ($).

Ako se kamata obra¢unava mjesec¢no (tj. k = 12), imat ¢emo

0.06

120
= 1819,4
12) 819,40 (%),

I10 = 1000 (1 +

a ako se kamata obracunava dnevno (tj. k = 365), tada je

0.06

3650
- = 1822 .
365> 822,03 (%)

110 = 1000 (1 +

¢} (¢] (¢}

Zadaci za samostalan rad

1. Izracunati koli¢nik geometrijskog niza ako je njegov drugi ¢lan 3, a Sesti 243.

2. Posljednji ¢lan geometrijskog niza je 162, zbir 242, a koli¢nik 3. Odrediti a;
i broj ¢lanova niza.

3. Prvi ¢lan geometrijskog niza je 2. Zbir drugog i ¢etvrtog ¢lana je 20. Odrediti
niz.

4. Cetiri broja ¢ine geometrijski niz. Naéi te brojeve ako je prvi veéi od drugog
za 200, a tre¢i od cetvrtog za 8.

takoder, kao prvi, drugi i sedmi ¢lan aritmetickog niza. Naci te brojeve.

6. Tri broja ¢ine aritmeticki niz i imaju zbir 15. Ako njima redom pribrojimo
1,4 i 19, dobit ¢emo tri broja koja ¢ine geometrijski niz. Naci te brojeve.

7. Neko je ulozio u banku 10500% na $to se na kraju svakog obracunskog peri-
oda obracunava kamata od 7% na zateceni iznos. Koliko nakon petnaestog
obrac¢unskog perioda ta osoba ima novca na ra¢unu?
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8.

10.

11.

Neko je ulozio u banku izvjesnu sumu novca na koju se na kraju svakog
obracunskog perioda obracunava kamata od 5% na zateceni iznos. Ako nakon
desetog obracunskog perioda ta osoba ima na racunu 105008, koliko je novca
na pocetku ulozila?

. Proizvodnja se u nekom poduzetu za razdoblje od 2007. do 2011. godine

povecavala svake godine u odnosu na prethodnu za konstantnu stopu prom-
jene. Odrediti tu stopu promjene, proizvodnju u 2009. godini i ukupnu
proizvodnju na kraju 2011. godine, ako je proizvodnja u 2008. godini bila
25000, a u 2010. godini bila 45000.

U nekom poduzecu je u razdoblju od 2007. do 2011. proizvedeno 610510
nekog proizvoda G. Kolika je proizvodnja bila u 2009., a kolika u 2011.
godini ako se proizvodnja povectavala 10% godisnje u odnosu na prethodnu
godinu?

Izra¢unati nepoznate elemente plana proizvodnje nekog poduzeta za cetvero-
godignje razdoblje prema tabeli

Godina | Proizvodnja
1
2
3
4 .
Ukupno 3545088

ako se proizvodnja smanji svake godine 8% u odnosu na prethodnu.

2.4.4 Granicna vrijednost niza

Razmotrit ¢emo nekoliko karakteristi¢nih slucajeva.

e Zadan je niz

2,4,8,16,32,...,2", ... (neN),

¢iji je opéi ¢lan a, = 2".
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2. Funkcije jedne realne varijable

24 8 16 32 64

Slika N1

Ocito je (Sto se vidi i na brojevnoj osi, Slika N1) da je svaki naredni ¢lan niza
veti od prethodnog dva puta, odnosno da s porastom broja n rastu i ¢lanovi niza
i to neograniceno. To znaéi da, za bilo koji pozitivni broj M, iza njega (desno) se
nalaze svi ¢lanovi niza (njih beskonaéno mnogo), osim eventualno konaéno mnogo
pocetnih ¢lanova niza. Drugim rije¢ima, kazemo da dati niz tezi u +oo i piSemo

lim a,, = lim 2" = +o0.
n—oo n—oo

e Zadan je niz

—2,-4,-8,-16,-32,...,—2",... (neN),

¢iji je opéi ¢lan a, = —2".
M
— T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
64 32 16 -8 42

Slika N2

U ovom slucaju vidimo da je svaki naredni ¢lan niza manji od prethodnog, odnosno
da s porastom broja n opadaju i ¢lanovi niza i to neograni¢eno. To znaéi da, za
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2.4 Nizovi

bilo koji negativni broj M, lijevo od njega (5to se vidi i na brojevnoj osi, Slika
N2) se nalaze svi ¢lanovi niza (njih beskona¢no mnogo), osim eventualno kona¢no
mnogo pocetnih ¢lanova niza (koji se nalaze desno od broja M). Drugim rije¢ima,
kazemo da dati niz tezi u —oo i pisemo

lim a, = lim (—2") = —oc.
n—oo n—oo
e Zadan je niz
11 11 (=1t
1,—=,=,—=, = eN 2.19
) 2) 37 47 57 ) n Y (n )7 ( )
(_1)n+1
¢iji je opéi ¢lan a, = .
n
1 1
—7 0= O+ 5
0000t 0—0o — 0o —————————————
1 - I
2 6 7 3
Slika N3

Ovdje uoc¢avamo da niz osilira oko 0, tj. prvi ¢lan je desno od 0, drugi lijevo, treci
desno, cetvrti lijevo, itd. naizmjeni¢no jedan je s lijeve strane broja 0, a naredni
desno od 0. Pri tome se razdaljina svakog narednog ¢lana niza u odnosu na broj
0 sve vise i vise smanjuje. Da bismo ovo detaljnije pojasnili neophodno je uvest
pojam okoline realnog broja.

Definicija 2.9 Neka je € pozitivan po volji mali broj. Pod c-okolinom nekog
realnog broja a, u oznaci O (a), podrazumijevamo otvoreni interval (a — €,a + €),
tj.
Oc(a)=(a—c,a+e)={r€eR|a—ec<z<a+te}.

Kako je niz (2.19) beskonacan, da se uociti (v. Sliku N3) da se u proizvoljno maloj
e-okolini tacke 0, tj. u O (0) = (0 —€,0 + ¢) = (—¢, ), nalazi beskona¢no mnogo
¢lanova tog niza, a izvan te okoline samo kona¢no mnogo pocetnih ¢lanova niza.
Dakle, ¢lanovi niza se gomilaju oko broj 0 i sve vise mu se priblizavaju kako n
raste. Kazemo da niz (2.19) ima grani¢nu vrijednost 0 ili da konvergira ka 0 i
piSemo

lim a,, = 0.

n—oo

Sada, naravno, mozemo dati i optu definiciju.
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2. Funkcije jedne realne varijable

Definicija 2.10 Za broj a € R kazemo da je graniéna vrijednost (ili limes)
NnizZa a1,02,03,...,0n, ... ako se u svakoj e-okolini broja a nalaze svi ¢lanovi tog
niza, osim eventualno konacno mnogo njegovih pocetnih ¢lanova i pisemo

lim a, =a ili a, — a kada n — oo.

n—oo
Definicija 2.11 Ukoliko niz ima granicnu vrijednost a € R, kaZemo da je kon-
vergentan. Ako niz tezi ka +oo ili —oo, katemo da je konvergentan u Sirem
smislu. Za niz koji nije konvergentan kazemo da je divergentan.

Primjer niza koji nema graniénu vrijednost je: 1. — 1,1, —1,... .
Iz prethodnog slijedi da je
limizo i lim — =0.
n—00 n n—oon,
Takoder, nije tesko zakljuciti da iz €injenice da niz {a,} - tezi ka +oo ili —co
slijedi da je

1
Na taj nacin vrijedi lim — = 0.
n—o0 2™

Navedimo sada osobine limesa niza (bez dokaza).

Teorem 2.1 Pretpostavimo da su nizovi {ay},- 1 i {bn}rr konvergentni tako da
je lim a, =a ¢ lim b, = b. Tada vrijedi:
n—oo n—oo
a) lim (a, £b,) = lim a, + lim b, =a £ b,
n—oo n—oo n—oo
b) lim (anb,) = lim a, - lim b, = ab,
n—oo n—oo n—oo

Cfan) Al g , . o
¢) lim [ — ) == = —, uz wvjet da je b, # 0 za sven € N i da je b # 0,
n—oo \ by lim b, b
n—oo

k
d) lim (a,)* = ( lim an) =ad" (keR),

e) lim loga, = log ( lim an) = loga, uz wyjet da je ap > 0 za sve n € N i da
n—oo n—oo
jea > 0.

1 1 1 1
Primjer 2.13 a) lim < — ) =lim—— lim —=0-0=0.
n

b 25 gy e M@ 2w ma
n—oo3dn 4 10000 n—o03 + % lim (3_|_ 10200) 3+ lim 10200
n—oo n—o00
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2.4 Nizovi

240 2
340 3

1 1 54 L
c) lim55n+ =7 lim5n+ = ¢/ lim +”:5§.
n—oo \l 2n — 3 n—oo2n — 3 nﬂooQ—% 2

0 Jim (T V) = Jim (VT

1m( n+1)2_(\/ﬁ)2—lim—n+l_n =0
n—oo  \/n+1+4/n n—ooy/n+ 14 /n

&

1 n

Pokazuje se da je ovakav niz konvergentan i da mu je grani¢na vrijednost tzv. broj
e, koji je iracionalan broj, a priblizna mu je vrijednost 2.718281828459045. Dakle,

1 n
hm<LF> —e. (2.20)
mn

n—oo

Osim toga, ako je niz {a,} - takav da je lim a, = +oo ili lim a, = —o0, tada
n—oo n—oo
vrijedi
1\
Mn<L%> =e. (2.21)
n—o00 Qn,

Jednakost (2.21) se najcesce koristi u praksi.

2n—1

1 3n 3n
1 R
(5) ]

1 3n+1 1 3n+1 9 3n+1
b) lim <"+ > — lim <L+”*' —1) ::hm,<1+ 1)
n —

2n—1
Primjer 2.14 o) lim <1—|—3> = lim
n

n—oo n—oo
(2.21) .. 2n—1 lim 22-1 2
="' lim e 3n =en—o 3" —=e¢3,
n—oo

n—oo \n — 1 n—00 n—1 n—00

2(3n+1)

n—2 n—1
2 > 221) | 2Bnal) iy 260tD
<1+) C2) | i 20

n—1 n—o00

= lim
n—oo
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2. Funkcije jedne realne varijable

Napomena 2.2 Broj e se koristi kao baza tzv. prirodnog logaritma koji zbog
velike primjene u matematickoj analizi ima 1 posebnu oznaku:

log,a = Ina.

n—o00 n— oo n n— oo n

1\" 1\"
Primjer 2.15 limn[ln(n+1) —Inn] = lim In (n—l— ) =In lim (n—i— )

1 n
=In lim <1+) =lne=1. &
n

n—oo

Primjena granic¢ne vrijednosti niza u ekonomiji

Kao 8to smo vidjeli, geometrijski niz smo primijenili u obra¢unu kamate u diskret-
nom vremenu (v. formulu (2.18)). No, obracun kamate se moze vrsiti i u neprekid-
nom vremenu. Ukoliko u formuli (2.18) varijablu n zamijenimo varijablom vremena
t, dobit ¢emo funkciju

ro=r1(1+5)"
() =1(1+7
¢ija vrijednost u vremenu ¢t = ty predstavlja stanje ra¢una nakon proteklog vre-

mena tg uz neprekidno obra¢unavanje kamate na pocetni iznos I. Znaci da tada
smatramo da k — oo, pa imamo

kTt
. T\ kt . T\~ rt
10 = Jim (14 g)" =l (14 5)7 ] =1

Prema tome, ukoliko se na pocetni iznos I obracunava kamata u neprekidnom
vremenu po godi§njoj stopi r (izrazenoj u decimalnom obliku), nakon vremena ¢

stanje na racunu je
I(t)=Ie™.

Primjer 2.16 Pretpostavimo da smo ulo%ili u banku 1000$ po godisnjoj stopi 6%.
Koje ¢e nam stanje na racunu biti nakon 10 godina ako se kamata obracunava
neprekidno?

Rjesenje. Dakle, imamo: I = 1000, = 0.06,¢ = 10, pa je
1(10) = 1000e%6 = 1822.12 ($).

Uporedimo li ovaj iznos sa iznosima ra¢unatim u diskretnom vremenu u slucaju
primjene geometrijskog niza na obracun kamate u diskretnom vremenu, zakljucu-
jemo da je ovakav iznos ra¢unat u neprekidnom vremenu najvisi moguéi iznos koji
banka moze zara¢unati. &
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2.4 Nizovi

(¢] (¢] e}

Zadaci za samostalan rad

Odrediti sljedeée grani¢ne vrijednosti (1-12):

_ onZ+5n—17 ) 3n3 +2n —3
1. a) lim , b) lim 5 .
n=005n2 + 3n + 10000 n—oo(n — 2)% (2n 4 1)

3n? 4+ 2n — 3 n? +3 nd 4+ 2nt — 3\°

2. a) li — b) lim ——— li .

a)nLngO 2n2+n—1" )nin;o2n+l’ C)ningo(2n5—n3+1)
3.a) lim (V2n+5—+2n—1), b) lim n(vVn+2—/n).

4 a) lim1+2+3+...+n b) hm1—|—3+5+...—|—(2n—1)
) n—00 (n_1)2 ’ n—00 (n—l) (7’L+3) '

1+ 3+ 54+ 5
11m .
”HOO1+%+%+-~-+3R%1

_ 11 (=)t 10n? — 2

1 n ) n—+2
7.a) lim (14 ——) , b) lim (1-— .

2 3n—2 92 1-2n
8. a) lim <n—i— ) , b) lim <n—i— ) .
n+1

. n2+2n+3 -1
9. lim ( ——— .
n2 4+ 2n

1 nt4™
10. lim |1+ <> :| .
n—oo 2

11. lim 2n—3)[In(2n+ 1) — In(2n — 1)].

_ (n+1) . 1 1 1
12. lim ———M— b) 1 —t -+t —7
a)ninéo(n+1)!—n!’ Jim (5337 D

13. Pretpostavimo da smo deponovali na racun u banci 2000$. Koje ¢e stanje
na racunu biti nakon 12 godina ako se kamata obra¢unava neprekidno po
godisnjoj stopi 7%?
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2. Funkcije jedne realne varijable

14.

15.

Pretpostavimo da smo ulozili u banku 5000$ po godisnjoj stopi 8%. Koje
¢emo stanje na ra¢unu imati nakon 5 godina ako se kamata obratunava
neprekidno?

Ako nam je nakon 10 godina §tednje stanje na ra¢unu u banci 1822.12%, pri
¢emu je kamata rac¢unata neprekidno po godisnjoj stopi 6%, koliki je bio
pocetni ulog ako u meduvremenu nije bilo dodatnih ulaganja?
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Poglavlje 3

Diferencijalni rac¢un funkcija
jedne varijable

3.1 Granicna vrijednost funkcije

3.1.1 Pojam grani¢ne vrijednosti funkcije

Grani¢na vrijednost funkcije opisuje sta se dogada s funkcijom f (z) kad se njena
neovisna varijabla x sve vige priblizava ka nekom odredenom broju c¢. Da bismo
ilustrirali ovaj koncept, pretpostavimo da zelimo znati $ta se dogada s funkcijom
2
442z — 3
f(z) = ;1 kad se z priblizava ka 1. Iako funkcija f (z) nije definirana
$ [e—
u tacki z = 1, ipak ¢emo mo¢i docarati njeno ponasanje izracunavanjem njenih
vrijednosti koristeéi vrijednosti neovisne varijable x koje su sve blize i blize broju
1 s njegove obje strane: i s lijeve i s desne. U¢inimo to prvo s lijeve strane (Tabela
3.1).

T 0510708091095 |099]099 | 1
f(x) | 3537|3839 395|399 3999 | ND

Tabela 3.1

Uocavamo sljedece: §to se vise varijabla x priblizava broju 1 s njegove lijeve strane,
odnosno preko brojeva manjih od 1 (kazemo da se x rastuéi priblizava broju 1), a
$to simbolicki pisemo kao z T 1iliz — 1 — 0 ili x — 17, to se vrijednosti funkcije
f (z) sve vige priblizavaju vrijednosti 4. Moze se to iskazati i ovako: konvergentnom
nizu brojeva neovisne varijable x odgovara konvergentan niz vrijednosti funkcije
f(z). U ovom slucaju kazemo da funkcija u tacki x = 1 ima lijevu granicnu
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

vrijednost 4 i to simbolicki oznacavamo sa:

z2+22—3
imf (@) = lim—"—

Analogno, izvedimo ovaj postupak u sluc¢aju kad se x priblizava broju 1 s njegove
desne strane (Tabela 3.2).

T 1 [1.001|101]105|1.1 12|13 |15
f(z) | ND | 4.001 | 4.01 | 4.05 | 4.1 | 4.2 | 4.3 | 45

Tabela 3.2

Ovdje uocavamo sljedecte: sto se vise varijabla x priblizava broju 1 s njegove desne
strane, odnosno preko brojeva ve¢ih od 1 (kazemo da se z opadajuéi priblizava
broju 1), a §to simbolicki pisemo kao z | 1ili z — 140 ili x — 17, to se vrijed-
nosti funkcije f (x) sve vise priblizavaju vrijednosti 4. U ovom sluc¢aju kazemo da
funkcija u tacki x = 1 ima desnu graniénu vrijednost 4 i to simbolicki oznatavamo

sa:
2
x4 +2x—3
) =
Opéi je zakljucak da se vrijednosti funkcije f (z) sve vise priblizavaju vrijednosti 4
kad x s vrijednostima bude sve blizi i blizi broju 1 s obje njegove strane (v. Sliku
GV1). U tom slu¢aju kazemo da funkcija f (z) ima grani¢nu vrijednost 4 u tacki
z = 1, simbolic¢ki

o ox?242: -3
=lim———7— =
r—1 x—l

linif (x) 4.




3.1 Granic¢na vrijednost funkcije

Opéenito: ako se vrijednosti f (x) sve vise priblizavaju nekom broju A kad = s
vrijednostima bude sve blizi i blizi broju a s obje njegove strane, u tom slucaju
kazemo da funkcija f (z) ima grani¢nu vrijednost A u tacki z = a, simbolicki

lim f (z) = A.

r—a

Primijetimo da vrijedi: funkcija f (z) ima grani¢nu vrijednost A u tacki x = a ako
i samo ako funkcija f (z) ima i lijevu i desnu grani¢nu vrijednost A u tacki z = a
i ako su te vrijednosti medusobno jednake.

A4+

Slika GV2

Naravno da se definicija grani¢ne vrijednosti funkcije u nekoj tacki x = a moze
i formalizirati. Naime, za broj A re¢i ¢emo da je graniéna vrijednost funkcije u
tacki x = a ako za proizvoljno odabran broj € > 0, postoji broj § > 0, takav
da za sve vrijednosti neovisne varijable x koje su dovoljno blizu broja a, tj. za
sve x € Os(a) \ {a} = (a—9,a+9) \ {a}, vrijedi i da su odgovarajuce vri-
jednosti funkcije f(x) dovoljno blizu vrijednosti broja A, tj. f(x) € O: (A) =
(A—e,A+¢). Uocimo da funkcija uopée2 ne mora biti definirana u tacki x = a,
kao §to je to slucaj sa funkcijom f (z) = %, koja nije definirana u x = 1.
Mozemo razmotriri i sljedec¢e situacije. Ako pustimo da vrijednosti neovisne vari-
jable neograniceno rastu (kazemo da z tezi u 400, tj. £ — +00) i ako su pri tome
vrijednosti funkcije f (z) sve blize i blize vrijednosti A, kazemo da funkcija ima
grani¢nu vrijednost A kada x — +o00, simbolicki

lim f(z)=A.

T——+00
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Slika GV3 Slika GV4

Analogno se definira i grani¢na vrijednost funkcije kad  — —oo i simbolicki
zapisujemo
lim f(z)=A.

T——00

Obje situacije su ilustrirane primjerom funkcije na Slici GV2, gdje vrijedi

lim f(z)=1 ia:li)llnoof (x) =1.

T——+00

Slika GV5 Slika GV6
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3.1 Granic¢na vrijednost funkcije

Medutim, moze se dogoditi da vrijednosti funkcije f (x) neograniceno rastu, tj.
teze ka +oo (neograniceno opadaju, tj. teze ka —oo) kad se x nalazi dovoljno blizu
vrijednosti a. Tada funkcija f () u tacki a nema kona¢nu grani¢nu vrijednost, ali
obi¢no kazemo da ona ipak ima grani¢nu vrijednost 400, odnosno —oo, u tacki
x = a, simbolicki %lgéf (z) = 400, odnosno JljliI(llf (x) = —oo (v. Sliku GV3 i Sliku
GV4).

Isto tako, ako vrijednosti funkcije neograniceno rastu (neograni¢eno opadaju) kada
varijabla x neogranic¢eno raste ili neograni¢eno opada, kazemo da funkcija ima
grani¢nu vrijednost 4oo ili —oco kada x — 400 (odnosno kad x — —o0), $to
simbolicki zapisujemo kao

lim f(z)=+o0, lim f(x)=—o00, lim f(z)=+o0, lim f(x)=—00
T—+00 T——00 T——00

T——~400

(v. Slike GV5, GV6, GV7 i GV8).

Slika GV7 Slika GVS8

3.1.2 Osobine grani¢ne vrijednosti funkcije

Sama definicija se, naravno, prakticno ne koristi za izra¢unavanje grani¢nih vri-
jednosti raznih tipova funkcija. U tu svrhu koriste se osobine grani¢ne vrijednosti
funkcije iskazane narednim teoremima (koje nec¢emo dokazivati).

Teorem 3.1 Ako postoje grani¢ne vrijednosti lim f (z) = A i limg () = B, tada

r—a r—a
vrijedi
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o) lim [ (2) + g (2)) = i f (2) + img (&) = A4+ B,
b) lim [f (z) — g ()] = 1 f()—limg()ZA—B,
) lm f (@)g (@) = lim f (2) lmf()
¢) Tk (@) = klim f (2) = KA (k € ),

Cf)_dmf@ a |
e)illrtlzg(;r;) hmg() =5 ako je g (x) # 0 za sve x € Dy i B # 0,

f) ilir}l [f ()] = [hmf( )]r = A", gdje je v realan broj za koji je definiran

r—a

stepen A",

Napomenimo da prethodni teorem vrijedi za a € R U {—o0, +o0}.

Uoc¢imo i sljedete jednostavne ¢injenice:
limz=a i limk=% (ke€R). (3.1)
r—a r—a

Kao neposrednu posljedicu imamo informaciju o grani¢noj vrijednosti polinoma i
razlomljene racionalne funkcije.

Teorem 3.2 a) Neka je P, () = apz" + an_12" 1 + ... + a1z + ag, polinom n-tog
stepena u varijabli x, gdje su an, Qn_1,-.., a1, ag konstante © a, # 0, i neka je a € R.
Tada je

Clljii)r(lan (x) = Py, (a).

b) Ako su Py, (z) i Qm (z) polinomi i Qm (a) # 0,a € R, tada je

lim Py (z) _ Py (a)
2=aQm () Qm(a)

Slucaj a) se jednostavno moze i dokazati, koristeci se Teoremom 3.1 i ¢injenicama
(3.1). Naime, vrijedi

limP, (z) = aplimz™ +ap_ 1hmx” Ly, —i—alhmx—i—ag
r—a r—a

n—1
= ap (hmx) +an_1 (hmaj) + ...+ a1 limz + ag
r—a rT—a T—a

= apa”+ap1a" '+ ...+ aa+ag =P, (a).

Npr.
lim (32> —22+9) =322 -2.24+9=17.
T—2

Medutim, sta raditi u slu¢aju b) kada je @, (a) = 0?7 Tada je potrebno izvrsiti
rastavljanje obaju polinoma na proste faktore i potom skracivanje razlomka. Takva
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nam je situacija bila u prvom primjeru kojim smo uveli pojam grani¢ne vrijednosti
funkcije. Zaista,

2422 — -1
hmw:1imwzlim(x+3):1+3:4,

r—1 r—1 z—1 rx—1 r—1

Pogledajmo sada kako izracunati sljedec¢u grani¢nu vrijednost:

P, () . AnT™ + 12" + ...+ a1z + ag
= 1m .
z—~+00 Q (.’L‘) =400 by ™ + byp—12™ L + .+ bz + by

Sliéno izrac¢unavanju grani¢ne vrijednosti koli¢nika polinoma u varijabli n (slucaj
koji smo imali kod nizova), ovdje treba i brojnik i nazivnik razlomka podijeliti sa
z¥, gdje je k manji od brojeva m ili n, tj. k = min {m, n}. Neka je, recimo, n > m.
Tada je

a1 ao
.,L.m—l rm

P, (x anx™ ™+ ap_ 4 L+
lim = lim
r——+00 Qm (:L‘) r—-+00 bm + bm—l bt bl b()

xm—1 xm
_ +oo ako je sgn (an) = sgn (by,)
N —oo ako je sgn (a,) = —sgn (by,)
Analogno postupamo i kad je u pitanju grani¢ni proces kad x — —oo.
Uocimo takoder da vrijedi

lim - =0.
r—Foo X

Primjer 3.1 Izracunati sljedece graniéne vrijednosti:

)1 223 + 222 + 10 i)l 22 +1 01'2ﬁ+m_1
1) lim i) lim ———, i) lim —————
z—+o004x2 + 3x + 100000’ a—+oo—4x3 + 3’ a—+oo  4x3 + 3z
Rjesenje. i) Ovdje treba podijeliti i brojnik i nazivnik razlomka sa z%:
10
im = lim = 4o00.
a—>+oo4x? 4+ 3z 4100000 / : 22 a—+oo, 3 100000
4+ -+ 3
x x
i) 1 u ovom slucaju podijelimo i brojnik i nazivnik razlomka sa z2:
1
2+ 1 ) 22+ 1 /:a:2 . 1+ﬁ
im ————= lim ———"—- = lim —=— =0.
a—too—413 +3  a—too—4x34+3 /22  a—+too 4 3
—4x + )
x

111



3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

i4i) Podijelimo i brojnik i nazivnik sa x3:
5 1
23 +50—1 . 2P4br—1/:2% | 2T 3T 3 2 1
im ————— = lim = lim — & ="=-_ &
z—+too  4x3 + 3x v—too 4x3 4+ 3z [:ad  a—too Ay 3 4 2
2
T

Primjer 3.2 Izracunati hrJ]ra <\/ 2+ T — a:)
T—T00
Rjesenje. U pitanju je grani¢na vrijednost razlike dvije funkcije od kojih svaka
neogranic¢eno raste kada z — +o00. Ovdje treba racionalizirati izraz mnozenjem i
dijeljenjem izrazom vz?2 + x + x:

. (m_x) . (VaT+z—a) (VaT ¥z +a)

x——+00 x—+00 Vil+ o+
2 2 .
= lim rhrow = lim z /i@
T—+00 1 T—+00 1 /::U
[ 12 1+>+$ $“1+*+{L’
m .’1:
. 1 1
= lim — =—.
z——+00 1 2
1+—-+1
T

Zbog c¢injenice da r — +oo smatrali smo da je x > 0, pa smo koristili da je

Va2 = 1. &

Navedimo jo$ neke vazne grani¢ne vrijednosti (bez dokazivanja njihove tacnosti).
U slucaju kad treba racunati grani¢nu vrijednost izraza s trigonometrijskim funkci-
jama korisno je znati sljede¢u ¢injenicu:
. sinz
lim

z—0 X

=1. (3.2)

Na osnovu jednakosti (2.20) pokazuje se da vrijedi:

1\
lim <1 + ) =e.
r—F00 T

1
Ukoliko sada uvedemo smjenu t = —, tada iz * — £oo slijedi da t — 0, pa imamo
T
1
=lim(14+1¢)¢.
e=lm(+1)

Dakle, imamo i sljede¢u grani¢nu vrijednost

lim (1 + x)% =e.
z—0
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3.1 Granic¢na vrijednost funkcije

3.1.3 Primjena grani¢ne vrijednosti funkcije u ekonomiji

Granic¢na vrijednost funkcije koja se primjenjuje u ekonomiji predstavlja ponasanje
jene jesu u ispitivanju ponasanja neke ekonomske funkcije kad neovisna varijabla
neogranic¢eno raste.

Primjer 3.3 Zadana je potrainja d kao funkcija cijene p:

_2p+1

a) =275 (33)

Odrediti grani¢no ponasanje potrainje kad se cijena neograniceno povetava, a za-
tim odrediti granic¢no ponasanje cijene kad se potrainja neograniceno povetava.
Rezultate ekonomski interpretirati.

Rjesenje. Uocimo prvo da je funkcija potraznje definirana za p > 3, jer je ona
pozitivha samo u tom slucaju, tj. tada ima ekonomskog smisla. U slucaju kad
se cijena neograni¢eno povetava podrazumijevat ¢emo da p — +o0o, odnosno pisat
¢emo p — 00, pa je grani¢na vrijednost potraznje u tom slucaju

1
. _ 2p+1 . 2+
lim d (p) = lim =1 3

p—00 p—oo p — p—oo] — 5

= 2.

Ekonomska interpretacija ove grani¢ne vrijednosti je: za dovoljno veliku cijenu
potraznja e se stabilizirati na nivou 2.
Izrazimo sada cijenu p kao funkciju potraznje d. Naime, iz (3.3) imamo

pd—3d=2p+1 (d—2)p=3d+1,

odakle je

3d+1

Ova funkcija ima ekonomskog smisla za d > 2, kada cijena uzima pozitivne vrijed-
nosti. Ako potraznja neograniceno raste, podrazumijevat ¢emo da d — oo, pa ¢e
grani¢na vrijednost cijene biti

1 342
limp(d)zlim3d+ = li |

= 3.
d—o0 d—oo d — 2 di{go 1-—

2
d

Ovo se moze ekonomski interpretirati na sljede¢i nacin: za dovoljno veliku po-
traznju cijena ¢e se stabilizirati na nivou 3. &
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Primjer 3.4 Zadana je funkcija ukupnih troskova nekog poduzeta

T(Q) = 2¢/5Q — 3 + 6Q — 15.

Za koje kolicine proizvodnje je definirana funkcija T (Q)? Naéi funkciju prosjecnih
troskova 1 interpretirati granicnu vrijednost Qlim T(Q).
— 0

Rjesenge. Funkcija T (Q) je definirana kada je izraz pod korijenom nenegativan,

tj. 5Q — 3 > 0, odnosno za @ > 5 Funkcija prosje¢nih trogkova je

T(Q)

pa imamo

+6— =

Q Q Q
_ g 3@ -8 o 15,5 3 . 15
= 2 0? +6 0 2 0 Q2+6 0’
. . /5 3 15

T(Q) 2V5Q -3+6Q—15 25Q -3 15
5 = _

Ekonomska interpretacija: za dovoljno veliku koli¢inu proizvodnje ) prosje¢ni
troskovl ¢e se stabilizirati na nivou 6. &

e} (¢] (¢]

Zadaci za samostalan rad

Odrediti sljedece grani¢ne vrijednosti (1-9):

x+4
. a) i - - lim——— .
1 a)x1_>r%5(1 2z) (1 — z), b)$Ln13x2+x_1
.oxt—4 .3t 4 4t?
2oy i
2
4 —1 T
3. a) l b) li :
a)milx3—2$2+$ )xgr%)\/4+x—\/4—;p
_a—-4y/a+3 , 1 1
i e %E%<t_2‘tz_4)'
s 5a% — 4z? + 12 b) i 102* — 42% + 122 — 5
. m ——075 1m .
& z—too 24 3z — 43’ T——+00 5x3 — 7
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3.2 Neprekidnost funkcije

29 — 2 2
6. a) lim x—57 b) lim S .
r——00 4x2—|—x+5 z—+oo \ x + 1 r—1

7. a) lim (\/:L'2—|—2:L'—\/:):2+2:Jc>, b) mgrfoo<\/x2+1—\/x2+l>.

Tr——00
] x4 4)2t3  1—-cosz
s ($55) v am
1 — cos® 1 —cos?2
9. a) lim 7%)8 :E, b) hmic‘os T
T——+00 €T z—0 ISInx

10. Zadana je cijena p kao funkcija potraznje d:

2d +3

p(d)=——7-

Odrediti grani¢no ponasanje cijene kad se potraznja neograni¢eno povecava,
a zatim odrediti grani¢no ponaSanje potraznje kad se cijena neograni¢eno
povecava. Rezultate ekonomski interpretirati.

11. Zadana je funkcija ukupnih trogkova nekog poduzeca
T(Q) = 10/Q? — 50Q + 2Q.

Za koje kolitine proizvodnje je definirana funkcija 7' (Q)? Naci funkciju pro-
sjecnih troskova i interpretirati Qlim T(Q).
— 00

12. Zadana je funkcija ukupnih troskova nekog poduzeca

T(Q) = %\/2622 16460 — 1.

Za koje koli¢ine proizvodnje je definirana funkcija 7' (Q)? Naéi funkciju pro-
sjecnih troskova i interpretirati Qlim T(Q).
—00

3.2 Neprekidnost funkcije

Neprekidnost realne funkcije jedne varijable je vrlo vazna lokalna osobina funkcije.
Naime, prvo ¢emo razmatrati neprekidnost funkcije u jednoj tacki, a to ¢e impli-
cirati njenu neprekidnost i u nekoj okolini te tacke, pa otuda konstatacija da je to
lokalna osobina.
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Intuitivno je pojam neprekidnosti funkcije u nekoj tacki moguce vrlo jednostavno
predociti i razumjeti. Naime, to je moguce uciniti pomoc¢u grafa funkcije, koji
geometrijski predstavlja neku liniju (krivu) u ravni. Tako kazemo da je funkcija
y = f (z) neprekidna u nekoj tacki x = a ako je graf te funkcije u tacki (a, f (a))
neprekinuta kriva, tj. ako se on moze nacrtati prolazeci kroz tu tacku bez podizanja
olovke s papira. Tako je, na primjer, funkcija y = 22 neprekidna u tacki z = 1, §to
se jasno moze uociti s grafa te funkcije.

Iz ovog uocavamo da funkcija mora biti, prije svega, definirana u tacki z = a,
a onda i da u toj tacki mora imati grani¢nu vrijednost ilgi f(z) i da ona mora

biti jednaka vrijednosti funkcije u tacki z = a, tj. lim f (x) = f (a). To mozemo
T—a

pretociti u definiciju neprekidnosti funkcije.

Definicija 3.1 Neka je funkcija f definirana u nekoj tacki x = a kao i u nekoj
okolini te tacke. Kazemo da je funkcija f nmeprekidna u tacki x = a ako postoji
graniéna vrijednost funkcije u tacki x = a i ako je ona jednaka vrijednosti funkcije

u toj tacki, tj. il_r)r(lj () = f(a).

Navedimo sljedeci teorem, bez dokaza, a koji se odnosi na jednu vrlo vaznu osobinu
elementarnih funkcija.

Teorem 3.3 FElementarne funkcije su neprekidne u svim tackama u kojima su
definirane.

Naravno, pomoéu pojma neprekidnosti funkcije u tacki moze se definirati i neprekid-
nost funkcije na intervalu I C R (ili opéenito na nekom skupu S C R).

Definicija 3.2 Za funkciju f kaZemo da je neprekidna na intervalu I C R ako
je ona neprekidna v svakoj tacki intervala I. Posebno, za funkciju f re¢i ¢emo da
je neprekidna funkcija ako je ona neprekidna u svakoj tacki svog definicionog
podrucja.

Primjer 3.5 Odrediti vrijednost parametra m tako da funkcija

r—m zax <3
f(a:){ 1—mz zax>3

bude neprekidna za sve x.

Rjesenje. Na intervalu (—oo,3) funkcija je linearna, oblika f(z) = = — m,
dakle elementarna, pa je na tom intervalu i neprekidna. Takoder i na intervalu
(3, +00) funkcija je linearna, oblika f(z) = 1 — mx, pa je i neprekidna na tom
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3.3 Pojam izvoda (derivacije) funkcije

intervalu. Prema tome, preostaje samo zahtijevati da je funkcija neprekidna u tacki
x = 3. Vrijednost funkcije u toj tacki je f(3) =1 — 3m. S druge strane, funkcija
mora imati grani¢nu vrijednost u tacki x = 3. No, kako je s razlicitih strana te
tacke predstavljena razli¢itim izrazima, moramo zahtijevati da postoje njena lijeva
i desna grani¢na vrijednost u tacki z = 3 i da su one jednake medusobno. Naime,
imamo

lim f = lim(z — =3 -

;T3 (x) $T3 (x —m) m,

lim f = lim(1 - =1-3m.
551?3} () ;1131 (1 —mz) 3m

Sada je
li%f(a:):ligf(a:):>3—m:1—3m:>m:—1.

Ovo je trazena vrijednost parametra m, jer imamo

limf(z)=4=f(3). &

3.3 Pojam izvoda (derivacije) funkcije

U primjenama u ekonomiji vrlo ¢esto je vazno poznavati kojom se brzinom mijenja
jedna ekonomska veli¢ina u odnosu na promjenu neke druge veli¢ine o kojoj ona
ovisi. U tu svrhu promatrat ¢emo prvo stopu promjene bilo koje varijable y opc¢eni-
to (a §to ¢e specijalno vrijediti i za ekonomske funkcije) kao posljedicu promjene
neke druge varijable x za koje vrijedi odredena funkcionalna meduovisnost oblika

y=f(z).

Drugim rije¢ima, vazno nam je ispitati da li se ovisna veli¢ina y mijenja brze ili
sporije od neovisne veli¢ine x. Promjenom neovisne varijable od vrijednosti zg do
vrijednosti x1 oznacavat ¢emo sa Ax = x1 — xg 1 zvat temo je prirastom neovisne
varijable x. U skladu s tom notacijom, novu vrijednost x; moZzemo napisati kao
r1 = x9 + Ax. Istovremeno s promjenom vrijednosti neovisne varijable x dolazi
i do promjene funkcije od vrijednosti f (zg) do vrijednosti f (z1) = f (zo + Ax).
Tu promjenu éemo oznacavati sa Ay:

Ay = f(zo + Az) — f (z0)

i zvat ¢emo je prirastom funkcije.
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Na taj nacin promjena ovisne varijable y po jedinici promjene neovisne varijable
x moze se predstaviti koli¢nikom prirasta funkcije i prirasta neovisne varijable:
A xo+ Ax) — f (z
7y:f(0 ) f( 0)‘ (3'4)
Ax Ax
Taj koli¢nik ustvari mjeri prosje¢nu stopu promjene varijable y u odnosu na prom-
Ay

Ax

jenu varijable x. Naime, ako je > 1, onda se velicina y brze mijenja od

A
veli¢ine x, a ako je =Y

Ax
Iz (3.4) vidimo da je stopa promjene veli¢ine y u odnosu na promjenu veli¢ine x
funkcija od xg 1 Ax.

< 1, onda se veli¢ina y sporije mijenja od veli¢ine x.

Primjer 3.6 Neka je zadana funkcija y = f (z) = 62® — 5. Vrijednost funkcije y
za neku vrijednost neovisne varijable xq je f (xg) = 6:1:(2)75, dok je njena vrijednost
za 11 = xo + Az data sa f (zo + Ax) = 6 (zg + Az)? — 5. Na taj nacin dobijamo
da je stopa promjene varijable y u odnosu na promjenu neovisne varijable x:

Ay flzo+ Az) — f(zo) 6(zo+Az)* —5— (623 — 5)

Ax Ax Ax To+6Az. (35)
Specijalno, ako je xg = 2, Ax = 3, onda ¢e prosjeéna stopa promjene varijable
y bitt 12-2+6-3 = 42. Dakle, kad se varijabla x promijeni s vrijednosti 2 na
vrijednost 5, varijabla y se prosjecno promijent za 42 jedinice po jedinici promjene
varijable z. &

Vrlo ¢esto nam je, medutim, vazno promatrati tu stopu promjene varijable y
kad je promjena neovisne varijable Ax vrlo mala. Tada se moze dobiti priblizna

A
vrijednost stope promjene A—y izostavljanjem u tom koli¢niku (zanemarivanjem)
x
svih izraza koji postaju zanemarljivo mali pod djelovanjem velicine Az. Tako ¢e

u Primjeru 3.6 za dovoljno malo Ax biti:

A
2Y 1230 + 6Az ~ 1220,

Az
. . Ay
Ako pustimo u (3.5) da Az — 0, onda imamo da N 12z, odnosno
x
Ay
lim — = 12xy.
Aroo Az o

A
Na taj nacin stopa promjene A—y varijable y ovisi samo o vrijednosti z = zg, a
T

, ako postoji, oznacava brzinu

Ay
0Ax

ne i od Az. Tada nam grani¢na vrijednost Alim
T—
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3.3 Pojam izvoda (derivacije) funkcije

promjene veli¢ine y u odnosu na vrlo malu promjenu varijable x i zvat ¢emo je
izvodom ili derivacijom funkcije y = f (x) u (tacki) x = xy. Preciznije ¢emo pojam
izvoda funkcije uvesti sljede¢com definicijom.

Definicija 3.3 Pretpostavimo da je f realna funkcija jedne realne varijable defini-
rana u tacki x = xg © u nekoj njenoj okolini. Ukoliko postoji graniéna vrijednost

lim Ay lim f(zo + Az) = f (w0)

Az—0Azx a Az—0 Ax ’

tada kazemo da funkcija ima izvod u xg, odnosno da je funkcija f diferencija-
bilna u tacki xg.

Izvod funkcije f u xg simbolicki oznacavamo sa: y' (zg) ili f/ (xg). Buduéi da izvod
funkcije ovisi samo o nivou neovisne varijable, mozemo opcéenito govoriti da izvod
ovisi o varijabli z, tj. i izvod funkcije y = f(x) je funkcija od z, pa opéenito
mozemo pisati

Ay
/: ! _ 1 —J
y =1 ArSoAZ
d
a koristi se i oznaka —y:
dx
dy . Ay
=9 im —2
dr Az—0Ax
Takoder se koriste i oznake:
_ w2V
Yo =¥ = G0 Az

3.3.1 Geometrijsko znacenje izvoda funkcije

Pretpostavimo da se vrijednost neovisne varijable sa xg promijeni za Ax. Na grafu
krive y = f (x) oznac¢imo tacke P (zo, f (z0)) 1 R (zo + Az, f (zo + Ax)) (Slika I1).
Neka je o ugao koji sjekanta PR gradi s pozitivnim smjerom ose Ox. U pravouglom
trouglu PQR je LQPR = « (kao uglovi s paralelnim kracima). Ako pustimo da
tacka R klizi duz grafa krive y = f (z) prema tacki P, uocavamo da ¢e sjekanta
PR teziti da zauzme polozaj tangente t krive y = f (z) u tacki P. Pri tome se Az
sve vise smanjuje, tj. Az — 0. Ako sa 8 oznatimo ugao koji tangenta ¢ zaklapa s
pozitivnim smjerom ose Oz, onda je jasno da vrijedi

Ar —-0=>a—f,
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

odnosno
Az — 0= tga — tgf. (3.6)

Iz APQR slijedi

~RQ Ay f(zo+ Ax) — f(w0)
tga = PO Ar AL . (3.7)

Iz (3.6) i (3.7) dobijamo

Ay
t pr— 1. I 't pr— 1'[ | — , .
&b A:}c—>0 ga A:}HoAx v (o)

fx,tAx) @ — — - — — — — — — — — — — — — — — — —

Ay

) ———— —— —— — — — —

X
Slika I1

Dakle, izvod funkcije y = f () u tacki xqy jednak je tangensu ugla B koji tangenta
t na krivu y = f (x) u tacki P (zo, f (o)) zaklapa s pozitivnim smjerom ose Ozx, tj.
jednak je koeficijentu pravca tangente t, odnosno nagibu tangente t, krive y = f (x)
u tacki P (xo, f (x0)).

Uocimo i sljede¢u €injenicu: kad je v’ (z9) > 0, tj. kad je nagib tangente ¢
pozitivan, tada je graf funkcije rastu¢a kriva (odnosno, funkcija je rastuca); kad je

120



3.4 Pravila diferenciranja i izvodi nekih elementarnih funkcija

y' (z0) <0, tj. kad je nagib tangente ¢ negativan, graf funkcije je opadajuéa kriva
(odnosno, funkcija je opadajuéa). U slucaju kad je ¢’ (z9) = 0, tada je tangenta ¢
paralelna sa osom Oz.

3.4 Pravila diferenciranja i izvodi nekih elementarnih
funkcija

Koriste¢i se definicijom izvoda funkcije bez poteskota mogu se izra¢unati izvodi
nekih jednostavnijih elementarnih funkcija.

1. Neka je y(xz) = ¢, gdje je ¢ neka konstanta (tj. funkcija y je konstantna
funkcija). Tada je
y(z+ Az) —y(x) c—c

0
4 = 1 = i = lim — = lim 0=0.
y ()= Jim Ax Aim == Jim = limg

To je u skladu s ¢injenicom da je graf konstantne funkcije prava paralelna osi Oz,
pa je nagib te prave jednak 0.

2. Neka je y(x) = z. To je linearna funkcija ¢iji je graf prava nagiba 1, tj.
vrijedi 3’ (x) = 1. Da je to tacno pokazuje se i koristenjem definicije izvoda:
) + Azx) —y(x) . (x4+Az)—=x . Az )
') = 1im 2 = lim ~ =2 % = fim = = lim 1= 1.
y (@) Aro Az Armo Az Aro0Az | Awso

3. Neka je y (z) = 2",n € N,z # 0. Primjenom binomnog obrasca imamo

/ _ o y@+An)—y(@) . (z4Az)" —a”
vio) = I AT A
ooa"+ (Da Azt L+ () (Az)"' + (Az)" — 2
= lim
Az—0 Ax
Az [nm”_l + (5)z" Az + ..+ () (Az)" 2 + (Ax)nil}
= lim
Az—0 Az
— li n—1 n anA n A n—2 A n—1
Agllgo[nx —i—(z)x z+ +(n—1 z (Az)" "+ (Ax)
= na" L
Pokazuje se da, ustvari, vrijedi opcenito
(") =na""t n e R,z >0. (3.8)

121



3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Izvod funkcije y = v/z, moze se naéi koristenjem definicije izvoda, ali i formule
(3.8):

1 1
= — 2 = .
2" NG

1
Isto tako, za funkciju y = —, koja je Cesta u upotrebi, vrijedi
x

4. Odredimo izvod logaritamske funkcije y (z) = In z koristeéi definiciju izvoda:

y(z+ Az) —y(x) In(x+ Az) —Inz

/ — 1. — 1.
yie) = lim Au AT A
1
1 A Az 2z
= 1im—lnx+ - lim ln<1+x>
Ar—0Ax T Ax—0 x
Az\ 2z |* 1
= In lim (1—|—$> ] :lne%:f’
Axz—0 xT xT
tj.
1
1 =,
() =

Ovdje smo koristili ¢injenicu da je funkcija y (z) = Inx neprekidna funkcija i da
operatori ltm i In komutiraju, jer za neprekidnu funkciju, kao $to smo vidjeli,
vrijedi

limy (z) =y (hmm) =y(a).

5. Za funkciju y (z) = €* imamo

) + AJZ) —y (l‘) ) 617+A3: s ] eAm -1
vio) = lm =%, A Ay A A

s €A 1 =1¢ ¢

= | Az=In(1+1¢) =e’ lim ———— =¢" lim +———
Az —0=1—0 =0 In(1+1) =0 ¢In(1+17)

1 1 1

= 6x—l :e(E 1 :6:1?17 :61’7

liml(1+6)  In Bn%(l +t)?] ne
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3.4 Pravila diferenciranja i izvodi nekih elementarnih funkcija

dakle,
(e¥) = e”.

Sliéno se moze pokazati da je

(a*) =a"Ilna, zaa>0.

6. Koriste¢i definiciju izvoda, jednakost (3.2) i formulu

. . . a—03 a+f
sina — sin § = 2sin 5 cos 5

mozemo odrediti i izvod funkcije y (z) = sinz :

y (= +Az) —y(2)

sin (z + Az) —sinz

/ . .
z) = lim = lim
v (@) Az—0 Az Az—0 Ax
~ 2sin Af cos ( + %) sin A;E . Az
= lim = lim = - lim cos|x+ —
Ax—0 Az Ax—0 —‘T Axz—0 2

Prema tome,
(sinz)’ = cosz.
Analogno se pokazuje da je
(cosz) = —sin .

Navedimo sada jednu vrlo vaznu osobinu diferencijabilnih funkcija: diferencijabilna
funkcija je neprekidna funkcija, dok obrnuto ne vrijedi opéenito.

Da bismo odredili izvode funkcija tgx i ctgx, kao i izvode malo komplicirani-
jih funkcija, neophodna su nam tzv. pravila diferenciranja, iskazana sljede¢im
teoremom.

Teorem 3.4 Pretpostavimo da su funkcije f i g diferencijabilne, a ¢ proizvoljna
konstanta. Tada vrijede sljedeta pravila diferenciranja:

(i) [ef ()] = cf (2),

(i) [f (2) £ g (@)] = J' (2) £ o (2),

(ii1) [ (2) g ()] = ' (2) 9 (&) + f (2) ¢ (),
@] f@e@ - f @@
”[Q@J o L g(@) £0.
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Dokaz. Dokazimo pravila (i) i (iii).
(i) Neka je F'(z) = c¢f (x). Tada je

F(z+ Az) - F (2) cf (x+ Ax) —cf (x)

cf (@) = F'(z)= Alifo Az B Al;ipIEO Az
Az) —
e O

(iii) U ovom slucaju imamoA R
f )o@ = tim L@+ AR 0(+80) = f (g (@)

—0 Ax
~ i [ @A g (@4 Ax) — f () g (z 4+ Ax) + [f (2) g (¢ + Ax) — [ (2) g (2)]
Az—0 Ax
= Jim, P ok ) ) i PO
- dm BT g (o + 80+ )9 (0)

=/ (@)g@)+f(z)g(z). m

Pri tome smo koristili osobinu da je diferencijabilna funkcija g ujedno i neprekidna
funkcija, pa limes (operator lim) i funkcija g komutiraju, tj.

li Az) = li Azx) ) = .
Jimgg (o4 Aa) =g (Jim o+ 80)) =g (2)
Iskoristimo li pravilo diferenciranja (i), imamo

nz\" 1 1 1
(log, )" = ( n:):> = — (Inz) = = —log, e.

Ina/) Ina zlna =«

Koristeéi pravilo diferenciranja (iv), imamo:

tog) - sinz\"  (sinz) cosz —sinz (cosz)  coszcosz —sinz (—sinz)
(tex) = <cosx> B cos? x B cos? x
_cos’z+sin®z 1
B cos?z ~ cos?x’

Analogno se dobije
1

(ctgz) = ———
sin

o
U upotrebi su ponekad i inverzne trigonometrijske funkcije: y = arcsinz, y =
arccosz, y = arctgx i y = arcctgz, koje su inverzne funkcije trigonometrijskih
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3.4 Pravila diferenciranja i izvodi nekih elementarnih funkcija

funkcija: y = sinx,y = cosz,y = tgx,y = ctgx, respektivno. Naime, npr. u
slu¢aju prve od njih imamo:

Yy = arcsinz < x = siny,

pri ¢emu se uzima y € [0,27). Bez dokaza, navedimo formule za izvod inverznih
trigonometrijskih funkcija:

1 ) 1
(arcsinz)’ = ——, (arccosz) = ———,
V1—2a? V1-—2a?
(arctgx)’ = ——, (arcctg )’ = —;.
1+ 22 1+ 22

Sada mozemo napraviti tabelu izvoda elementarnih funkcija koje su najéesce u
upotrebi (Tabela 3.3):

() =0 (sinz)” = cosx
(z") =nz" I ne€R,x>0 | (cosz) = —sinz
Ry 1 .
) = ¢ _
(95 2 (tg2) cos? x
! I

Vo) = 5= (ctga) = -

2\/w sin ai“

/ ) ,
(e®) =e” (arcsinz)’ = F{:?

! /
(a®) /: awlln a, a>0 (arccos a:/) = _ﬁ
(Inz) = o : (arctgz) = ﬁﬂl
(log, )" = z log, e (arcctgz)’ = T

Tabela 3.3

Primjer 3.7 Izracunati izvode sljedecih funkcija:

9¥/22 — d2® +3 1
gy BEENE e 22
re® — 1 sinz + cos
d) y = 1267 si =t 9 ~ sinz —cosa
) y = x*e” sinz, e)y zet 4+ 92’ 1y sinz — cosw

Rjesenje. a) Koristeci pravilo diferenciranja (i) i tabelu izvoda elementarnih
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

funkcija, imamo

/ 2 1 /
y = (2\/3 x2—4x2+3\/5> _ (2:53 —41:12+3x2> _ <2:1:% 4t +3)/
2

NG

- 2(x%)/—4(x%)/+(3)’:
1
= 37s oV

b) Koristeti pravilo diferenciranja (iii) i tabelu izvoda elementarnih funkcija, imamo

1
Y =(zlnz) = (@) Inz+z(nz) =1-nz+z-~=hx+1.
x

¢) Koristimo pravilo diferenciranja (iv):

, <m+1>’_(:c+1)’(2x—1)—(x+1)(2x—1)’
2 —1) (2¢ — 1)
1+0)(2z-1)—(z2+1)(2-1-0) 220-1-22-2 -3

(20 — 1) (22 — 1) (20 —1)%

d) Prema pravilu diferenciranja (iii) je
y = (2%¢"sin x)/ = (mZex)’ sinz + z2e” (sinz)’ =
= [(xQ)/ e + 2? (ex)'] sinx + 2%e” cos

= 2ze®sinx + 2% sinz + ze® cos z.

e) U ovom slu¢aju se prvo primijeni pravilo diferenciranja (iv), a onda i pravila

(if) 1 (iii):

, ze® —1\"  (ze® — 1) (ze® +2) — (ze® — 1) (ze® +2)’
vo- <:rem+2> B (zer +2)?
_ [(:1:6”3)/ — 0] (xe® 4+2) — (xze® — 1) [(mem)/ + 0}
(ze +2)°
_ [(z) e + 2 (e)] (ze® 4 2) — (ze® — 1) [(z)" * + z (e7)']
(ze® +2)?
_ (e® + ze®) (xe® + 2) — (xe® — 1) (e* + ze®)
(ze” + 2)?
(et we”) (we" +2—we" +1)  3(14w)e”
N (zew +2)?  (wer 4 2)%
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3.4 Pravila diferenciranja i izvodi nekih elementarnih funkcija

f) Primijenimo pravilo diferenciranja (iv):

. !/
, SIn T + cos &
Yy = T,
sinx — cos T

_ (sinz+cosz) (sinz — cosz) — (sinz + cosz) (sinx — cosz)’
(sinz — cos z)?

(cosz —sinz) (sinx — cosx) — (sinz + cos ) (cos x + sin x)

(sinz — cosz)?

_ —sin?z + 2sinz cosx — cos? x — sin? z — 2sinz cos & — cos® x
(sinz — cos x)?
-2 (sin2 x + cos? m) -2
(sinz — cos ) (sinz — cos z)

2 1
Primjer 3.8 Zadana je funkcija potrainje Q (p) = P +3 . Pokazati da je izvod
D—

te funkcije negativan broj na svim nivoima cijene p > 3.

Rjesenje. Uocimo da je ova funkcija potraznje definirana za p > 3. Primjenom
pravila diferenciranja (iv), vodeéi ratuna da je neovisna varijabla cijena p, dobijemo

dQ _(2p+1)'(p—-3)—2p+1)(p-3) _2(—3)-(2p+1)-1

Y= (»—3)° (p —3)° ’
dakle, 40
,_dQ T
= (p—3)%

sto je ocigledno negativan broj na svim nivoima cijene p > 3. (Kasnije éemo vidjeti
da to znaci da je data funkcija potraznje opadajuca funkcija.) &

(¢] (¢] e}

Zadaci za samostalan rad

Odprediti izvode sljedeé¢ih funkcija (1-5):

3/ 5 T+ 2
21 t + 4t?
° b) f(f) = 4T

2. a)y:$3—2$2+9§’



3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

3. a) _q:lnq:+1 ) _:Usinx
A y_:vln:c+2’ Y= "9
1—cosz Vo —1

4. = b =
2) Y rsing )y Vr+1

5. a) y = (22 4+ 1) arctgz —z, b) g(t) =

t+1°
Izracunati (6-7):
, sinz , xe”
. = — 1 = .
6. a) 1/(0) 20§ (1) = oo ) f1 (1) o () = 2
2?2 Inz 2T —x
(1 - r(—1 — )
Ta)yeay=-——— by (-l ay=

8. Zadana je cijena p kao funkcija potraznje Q:
_2Q+3
=01

Pokazati da je izvod ove funkcije negativan za sve nivoe potraznje @ > 1.

p(Q)

9. Zadana je funkcija ukupnih trogkova nekog poduzeéa T (Q) = Q3 — %Q2+6Q.
Pokazati da je izvod ove funkcije pozitivan za sve nivoe proizvodnje ) > 0.

3.5 Izvod slozene funkcije (Lancano pravilo)

U praksi se vrlo Cesto susrecemo sa situacijom kada je jedna veli¢ina data kao
funkcija jedne varijable, pri ¢emu se ta varijabla moze opet shvatiti kao funkcija
neke druge varijable. U ovakvim slu¢ajevima, brzina promjene date velicine u
odnosu na drugu varijablu je jednaka proizvodu brzine promjene te veli¢ine u
odnosu na prvu varijablu i brzine promjene prve varijable u odnosu na drugu
varijablu.

Na primjer, pretpostavimo da su ukupni troskovi proizvodnje (") u jednoj tvor-
nici funkcija koli¢ine proizvoda (@), a da je koli¢ina proizvoda funkcija vremena
(t) upotrijebljenog za njihovu proizvodnju. Tada je

dT"  brzina promjene troskova

ar _ dol - edinici proizvod
dQ  u odnosu na koli¢inu (output) (dolara po jedinic proizvoda)

d@  brzina promjene koli¢ine (outputa) o .
— = . (jedinica proizvoda po satu),
dt u odnosu na vrijeme
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3.5 Izvod slozene funkcije (Lanéano pravilo)

ako uzmemo da je sat jedinica vremena. Logicki je jednostavno zakljuciti da je
proizvod ove dvije brzine ustvari brzina promjene ukupnih trogkova u odnosu na
vrijeme, tj.

dI' dQ  brzina promjene troskova

dQ dt dol t
dQ dt u odnosu na vrijeme (dolara po satu)

Kako se brzina promjene ukupnih troskova u odnosu na vrijeme moze takoder

izraziti kao izvod R onda slijedi da je
ar dI' d
- = Q (3.9)
dt  dQ dt

Dakle, imali smo situaciju da je T slozena funkcija (kompozicija), tj. T'=T (Q (t))
i da tada vrijedi formula (3.9), odnosno

T, =Th- Q.

Naravno, ovo se pravilo, koje se popularno naziva lancanim pravilom, moze for-
mulirati i u opéem slucaju.

Teorem 3.5 Ako je funkcija f (u) diferencijabilne uw uw = g (x), a g (x) diferenci-
jabilna u x, onda je i slozena funkcija (f o g) (z) = f (g (x)) diferencijabilna u x i
vrijedi

(fog) (x)=f"(g(x)d (z),

a _df dg
de dg dx’

odnosno

Dokaz. Neka je E = E (k) funkcija definirana sa

0, za k=0

E(R) =9 futk)—f(u

- — f'(u), zak#0.

Prema definiciji izvoda imamo

. o fut k)= f(u)
HmE (k) = Jim k

—f(w)=f"(u) = f'(u) =0=E(0),

§to znaci da je funkcija F (k) neprekidna u k = 0. Takoder, uocimo da za sve k
(k = 0 ili ne) vrijedi

Flu+k)—f(u)=[f (u)+EK)] k. (3.10)
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Sada stavimo da je k =g (v + Az) —g(z), pajeu+k =g (x+ Ax) i

[ g @+ an) = fg@) 2 [1(g(@) + E8)] [g (@ + Aa) — g (2]
Buducéi da je funkcija g diferencijabilna u x, vrijedi

. g@+Ar)—g(@)
Aligo Ax =9 (@).

Istovremeno funkcija g je i neprekidna u x (jer je diferencijabilna u x), tako da je

lim k= lim [g(z+ Az) —g(z)] = Alai:ril)og (x+ Azx) —g(z) =0.

Axz—0 Axz—0

Dalje imamo

d . flg(z+Az)) — f(g(x))
! @) = fim A
. , g(z+Az)—g ()
= Jim [f'(9(2)) + E (k)] s

= [f'(9@)+0]g (@) =f(9(=) 4 ().

Primjer 3.9 Odredimo izvod funkcije y = /1 + x2.

Rjesenje. Ovdje je y = f (u), gdje je u = g (z), paje y = f (g (x)). Specijalno,
u ovom primjeru je f (u) = /u i g(xz) = 1+ 2% Buduéi da su odgovarajuéi izvodi

od fig:
1

f/(u):ﬁ

lan¢ano pravilo nam daje rezultat

i ¢ (x)=2x,

Vo= oL@ = ) @)

1 1 T

NIRRT

Primjer 3.10 Odrediti izvode sljedetih funkcija:
a)y=(5z+6)", b)y=e "t ¢) y=1Insin (2z + 7).
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3.5 Izvod slozene funkcije (Lanéano pravilo)

Rjesenje. a) Uo¢imo da je data funkcija kompozicija dvije funkcije, od kojih je
vanjska funkcija 15-ti stepen, a unutarnja je 5z 4 6. Prema lan¢anom pravilu, prvo
nademo izvod 15-tog stepena, a zatim ga pomnozimo izvodom funkcije 5x + 6, tj.

/:@:
dz

b) Ovdje je vanjska funkcija eksponencijalna, a unutarnja je —z? + x, pa je

y 15 (5z + 6)' - (52 +6) = 15 (5z + 6)'* - 5 = 75 (52 + 6)**.

d
y =Y — et (g2 4 g) = e (C2m 4 1)
dx
¢) Data funkcija je kompozicija tri funkcije: vanjska je logaritamska In, srednja je
sin, a unutarnja 2x + 7:
dy 1 1

[ A —— T ) - - . 2 . (2 !

Y dx  sin(2z + ) (sin (22 + 7)) sin (2z + 7) cos (2w 4 ) - (22 + )
= 2ctg(z+7). &

Primjer 3.11 (Potraznja kupaca) Dok se elektricne mjesalice budu prodavale

8000
po cijeni p dolara, lokalni kupci ¢e kupovati D (p) = —— mjeSalica mjesecno.
p

Procjene su da ¢e u narednih t mjeseci cijena mjesalica biti p(t) = 0.04¢> + 15
dolara. Odrediti brzinu kojom ¢e mjesetna potraznja mjesalica biti mijenjana u
odnosu na vrijeme od 25 mjeseci od sada. Da li e potrainja rasti ili opadati?

dD
Rjesenje. Cilj nam je da nademo o kad je t = 25. Kako je

dD 8000 dp 3 1 1
= i — = —-.0.04¢t2 = 0.06¢
dp P At 2 2 B

prema lanc¢anom pravilu slijedi da je

dD _ dDdp _ 5000
dt  dpdt  p? ’ p2
Kad je t = 25, onda je

p=p(25)=0.04-255 + 15 = 20,

dD|  480-252

dt |,y 202
Dakle, potraznja ¢ée opadati. &

= —6 mjesalice mjese¢no.
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

3.5.1 Logaritamski izvod
Razmotrimo funkciju
y=[u@)]"", u(z)>0.
Ocito je da izvod ove funkcije ne mozemo naéi ni po jednom do sada navedenom
pravilu za izra¢unavanje izvoda. Ideja je da se funkcija v (x) na neki na¢in ’skine’
s mjesta eksponenta. To, naravno, mozemo uraditi logaritmiranjem funkcije y :
Iny=v(z)lnu(z).

Diferencirajmo po x obje strane posljednje jednakosti. Primjenom lan¢anog pravi-
la, izvod funkcije na lijevoj strani je

d 1

— (Iny) = — - ¢/,

7z () ;Y

a izvod funkcije na desnoj strani je

v (:U)lnu(x)+v(:r)u(m) ' (z),
pa imamo . )

Lo = @) ) +o (@) S,
odnosno

y = [u(z)]"@ <v' (@) Inu () + v () 2 (”“")> .

Primjer 3.12 Izracunati y' (1) funkcije y = x*.
Rjesenje. Prema opisanom postupku (za logaritamsko deriviranje) imamo
Iny=zlnz,

odakle se, racunanjem izvoda i lijeve i desne strane, dobija
1
—y =lnx+1.
Y

Dakle,
y =2 (Inx +1)

y(1)=1-(In1+1)=1. &

Logaritamski izvod se moze uspje$no primijeniti u svim situacijama u kojima
se nakon logaritmiranja zadane funkcije dobije neka jednostavnija funkcija, sto je
Cesta pojava u ekonomskoj praksi.
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Primjer 3.13 Odrediti izvod funkcije

(222 +3)1 (2% + 5)5
(4 +13)7

f(x) =
Rjesenje. Prvo logaritmirajmo datu funkciju:
3 2 2 3 1 4
Inf(x)= Zln(Qm +3) —l—gln(m +5) — Zln(aj +13),

a zatim derivirajmo obje strane posljednje jednakosti

1 , 3 1 2 1 , 1 1 5
. =Z._—- .4 Z. . .~ 4
O IR AT R Sl s Sl R s e Rl
odakle je
3 2
202 +3)% (23 +5)3 [ 3 22 3
f'@):( )* ( 1 ) S S B
(.1‘4—1-13)1 204 +3  z°+5 x2*+4+13
O (o) o

Zadaci za samostalan rad
Odrediti izvode sljedeé¢ih funkcija (1-5):

8
1. a)y= (1—2\3’/:?2) , b)y=sinbx.

z—1 1
2. a)?/:\/ma b)f(t):m-

3. a)y=<x+1>3, b)y—M

2-x C Bz+1)>*%
2
rest —1
4 =z b)y="—"—.
y=ater, by="01
— |
5. a)y=+Vsinz+1, b)g(t)= 1

Izracunati (6-7):
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1 2 —1

6. a) f/(4) za f(z) = b) f'(=2) za f (z) =

V2r 41’ x2+1
1\? d
7.a)y (3) zay= T , b)) —=3t—T7| .
r—1 dt =3
8. Jedan uvoznik brazilske kahve procjenjuje da ¢e lokalni kupci kupovati aproksi-
4374
mativno D (p) = 5— kilograma kahve sedmi¢no dok je njena cijena p dolara

po kilogramu. Procjenjuje se da &e se cijena brazilske kahve kretati po za-
konitosti p (t) = 0.02t2 + 0.1t 4 6 dolara po kilogramu (vrijeme ¢ se mjeri u
sedmicama). Odrediti brzinu kojom ¢e sedmi¢na potraznja kahve biti mije-
njana u odnosu na vrijeme od 10 sedmica od sada. Da li ée potraznja rasti
ili opadati?

9. Procjenjuje se da ¢e za narednih ¢ godina od sada populacija odredene pri-

gradske zajednice biti p (t) = 20— t+61 hiljada. Jedna studija je pokazala da

¢e srednji dnevni nivo koncentracije karbon monoksida u zraku biti ¢ (p) =
0.54/p? + p + 58 mjernih jedinica na p hiljada ¢lanova populacije. Odrediti
brzinu kojom ¢e koncentracija karbon dioksida biti mijenjana u odnosu na
vrijeme od 2 godine od sada.

10. U jednoj tvornici ukupni troskovi proizvodnje @) jedinica nekog proizvoda
u toku jednodnevne produkcije iznose T (Q) = 0.2Q? + Q + 900 dolara. Iz
iskustva je poznato da se proizvede @ (t) = t*> + 100t jedinica proizvoda u
vremenu prvih ¢ sati proizvodnje. Odrediti brzinu kojom ¢e ukupni trogkovi
biti mijenjani u odnosu na vrijeme od 1 sata nakon §to proizvodnja zapocne.

11. Odrediti izvode sljedec¢ih funkcija:
(22 +3)* 3z + 5)
(x5 + 5x)

(1-a)°

Gl ol

a)y = (1+i>x, b) y = (sinz)”, c)y=

3.6 Diferencijal funkcije

Prisjetimo se definicije izvoda funkcije y u tacki xz, uz pretpostavku da je u toj
tacki funkcija diferencijabilna,



3.6 Diferencijal funkcije

A
Pri uvodenju pojma izvoda funkcije konstatirali smo da je y' (x) ~ A—y za dovoljno
x

A
malo Az. Drugim rije¢ima, razlika 3’ (x) — =Y je vrlo mala veli¢ina za dovoljno

Az
malo Az. Ta razlika ovisi i o z i o Az, te mozemo uvesti oznaku e (z, Ax) =

A
Y (x) — =Y Dakle, ako je funkcija y diferencijabilna u tacki x, ocito vrijedi

Ax

lim ¢ (z,Az) = lim <y' () — Ai) = lim ¢ (z)— lim Ay =19y (x)—y () = 0.

x—0 Axz—0

Na osnovu ovoga je
Ay _ v (z) + e (z,Ax),
Ax

odnosno
Ay =y (z) Az + ¢ (z, Az) Az. (3.11)
Vidimo da je prirast funkcije zbir dva izraza od kojih je jedan ¢ (z, Ax) Az. Kako
je Alimos (z, Azx) = 0, to je pogotovu Alimoa (z, Az) Az =0, pa je
T— T

Ay ~ o (z) Ax.

Zbog toga, prviizraz u zbiru na desnoj strani jednakosti (3.11) je glavni dio prirasta
Ay funkcije y u tacki x, dok je drugi izraz zanemarivo mala veli¢ina kad je Ax
dovoljno malo. Taj glavni dio prirasta funkcije zvat éemo diferencijalom funkcije
y i oznacavat ¢emo ga sa dy. Dakle,

dy =y (z) Ax (3.12)
i pri tome je
Ay ~ dy.
Neka je, specijalno, y = . Tada je dy = dx, a iz (3.12) imamo, zbog y' =1,
de =1-Ax = Ax.

Dakle, prirast Axz neovisne varijable  mozemo oznacavati i sa dz, a zbog toga
diferencijal funkcije y mozemo pisati kao

dy = v (z) dx. (3.13)

Diferencijal ima i svoju geometrijsku interpretaciju, sli¢no kao i kod izvoda funkcije,
v. Sliku I2. Naime, neka je t tangenta povucena na graf krive y = y (z) u tacki
M (z,y (x)). Tada iz pravouglog trougla AM N P imamo da je

NP NP

too =
SYTUN T Az’
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

a kako je prema geometrijskom znacenju izvoda funkcije v’ (z) = tga, to je
NP =y (z) Az =y (x) dx = dy.

Dakle, geometrijski, diferencijal funkcije y u tacki x predstavlja prirast ordinate
tangente u toj tacki koji je posljedica prirasta dx neovisne varijable.

Uoc¢imo na Slici 12 i sljedete: kako je ukupni prirast funkcije NQ = Ay, ocito
je Ay ~ dy, za dovoljno malo Az, §to smo ve¢ konstatirali da vrijedi.

|
|
-0
|
i

Slika I2: Geometrijsko znacenje diferencijala funkcije

Napomena 3.1 Diferencijal funkcije moZe se koristiti za priblizno izracunavanje
vrigednosti funkcije. Naime, iz Ay =y (z + Azx) —y () = dy, slijedi
y(z+ Az) ~ y (z) + dy.

Primjer 3.14 Koristeti se diferencijalom funkcije, izracunati pribliZnu vrijednost
izraza: a) In1.02, b) v/123.

Rjesenje. a) Kako nam je poznato da je Inl = 0, uzmimo da je x = 1, a
Az = dx = 0.02. Diferencijal funkcije y = Inx je dy = —dx, odnosno u ovom
slucaju ’

dy = % -0.02 = 0.02,

pa imamo

In1.02 = In (1 +0.02) ~In1+dy =0+ 0.02 = 0.02.
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3.6 Diferencijal funkcije

Koristeti se kalkulatorom, dobije se In 2 ~ 0.0198026273.

b) Znajuéi da je v/125 = 5, ovdje ¢emo uzeti x = 125 i Az = dx = —2. Kako
je za funkciju y = /z njen diferencijal dy = y/'dx = %afgda:, imamo

1 2
V123 ~ y (125) + dy = V125 + g125—§ (~2)=5- = = 4.9733333333.

Koriste¢i se kalkulatorom, dobijemo v/123 ~ 4.973189833. &

Napomena 3.2 Uocimo da vrijedi:
a)d(cf (z)) = c-df (x) (c konstanta), b)d[f (x) £ g(x)] =df (x)Ldg(x),
¢)d[f (z)g(@)] =g (@)df (x)+ f(z)dg (2),
f@)\ _g(@)df (z) — f(x)dg ()
94(53) - 0 (@) |

3.6.1 Primjeri primjene diferencijala u ekonomiji

Navedimo par vrlo karaktersiti¢nih primjena diferencijala u ekonomskoj praksi.

Primjer 3.15 Pretpostavimo da je ukupni trosak proizvodnje Q jedinica odredenog
proizvoda

T (Q) = 3Q? +5Q + 10.
Ako je sadadnji nivo proizvodnje 40 jedinica, procijeniti za koliko ée se promijeniti

ukupni troskovi ako bi se proizvelo 40.5 jedinica.

Rjesenje. U ovom primjeru je sadasnja vrijednost neovisne varijable @@ = 40,
a njen prirast je AQ = dQ = 0.5. Prema aproksimacionoj formuli, odgovarajuca
promjena ukupnih troskova je

AT =T (40.5) — T (40) ~ T’ (40) AQ.

Kako je
T (Q)=6Q+5 i T'(40)=6-40+5 = 245,
slijedi da je
AT ~ T’ (40) - 0.5 = 245 - 0.5 = 122.5($)..

Provjerimo kolika je promjena ukupnih troskova ako se rac¢una njihova razlika na
nivoima @ = 40.5 i @ = 40. Naime, kako je

T (40.5) = 3-40.5% + 5-40.5 + 10 = 5133.25,
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

T(40):3-402+5-40+10:5010,
to je
AT =T (40.5) — T'(40) = 5133.25 — 5010 = 123.25($),

pa zakljuéujemo da je ve¢ izracunata priblizna vrijednost manja samo za 0.75 ($).

&

U sljedetem primjeru, koji se ¢esto javlja u praksi, poznata je zeljena promjena
funkcije, a cilj je procijeniti potrebnu odgovarajuéu promjenu neovisne varijable.

Primjer 3.16 Dnevna proizvodnja (output) u nekoj tvornici je Q (L) = QOOL%,
gdje L oznatava velicinu radne snage mjerene u radnim satima. Sada se svakod-
nevno koristi 1000 radnih sati. Procijeniti broj dodatnih radnih sati radnika ako
se planira povetati dnevna proizvodnja za 15 jedinica.

Rjesenje. Odredimo AL koristeéi aproksimacionu formulu

AQ =~ Q (L)AL,

sa
AQ =15, L=1000 i ' (L)=300L 3 =300+~ —300. ~ —3
T ; B V10002 100
Naime,
A 15
AL ~ o (Ci) =3 = 5 (radnih sati). &
o O o

Zadaci za samostalan rad

1. Koristeti se diferencijalom funkcije jedne varijable, odrediti pribliznu vrijed-
nost izraza (1.003)°.

2. Koristeéi se diferencijalom funkcije jedne varijable, odrediti pribliznu vrijed-
nost izraza e~002,

3. Koristeti se diferencijalom funkcije jedne varijable, odrediti pribliznu vrijed-
nost izraza sin 31°.

4. Koristeéi se diferencijalom funkcije jedne varijable, odrediti pribliznu vrijed-
nost izraza v17.
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3.7 Izvod implicitno zadane funkcije

5. Ukupni troskovi proizvodnje su T (Q) = 0.1Q3 — 0.5Q% + 500Q + 200 dolara
na nivou proizvodnje () jedinica proizvoda. Sadasnji nivo proizvodnje je 4
jedinice, ali mendzment tvornice planira da poveta nivo proizvodnje na 4.1
jedinice proizvoda. Procijeniti za koliko ¢e se promijeniti ukupni trogkovi
proizvodnje.

6. Ukupni mjesecni prihod u jednoj tvornici je P (Q) = 240Q + 0.05Q2 dolara
kada se proizvede @ jedinica proizvoda mjesecno. Sada se u tvornici proizvodi
80 jedinica mjeseCano, a planira se smanjenje proizvodnje za 0.65 jedinica
proizvoda mjeseéno. Procijeniti za koliko ¢ée se promijeniti ukupni mjese¢ni
prihod.

7. U jednoj tvornici dnevna proizvodnja je @ (K) = 600K 3 jedinica, gdje K
oznacava kapitalna ulaganja od 1000 ($) po jedinici proizvoda. Trenutna ka-
pitalna ulaganja iznose 900000 ($). Procijeniti posljedice kapitalnih ulaganja
od 800 ($) dnevno po jedinici proizvoda.

1
8. Ukupni troskovi proizvodnje nekog outputa su 7' (Q) = EQS + 642Q + 400
dolara kada se proizvede ) jedinica outputa. Sadasnji nivo proizvodnje je 4

jedinice. Procijeniti iznos smanjnjenja proizvodnje da bi se ukupni trogkovi
reducirali za 130 ($).

3.7 Izvod implicitno zadane funkcije

Do sada smo radili s funkcijama u eksplicitnom obliku, tj. s funkcijama oblika
y = f(x), gdje je ovisna varijabla y data eksplicitno izrazom f (x) na desnoj
strani koji uklju¢uje samo neovisnu varijablu x. Tako su sve funkcije

2x +1

=323 20+ 17, y="5—
y=32"-20+17, y=—-—,

y=V4—22, y=In(2z+3)
funkcije u eksplicitnom obliku.

Ponekad, medutim, prakti¢ni problemi dovode do jednadzbi u kojima funkcija y
nije eksplicitno zadana preko neovisne varijable x, kao §to su, na primjer, jednadzbe

22y -8 =52 +3z, W -2 =x+y+1

Buduéi da te jednadzbe nisu rijesene po y, za njih kazemo da definiraju y implicitno
kao funkciju od x, odnosno kazemo da je funkcija y zadana u implicitnom obliku.

Tako je, na primjer, sa y = 2z + 5 zadana funkcija u eksplicitnom obliku, ali
sa 2¢ —y + 5 = 0 funkcija je zadana u implicitnom obliku. Obrnuto, medutim,
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

prevesti funkciju iz implicitnog oblika u eksplicitni nije uvijek moguce. Zbog toga
pri izra¢unavanju izvoda funkcije u implicitnom obliku treba uvijek provjeriti moze
li se funkcija prevesti u ekplicitni oblik i, ako moze, onda njen izvod traziti na vec
ranije opisane nacine. Ukoliko to nije moguce, onda izvod treba traziti na poseban
nacin. Tehnika diferenciranja funkcije zadane u implicitnom obliku ima dva koraka:

1. diferenciranje po neovisnoj varijabli x obje strane jednadZbe, vodeti pri tome
racuna da je y zaista funkcija od x 1 koristeti lancano pravilo kod diferenci-
ranja clanova koji sadrze y;

d
2. rijesiti diferenciranu jednadzbu algebarski po d—y =1v.
o
dy
dx
Rjesenje. Diferencirajmo po = obje strane date jednadzbe, vodeti rac¢una o
upotrebi lan¢anog pravila u svim ¢lanovima koji sadrze y:

Primjer 3.17 Odrediti y' = ako je x%y + 2y° = 3z + 412,

2xy + 3323/ + 6y2y' =34 8yy/,
odakle je
(x2 + 632 — Sy) y =3 — 2y,

odnosno

y':@: 3 —2zy Iy
dr 22+ 6y% —8y’

Primjer 3.18 Odrediti nagib tangente na krivu x?y® — 6 = 5y° + z kad je x = 2.
Rjesenje. Potrebno je odrediti 3’ (2). Postupimo kao i u prethodnom primjeru:
221> + 32292y = 15y%' + 1 = (3x2y2 — 15y2) y =1— 2y,
odakle je
P 2273
Y 73022 152
Odavde vidimo da nam je neophodno prvo odrediti vrijednost y koja odgovara

vrijednosti varijable x = 2. To ¢emo postic¢i tako sto x = 2 uvrstimo u polaznu
jednadzbu i izratunamo y:

(3.14)

43 — 6 = 5y + 2,
odakle je y> = —8, odnosno y = —2. Zamjenom vrijednosti z = 2iy = -2 u
(3.14), dobijemo
) 1-2.2.(=2)3 11

“32 (o ;o2 4 ™

Y
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3.7 Izvod implicitno zadane funkcije

3.7.1 Primjer primjene u ekonomiji

Navedimo zanimljivu primjenu diferenciranja implicitne funkcije u ekonomiji.

Primjer 3.19 Pretpostavimo da je output jedne tvornice Q = 2z + %y + y> je-
dinica, gdje je x broj radnih sati vjestih radnika, a y broj radnih sati nevjestih
radnika. Trenutna radna snaga se sastoji od 30 radnih sati vjestih radnika i 20 rad-
nih sati nevjestih radnika. Procijenitt promjenu broja radnih sati nevjestih radnika
y koja bi odgovarala povetanju 1 radnog sata vjestih radnika x tako da proizvodnja
ostane na istom nivou.

Rjesenje. Uvjet zadatka podrazumijeva da veli¢ina ) ostane nepromijenjena,
tj. konstantna. Njena vrijednost trenutno je (kad je u pitanju 30 sati vjestih
radnika i 20 sati nevjestih radnika):

Q = 2-30% + 302 - 20 + 203 = 80000 (jedinica).
Zbog toga je, ustvari,
80000 = 223 + 22y + 1> (3.15)

Cilj nam je da procijenimo promjenu Ay veli¢ine y koja odgovara povetanju 1
jedinice veli¢ine = (tj. kad je Az = 1) kada su z i y vezani jednadzbom (3.15).
Kako smo vidjeli u Sekciji 3.6, vrijedi

dy _dy . dy
Ay_dac Agc_da: 1_da:'

Preostaje da se odredi izvod ;Ly implicitno zadane funkcije (3.15):
x
d d
0 = 6224 2zy+ 2% + 3y2—y
dx dx
% = = (62” + 22y)

dy 622 + 2y
de 22+ 3y2

= (:E2 + 3y2)
=

Odredimo vrijednost izvoda % kad je z = 30 i y = 20, kako bismo dobili procjenu
promjene veli¢ine y:

dy 6-30%2+2-30-20
Tdr 30243202
Dakle, da bi se zadrzao isti nivo proizvodnje potrebno je smanjiti broj radnih sati

nevjestih radnika za priblizno 3.14 sati usljed povetanja broja radnih sati vjestih
radnika za 1 sat. &

Ay ~ —3.14 (sati).
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e} (¢] (¢]

Zadaci za samostalan rad

d
. Sljede¢im funkcijama zadanim implicitno odrediti izvod d—y:
x

a) 7o — 2%y =y + 15, b) (22° + 3y2)6 = bay + 3z — 2,
c)eV+e " +ay=0.

. Odrediti nagib tangente date krive u specificiranoj vrijednosti od z:

a) 22y —2xy =6z +y+1; 2 =1, b) (m2—2y)3:2wy2+64;x:0.

. Output jedne tvornice je Q = 0.0822+0.122y+0.03y? jedinica, gdje je z broj
radnih sati vjestih radnika, a y broj radnih sati nevjestih radnika. Trenutna
radna snaga se sastoji od 80 sati vjestih radnika i 200 sati nevjestih radnika
svakodnevno. Procijeniti promjenu broja radnih sati nevjestih radnika y koja
bi odgovarala povetanju 1 radnog sata vjestih radnika = tako da proizvodnja
ostane na istom nivou.

. U jednoj tvornici outpu @ je povezan s inputima x i y jednadzbom
Q=22%+32%2 + (1 + y)3.

Ako su sadagnji nivoi intputa x = 30 1 y = 20, procijeniti izmjenu u inputu
y kojom bi se nadomjestio smanjenje 0.8 jedinica intputa z tako da nivo
outputa () ostane na sadasnjem nivou.

. U jednoj tvornici outpu @ je povezan s inputima v i v jednadzbom

2u + 3v

a2
Q =3u“+ (u+v)2'

Ako su sadagnji nivoi intputa v = 10 i v = 25, procijeniti izmjenu u inputu
v kojom bi se nadomjestio smanjenje 0.7 jedinica intputa u tako da nivo
outputa @ ostane na sadasnjem nivou.

. Output jedne tvornice je Q = 0.062240.142y+0.05y jedinica, gdje je = broj
radnih sati vjestih radnika, a y broj radnih sati nevjestih radnika. Trenutna
radna snaga se sastoji od 60 sati vjestih radnika i 300 sati nevjestih radnika
svakodnevno. Procijeniti promjenu broja radnih sati nevjestih radnika y koja
bi odgovarala smanjenju 1 radnog sata vjestih radnika x tako da proizvodnja
ostane na istom nivou.
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3.8 Izvodi i diferencijali viseg reda

3.8 Izvodi i diferencijali viSeg reda

Vidjeli smo da izvod f’(z) predstavlja brzinu promjene funkcije f u odnosu na
varijablu z. Sliéno, brzina promjene funkcije f’ (z) je data njenim izvodom, uko-
liko on postoji. To zaista ima prakti¢nog smisla. Naime, razmatramo li pojam
brzine kretanja nekog tijela, jasno je da ona predstavlja brzinu promjene puta u
odnosu na vrijeme (odnosno ona je izvod funkcije puta u odnosu na vrijeme). No,
razmatra se i pitanje brzine promjene brzine kretanja, sto je ustvari ubrzanje, a
u matematickom smislu ubrzanje je izvod funkcije brzine kretanja tijela u odnosu
na vrijeme. Isto tako, izjave o brzini promjene brzine promjene cesto se koriste i
u ekonomiji. U vrijeme inflacije, na primjer, moze se ¢uti kako vladini ekonomski
eksperti uvjeravaju naciju da, iako postoji inflacija (tj. stopa (brzina) povecanja
cijena), brzina inflacije opada. Drugim rijec¢ima, cijene jos uvijek rastu, ali ne tako
brzo kako su rasle prije.

Na taj na¢in ¢emo za izvod izvoda funkcije f reéi da je drugi izvod funkcije f i
u praktiénom smislu on ¢e predstavljati brzinu promjene brzine promjene polazne
funkcije f. Uvedimo preciznu definiciju.

Definicija 3.4 Ako je funkcija [ diferencijabilna u tacki xg © ukoliko postoji granicna
vrijednost

A (@o + Az) — f (w0)

lim = lim ,

Az—0 Ax Az—0 Az
onda se ta granitna vrijednost naziva drugim izvodom funkcije f (x) u tacki x

d?
i oznacava sa f" (xo), fP (zq) ili M.
dz?

Ako funkeija f” (x) ima izvod u tacki xg, onda ga nazivamo tre¢im izvodom funkcije

d* f (o)

dx?
funkcija f (x) ima izvod reda n — 1 u tacki zo, tj. f V) (xg). Ako funkcija
=1 () ima izvod u tacki xg, nazivamo ga n-tim izvodom funkcije f () u tacki

f () i oznacavamo sa f" (xq), f® (x) ili . Opéenito, pretpostavimo da

dn
zo i oznacavamo sa f(™) () ili Zlcx(f(])' Dakle,

!/
£ @o) = (£ (a0).
Napomenimo da se za izvod funkcije upotrebljava i termin prvi izvod funkcije.
Primjer 3.20 Odrediti drugi izvod funkcije f (x) = V1 4 22.

Rjesenje. Odredimo prvo prvi izvod:

f’(x>:#.2x:L.
2T+ 22 Vita?
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Sada je
— 1
1" . / I z /_1‘ 1+$2—ZII'2V1+$2'2$

14+x2—z2
Vitaz? 1

1+a22 (1422 V1+a?

Napomena 3.3 Postoje neke funkcije koje u nek‘oy tacki zmaju samo prui izvod
ili izvode do odredenog reda. Tako funkcija y = V/a* = ©5 ima prui izvod Yy =

“gs = —Jx u svim tackama x € R, tj. w svim tackama definicionog podrutja

3
4 2 4

funkcije y, pa specijalno i u tacki x = 0. Medutim, funkcija y" = 59375 = T
x

nije definirana u tacki x = 0.

7 7
Slieno, funkcija y = VaT = 25 ima prvi izvod y' = ga:% = g\/3 x4 1 drugi izvod
8
Yy = gx% = 5\3/5, oba definirana u svim tackama x € R, pa specijalno i u tacki
28 28

Wl

= ——— nigje definirana u tacki x = 0.

T 27V 22

Pretpostavimo sada da funkcija f (z) ima drugi izvod u tacki z. Diferencijal
ove funkcije u tacki z je df (z) = f’ (z) dz, a zbog diferencijabilnosti funkcije f’ (z)
u tacki z, imamo da postoji diferencijal diferencijala df (x) i vrijedi

d(df (z)) = d(f (z)dz) =d(f (z))dz + [ (2)d(dv)
= (f"(2)dz)da + ' (2) - 0= f" () (do)”
= f"(x)dz?

Diferencijal diferencijala funkcije f (x) nazvat ¢emo drugim diferencijalom f (z) i
oznacavat ¢emo ga sa d°f (x). Dakle,

d*f (z) = f" (z) dz?.
Opéenito, ako postoji n-ti izvod funkcije f (z), n € N, tada je
d"f (x) :=d (d" ' f (2)) = f™) () da”

i zovemo ga diferencijalom n-tog reda funkcije f (x).
Tako je uocljiva opravdanost oznake za izvod n-tog reda

d"f ().

dz™

x = 0. Ipak, funkcija y"

) (@) =

144



3.8 Izvodi i diferencijali viseg reda

Primjer 3.21 Odrediti 5-ti izvod svake od sljedetih funkcija:
1
a) f(x) = 162* — 222 + 5z — 10, b)y=—.
x

Rjesenje. a) f'(v) = 642® — 4z +5
[ (z) = (6423 — 4z + 5), =19222 — 4
F(x) = (19222 — 4)" = 384z
@ (z) = (384z) = 384
fO (z) = (384)" =0

b = i) =L =at=—y
R
fxz - <fs> = L (o) =6zt =
Zjﬁ = % <—f4> = % (—627%) =2427° = %
ijé = % <i§> = % (2427°) = 120276 = —1;70
Ovdje se moze naci opéenito n-ti izvod: % =(-1)" x:l (3to je lahko ustanoviti

indukcijom). &

3.8.1 Primjer primjene u ekonomiji

Opéenitu primjenu izvoda i diferencijala viseg reda vidjet ¢emo nesto kasnije,
posebno pri odredivanju lokalnih ekstrema funkcije. No, sljede¢i primjer je do-
bra ilustracija primjene izvoda viseg reda u ekonomiji.

Primjer 3.22 Jedna ekonomska studija jutarnjih dolazaka w odredenoj tvornici
ustanovila je da prosjecno radnik koji dolazi na posao u 8:00 sati ima produktivnost
Q (t) = —t3 + 6t2 4 24t jedinica proizvoda za t narednih sati.

a) Izratunati brzinu produktivnosti radnika uw 11:00 sati.

b) Kolika je brzina promgjene brzine produktivnosti radnika u odnosu na vrijeme u
11:00 sati?

¢) Procijeniti promjenu u brzini produktivnosti radnika izmedu 11:00 i 11:10 sati.

d) Izracunati aktuelnu promjenu u produktivnosti radnika izmedu 11:00 i 11:10
sati.
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Rjesenje. a) Brzina produktivnosti radnika je prvi izvod
Q' (t) = —3t> + 12t + 24

funkcije outputa @ (¢). U 11:00 sati je t = 3, pa je traZena brzina promjene
produktivnosti

Q(3)=-3-32+12-3+24=33
jedinice proizvoda po satu.

b) Brzina promjene brzine produktivnosti radnika je drugi izvod
Q" (t) = —6t + 12
funkcije outputa @ (¢). U 11:00 sati ova brzina je
Q"(3)=-6-3+12=—6

jedinica po satu po satu. Znak minus u rezultatu znaci da brzina produktivnosti
radnika opada, to jest radnik usporava. Brzina ovog opadanja efikasnosti u 11:00
sati je 6 jedinica po satu po satu (ili po satu na kvadrat).

1
¢) Primijetimo da je 10 minuta ustvari g sata. Da bismo procijenili promjenu

1
AQ' u brzini produktivnosti @’ () uo¢imo da je promjena u vremenu At = — sata,

a onda primijenimo aproksimacionu formulu iz Sekcije 3.6 (u opéenitoj formi):

Tako imamo

odnosno
1
AQ ~ Q" (3) At = —6- 6= —1 jedinica proizvoda po satu.

Dakle, brzina produktivnosti (koja je bila 33 jedinice proizvoda po satu u 11:00
sati) ¢e opasti priblizno za 1 jedinicu proizvoda po satu (bit ¢e, dakle, priblizno
32 jedinice proizvoda po satu) u narednih 10 minuta rada.

d) Aktuelna promjena brzine produktivnosti radnika izmedu 11:00 i 11:10 sati
je jednaka razlici vrijednosti brzina produktivnosti u 11:10 i u 11:00 sati, tj. kad
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3.8 Izvodi i diferencijali viseg reda

119
jet=3-=—it=3
Je 6 6 1

a0 = @ ()-aw-

192 19
= |-3.(= 12- 2 +24
[ (6> v12- 29

~ 31.92 — 33 = —1.08 jedinica proizvoda po satu.

—[-3-3°+12- 3+ 24]

Dakle, u 11:10 sati brzina (stopa) produktivnosti, koja je bila 33 jedinice proizvoda
po satu, aktuelno ¢e opasti za 1.08 jedinica proizvoda po satu, tj. na 31.92 jedinice
proizvoda po satu. &

(¢] (¢] e}

Zadaci za samostalan rad
1. Odrediti drugi izvod svake od sljede¢ih funkcija:

3
O Fe)=1E- G b)yz( d )

r—1

X

2. Ukoliko postoji, odrediti f” (0) za funkciju f (x) = W
T+

2
3. Izracunati d—g funkcije date u implicitnom obliku 222 + 532 = 10.
x

d3 2
4. Odrediti TZ;; ako je y = \/x — iz + %
L " 1 4 : 3 1
5. Naéi af” (x) — 2f" () — —f (x) ako je f(x) =2° — /x + —.
x x
6. Jedna ekonomska studija jutarnjih dolazaka u odredenoj tvornici ustanovila

je da prosjetno radnik koji dolazi na posao u 8:00 sati ima produktivnost
Q (t) = —t® + 8t? 4 15t jedinica proizvoda za t narednih sati.

a) Izracunati brzinu produktivnosti radnika u 9:00 sati.

b) Kolika je brzina promjene brzine produktivnosti radnika u odnosu na
vrijeme u 9:00 sati?

c¢) Procijeniti promjenu u brzini produktivnosti radnika izmedu 9:00 i 9:15
sati.
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

d) Izracunati aktuelnu promjenu u produktivnosti radnika izmedu 9:00 i 9:15
sati.

7. Planirano je da kroz ¢t mjeseci prosjecna cijena po jedinici robe u odredenom
sektoru ekonomije bude p (t) = —t3 + 7¢2 4 200t + 300 dolara.
a) Kojom ¢e brzimom opadati cijena po jedinici robe kroz 5 mjeseci?

b) Kojom ¢e se brzinom mijenjati brzina rasta cijene u odnosu na vrijeme
kroz 5 mjeseci?

¢) Procijeniti promjenu brzine rasta cijene u toku prve polovine od 6 mjeseci.

d) Izracunati aktuelnu promjenu brzine rasta cijene u toku prve polovine od
6 mjeseci.

3.9 L’Hospitalovo pravilo
Jedna vrlo vazna primjena izvoda jeste pri izra¢unavanju grani¢ne vrijednosti tzv.

0
neodredenog oblika (0> ili (@) Naime, rije¢ je o grani¢noj vrijednosti
00

G
i%g (z)

ya € RU {400, —00},
pri ¢emu vrijedi

limf(z) =0,limg(z) =0 ili limf(z) =00, limg(x) = oo,
r—a r—a r—a r—a

gdje pod oo podrazumijevamo +oo ili —oo. Izracunavanje grani¢ne vrijednosti u

navedenim slu¢ajevima moze se vrlo ¢esto uspjesno izvesti pomoéu L ’Hospitalova'

pravila.

. (0 .. . . .
Razmotrimo prvo slucaj <0>, na koji se odnosi L’Hospitalovo pravilo dato u

obliku sljede¢eg teorema.

Teorem 3.6 Neka su funkcije f (x) i g (x) definirane na intervalu I = [, 5] C R
za koje vrijedi:
i) za neko a € I je
lim f (z) = limg (z) =0,

Tr—a r—a

ii) obje funkcije su diferencijabilne na intervalu (o, 8) i ¢’ () # 0 za x € («, 8),

!G. F. Marquis de L’Hospital, francuski matematicar, 1661-1704.
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3.9 L’Hospitalovo pravilo

/" (x)

i11) postoji granitna vrijednost lim =1L

z—ag' ()
f(z)
g9 ()

Tada postoji i lim 1 vrijedi
rT—a

@ (@)
Py @) g ()

Napomenimo da se ponekad L’Hospitalovo pravilo moze i vise puta upotrijebiti
na izrac¢unavanju grani¢ne vrijednosti jednog izraza, uz dodatnu pretpostavku da

su i funkije f i g diferencijabilne barem onoliko puta koliko puta primjenjujemo
pravilo.

et _ bx
Primjer 3.23 Izratunati a) lin%)i, b) lim
T— x

1 —cosx
x—0 (L‘z ’

0
Rjesenje. a) Ova grani¢na vrijednost je neodredenog oblika <0), zadovoljeni

su uvjeti prethodnog teorema u nekoj okolini tacke x = 0, pa mozemo primijeniti
L’Hospitalovo pravilo:

ax _ ,bx ar _ bz’ ar _ pebe
fio & (O e () et b
x—0 xT 0 z—0 (gj) z—0 1
b) Analogno imamo
. 1—coszx 0\ rp .. (1—cosa:)' . sinz 0
lim ——— = — ) = lim———— = lim =
x—0 x 0 x—0 (xQ) z—0 21 0
Lp .. (sinz) . cosx 1 Y
= lim = lim = _.
z—0 (2:13)/ z—0 2 2

U slucaju <—) takoder se primjenjuje L’Hospitalovo pravilo u obliku sljedeceg
00
teorema.

Teorem 3.7 Neka su funkcije f (x) i g (x) definirane na intervalu I = [a, f] C R
za koje vrijedi:
i) za neko a € I je

lim f (z) = limg (z) = oo,

ii) obje funkcije su diferencijabilne na intervalu (o, 8) i ¢’ (x) # 0 za z € (o, ),

o g _f'(z)
i11) postoji granic¢na vrijednost lim ;
v—ag (x)

=L.
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Tada postogi © lim /(@)

1 vrijedi
z—a g ()

lim f(2) = lim I (z)
Mg (@) " e g (2)

Napomena 3.4 U oba prethodna teorema moguée je interval I = |c, B] zamijeniti
intervalom I = [a, +00) (odnosno intervalom (—oo, 3]), a granié¢ni proces x — a
sa x — oo (odnosno x — —o0).

1 2-2
Primjer 3.24 Izratunati: a) lirf ﬁ, b) lir+n W
z—+ooln (x L—T00 e

00
Rjesenge. a) Ovdje je u pitanju neodredeni izraz oblika (—) i moze se primi-
00
jeniti posljednji teorem:

Inz 00\ LP .. (Inz)’ ) 1
im —— = (—) = lim ————— = lim —J
z—+ooln (.73 + 1) 00 z—+00 (ln (x + 1)) T——+00 1
1 1) 1
—  lim T :(@)L:P fm CED g Lo
r—+oo I o0 T—-+00 (_1:) z—+o01
b) Analogno,
2 2 !
. 3z -2z +5 00\ I . (3x —23:—1—5) ) 6z — 2
lim ————— = ( ) = lim ; = lim ——
T—~400 e4r o0 T—+00 (6296) r—+too 2e2%

oo\ . (6z—2" 6
- (oo>—£$‘oo<gezxy—xkﬂo4en—0- &

Koristeti se adekvatnim algebarskim transformacijama i preostali neodredeni oblici:
(0-00), (00 — 00) , () , (1) i (0)

0
se mogu svesti na jedan od dva slucaja: 0 ili (§>
00

Tako u slucaju neodredenog oblika (0 - c0), tj. kada je, recimo, lim f (z) =0 i
r—a
limg () = 0o, mozemo napraviti neku od sljede¢e dvije transformacije (naravno,
r—a

biramo onu pogodniju za izraCunavanje izvoda):

fm @9 @) = BTy = (§) 0 @0 = fim S5 = ().
e ()
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3.9 L’Hospitalovo pravilo

Na primjer,
1
| -
limzlnz = (0-00) = lim = <§> 2L Yy L
z—0 z—0 l (0.¢] x—>0_i
x x2

Kod neodredenog oblika (co — 00), tj. kada je lim f ()

moze se postupiti na razlicite nacine, a jedan od njih je:
1 1
1 1
lim [f (z) — g (2)] = lim |— — —— zlimg(x) /(@)
r—a r—a 1 ]. r—a 1
fz)  g(=z) f(@)g(x)
Primjer 3.25 Izraéunati L = lim (\/ 22— 31 +2— a:)
T—+00
Rjesenje. O¢ito je u pitanju neodredeni oblik (0o — c0), pa je

\/2_7
L = tm (Vo' 3o42-1)- nmx<w3w+2_

)

Tr——+00 r— 400 X
. 3 2
- IEIEJ( ! +x2‘1>—<°"'0>
3 4
22 a3
2 2
1/1—§+—2—1 2,/1—§+—2
_ T  x {0\ P .. T T
= m = — = lim
i A= (F) i
x 22
3 4
o 3
= —lim ——% ___—-_> &
T—+00 3 2 2
21—+ =
T

U preostala tri slucaja, (ooo) ,(1%°) 1 (00), koristimo identitet

[f (@) = es@ I g () > 0
da bismo ih sveli na slucaj (0 - co).
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Primjer 3.26 I[zrac¢unati lim (sinz)”.

z—0

Rjesenje. U pitanju je neodredeni oblik (00), pa imamo

lim (sinz)® = lime® (e = oL
z—0 z—0
gdje je
. . . In(sinz 0O\ LP .. sing 0T
L = limzln(sinz) = (0-00) = hmg = (—) = lim 3L
z—0 z—0 1 o z—0 1
T x2
2 cosx 0\ P .. 2xcosx— x2sinz
= —lim—; =[(=-] = —-lim =0,
z—0 sinx 0 z—0 COsS T
te je

lim (sinz)* =e’=1. &
z—0

Napomena 3.5 Treba voditi racuna da se L’Hospitalovo pravilo ne moze uvijek
uspjesno koristiti, posebno ako se mjegovom upotrebom dobija izraz koji je kompli-
ciraniji od prethodnog.

o} (¢] o

Zadaci za samostalan rad

1. Koriste¢i L’Hospitalovo pravilo pokazati da je:

a) lim x+1_x_1:—1 b)limﬂ:§
z—0 \/m—]. ’ z—0 x? 2’

Izracunati (2-6):

a® —1 In (2z — 3)
2. li lim ———.
Vet DTy
2 — ] V813 + 1
3.8) lim —C———— b) lim oo 2
z—+oox3 — 5z + 10 z—-+o0 T

4. a) lim wsinz, b) lim (\/1’2—|—2—\/:E2—3:E>.

Tr—-+00 €T Tr—-+00
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3.10 Primjena diferencijalnog racuna u optimizaciji

8|~

5. a) lim (1— ! > b) lim (Inz)t.

t—0 \ t  ted T—+00
. 2 . 1

6. a) limz™", b) lim (cosx)=.
z—0 T—+00

3.10 Primjena diferencijalnog racuna u optimizaciji

U ekonomskoj praksi stalno se pojavljuju problemi odredenog izbora. Tako se
u problematici proizvodnje odredenog nivoa proizvoda susretemo s izborom vise
alternativnih nacina kako bi se to postiglo. Najcesce je jedna od tih alternativa
(ili eventualno vise njih) bolja nego ostale s aspekta odredenog kriterija. Izbor
najbolje od raspolozivih alternativa predstavlja bit problema optimizacije. Kri-
terij izbora medu alternativama u ekonomiji je najces¢e povezan s ciljem mak-
simiziranja necega ili s ciljem minimiziranja neéega (npr. maksimizacija dobiti
poduzeca ili korisnosti potrosaca ili minimizacija troskova proizvodnje odredene
koli¢ine proizvoda). Jednim imenom se problemi maksimiziranja i minimiziranja
nazivaju optimizacijom (”postizanjem najboljeg”). Da bi se to postiglo neopho-
dano je prvo uvesti funkciju cilja u matematickom smislu, a zatim ispitivati pod
kojim uvjetima (tj. za koji izbor vrijednosti neovisne varijable) ta funkcija dostize
maksimalnu ili minimalnu vrijednost. Ubuduée ¢emo koristiti termin ekstrem
funkcije kao zajednicki pojam za maksimum i minimum.

Ovu problematiku ¢emo u daljnjoj raspravi razmatrati opéenito, smatrajuéi da
nam je data funkcija cilja (ovdje kao funkcija jedne varijable) y = f (z). Razvit
¢emo postupak po kojem se odreduju nivoi vrijednosti neovisne varijable x koja ¢e
maksimizirati ili minimizirati vrijednost funkcije cilja y. U tu svrhu upoznajmo se
prvo s pojmom monotonosti funkcije, a nakon toga posvetit ¢emo se problematici
odredivanja ekstrema funkcije.

3.10.1 Monotonost funkcije

Upoznajmo se prvo s razli¢itim tipovima monotonosti funkcije.
Definicija 3.5 KaZemo da je funkcija y = f(x) monotono rastuéa u intervalu
(a,b) CD(f) ako vrijedi
f(z1) < f(z2) za svexy,z2 € (a,b), 1 < x2,
odnosno da je monotono strogo rastuca ako vrijedi

f(x1) < f(z2) za svezy,x2 € (a,b), z1 < x2.
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Definicija 3.6 KaZemo da je funkcijay = f (x) monotono opadajuéa u intervalu
(a,b) CD(f) ako vrijedi

f(z1) > f(x2) za svexq,z2 € (a,b), 1 < z2,
odnosno da je monotono strogo opadajuca ako vrijedi
f(z1) > f(z2) za svezy,x2 € (a,b), x1 < 2.

Dakle, funkcija je monotono strogo rastuca ako vetoj vrijednosti neovisne varijable
x odgovara vecta vrijednost funkcije f, a monotono strogo opadajuta ako vecoj
vrijednosti neovisne varijable x odgovara manja vrijednost funkcije f.

Slika FM1: f/(x) > 0, f strogo raste Slika FM2: f’(z) < 0, f strogo opada

Naravno, ispitivanje monotonosti funkcije na nekom intervalu prakti¢no se ne
odreduje pomocu definicije, jer bi to u mnogim slu¢ajevima bilo vrlo komplicirano.
U tu svrhu koristimo se izvodom funkcije, kako to pokazuje sljedeci teorem.

Teorem 3.8 Pretpostavimo da je funkcija y = f () diferencijabilna na intervalu
(a,b) CD(f). Tada vrijedi:

i) ako je f'(x) >0 za x € (a,b), funkcija [ je strogo rastuéa na (a,b);

ii) ako je f'(x) <0 za x € (a,b), funkcija f je strogo opadajuéa na (a,b).

Primijetimo da se kriterij monotonosti moze iskazati i ovako: funkcija f je
monotono strogo rastuca na inetrvalu (a,b) C D (f) ako je nagib (tangente) krive
pozitivan u svim tackama grafa funkcije f s apcisama iz intervala (a,b), a f je
monotono strogo opadaju¢a na inetrvalu (a,b) C D (f) ako je nagib (tangente)
krive negativan u svim tackama grafa funkcije f s apcisama iz intervala (a,b) (v.
Slike FM1 i FM2).
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Primjer 3.27 Ispitati monotonost funkcije y = xe *.

Rjesenje. Uocimo da je D (f) = R. Odredimo prvi izvod date funkcije:
Y =e P fre . (=2) = (1 —2x)e 2",

Prema prethodnom teoremu imamo:

1
Ny =1-22)e*>01-2r>02< 2 tj. funkcija je monotono
strogo rastuca za sve r < X

1
i)y =(1-20)e® <0&1-22<0& 2> 3 tj. funkcija je monotono

1
strogo opadajuca za sve x > 3

Ovdje smo vodili ra¢una o tome da je eksponencijalna funkcija uvijek pozitivna,
tj. e 2 >0zasvex eR. &

3.10.2 Lokalni ekstremi funkcije

Istaknimo da se najveta (najmanja) vrijednost funkcije na nekom intervalu, koji
je podskup njenog definicionog podrudja, naziva globalnim maksimumom (mini-
mumom) funkcije na tom intervalu. Medutim, posebno su zanimljivi tzv. lokalni
ekstremi, ¢ija precizna definicija slijedi.

Definicija 3.7 Kazemo da funkcija y = f(z) ima u tatki xo € (a,b) C D(f)
lokalni maksimum (odnosno lokalni minimum) ako postoji okolina O (xg) =
(g — 9,20+ 9) tacke xg tako da za sve x € Oy () vrijedi

f(x) < flxo)  (odnosno f(x) = f (x0)).

Zbog toga se moze desiti da funkcija moze imati nekoliko lokalnih ekstrema. Ako
funkciju promatramo na zatvorenom intervalu, onda ¢e njen apsolutni maksi-
mum biti ili neki od lokalnih maksimuma ili neka od krajnjih tacaka, dok c¢e
lokalni minimum biti ili neki od lokalnih minimuma ili neka od krajnjih tacaka
(v. Slike AE1, AE2, AE3 i AE4). Buduéi da je za ve¢inu problema optimizacije
u ekonomiji domen funkcije cilja ograni¢en na skup nenegativnih brojeva, to se
uglavnom razmatraju lokalni ekstremi. Apsolutni maksimum ili apsolutni mini-
mum na zatvorenom intervalu se onda jednostavno odrede.
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-
X
f f f H—
X -
Slika AE1: Apsolutni maksimum u Slika AE2: Apsolutni minimum u
desnom kraju intervala lijevom kraju intervala
y A y A
f ——————— /_.-
X 4
T — -
X
Slika AE3: Apsolutni maksimum se Slika AE4: Apsolutni minimum se
poklapa s lokalnim maksimumom poklapa s lokalnim minimumom

Mi ¢éemo ovdje spomenuti dva nacina odredivanja lokalnih ekstremas:

1. test pomocu prvog izvoda i

2. test pomocu izvoda viseg reda.
Cinjenica je da za zadanu funkciju y = f (2) njen izvod f’(z) igra glavnu ulogu
u odredivanju njenih ekstremnih vrijednosti. Kao prvo, navedimo potreban uvjet
egzistencije lokalnog ekstrema.
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Tttt
X

Slika LE1: Lokalni minimum Slika LE2: Lokalni maksimum

Teorem 3.9 Pretpostavimo da je funkcija y = f(x) diferencijabilna funkcija u
tacki xg € D (f). Ako je xq tacka lokalnog ekstrema funkcije f, tada je f' (zo) = 0.

e L B b
X

Slika PT1: Nema lokalnog ekstrema

Drugim rije¢ima, ako je f’(x¢) # 0, tada xy ne moze biti tacka lokalnog ektrema.
Medutim, uvjet f’'(xzg) = 0 nije dovoljan da bi u tacki xzg funkcija f imala lokalni
ekstrem. Naime, jasno je da je nagib tangente krive u tacki ekstrema jednak 0 (v.
Sliku LE1 i Sliku LE2), ali to se moze desiti i u nekom specijalnom sluc¢aju kada
xo nije tacka ekstrema (v. Sliku PT1). Sljedeéi teorem nam daje dovoljne uvjete
egzistencije lokalnog ekstrema.
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Teorem 3.10 Ako za prvi izvod f' (xo) funkcije f u tacki zo vrijedi f'(xo) = 0,
tada ée vrijednost f (xg) biti

a) lokalni maksimum ako izvod f' (x) mijenja predznak iz pozitivnog u negativni
dok neovisna varijabla prolazi s lijeve na desnu stranu tacke xg;

b) lokalni minimum ako izvod f’ (x) mijenja predznak iz negativnog u pozitivni
dok neovisna varijabla prolazi s lijeve na desnu stranu tacke xg;

¢) ni lokalni maksimum ni lokalni minimum ako [’ (x) ima isti znak dok neo-
visna varijabla prolazi s lijeve na desnu stranu tacke xg.

Definicija 3.8 Tacka xg € D (f) koja ima osobinu da je f'(x9) = 0 naziva se
stacionarnom tatkom funkcije f (x).

Napomena 3.6 Napomenimo da ¢emo ubuduée razmatrati samo one funkcije koje
su diferencijabilne na nekom intervalu (iskljucujuéi, dakle, situacije kada se moze
desiti da prvi izvod funkcije mijenja predznak dok neovisna varijabla prolazi s lijeve
na desnu stranu tacke xq, a da pri tome ne postoji prvi izvod funkcije u toj tacki),
s obzirom da se uglavnom takve funkcije susrecu u ekonomskoj praksi.

2x

Ako primijenimo Teorem 3.10 na funkciju y = ze™“* iz Primjera 3.27, vidimo da

njen izvod mijenja predznak s pozitivnog na negativni u xg = 5 pau tacki xg = 3

funkcija dostize lokalni maksimum.

Drugi test, test pomocu izvoda viseg reda, opcenito je prikladniji nego test
pomocu prvog izvoda, jer ne zahtijeva provjeru predznaka prvog izvoda slijeva i
zdesna od stacionarne tacke xg. Takoder, vrlo ¢esto je izracunavanje izvoda viseg
reda brzi postupak od odredivanja znaka prvog izvoda, posebno ako je rije¢ o ve¢em
broju lokalnih ekstrema. U najpovoljnijem slu¢aju, kada je f” (xzg) # 0, test je dat
sljede¢im teoremom.

Teorem 3.11 Pretpostavimo da je xg stacionarna tacka realne funkcije f i da
funkcija ima drugi izvod u stacionarnoj tacki razlicit od nule, tj. f” (zg) # 0.
Tada vrijedi:

(a) ako je " (zo) < 0, onda u stacionarnoj tacki xo funkcija f ima lokalni
maksimum;

(b) ako je f"(x9) > 0, onda u stacionarnoj tacki xo funkcija f ima lokalni
minImum.

Nedostatak ovog teorema je §to nam ne daje odgovor o egzistenciji lokalnog ek-
strema u slucaju kada je f” (z9) = 0. Naime, funkcija u tom slu¢aju moze da
u stacionarnoj tacki ima ili lokalni minimum ili lokalni maksimum ili da uopé¢e
nema lokalnog ekstrema. Tada se pribjegava ili testu pomoéu prvog izvoda ili
opcenitijem testu pomoc¢u izvoda viseg reda (od dva).
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Teorem 3.12 Pretpostavimo da je xqg stacionarna tacka realne funkcije f i da
funkcija ima sve izvode do reda k u stacionarnoj tacki, takve da je

' (wo) = " (w0) = ... = fEY (w0) = 0, F (wo) # 0.
U slucaju kad je k paran broj, onda funkcija f u stacionarnoj tacki ima lokalni
maksimum ako je f*) (x9) < 0, odnosno lokalni minimum ako je f* (xq) > 0.
Ukoliko je k meparan broj, tada funkcija f u stacionarnoj tacki nema lokalnog
ekstrema.

Kasnije ¢emo vidjeti (kad budemo govorili o konveksnosti i konkavnosti funkcije)
da u slu¢aju neparnog broja k funkcija f u stacionarnoj tacki ima prevojnu tacku

Uocavamo da je (opceniti) test pomoc¢u izvoda viseg reda upotrebljiv u slucéaju
kada razmatrana funkcija ima u stacionarnoj tacki izvod nekog reda razli¢it od nule
i kada izra¢unavanje izvoda viseg reda funkcije nije previse kompliciran. Sretom,
vetina funkcija ima tu osobinu i uglavnom ¢emo koristiti upravo taj test.

x

Primjer 3.28 Odrediti lokalne ekstreme funkcije f (x) = xe™™.

Rjesenje. Ocito je definiciono podrugje funkcije f cio skup realnih brojeva,
tj. D(f) = R. Odredimo prvo stacionarne tacke funkcije kao nule njenog prvog
izvoda:

flxy=1-e"+ze® (-1)=1—-2)e*=0= 0= 1.
Drugi izvod je
ffx)y=—-e"+1—-2)e ™ (1) =(x—2)e ™.

1
Kako je f” (1) = —e~! = —= < 0, funkcija u stacionarnoj tacki o = 1 ima lokalni
e

1
maksimum fpax = f (1) =1-e71 = p &

Primjer 3.29 Odrediti lokalne ekstreme funkcije y = (3 — x)4.

Rjesenje. Kakojey = —4(3 — :r)3 = 0zax = 3, to je tacka x = 3 stacionarna
tacka date funkcije. Trazimo sada izvode viseg reda sve dok ne naidemo na prvi
od njih koji je u stacionarnoj tacki razlic¢it od nule:

V' =123-2° = y'(3)=0,

y"'=-243-2) = y"3)=0,

y® =24 = y¥(3) =24.
Vidimo da je tek ¢etvrti izvod date funkcije u stacionarnoj tacki razli¢it od nule
(pozitivan), dakle, k = 4 je paran broj, pa data funkcija u stacionarnoj tacki ima
lokalni minimum ymin =y (3) =0. &

159



3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Primjeri primjene u ekonomiji
Ovdje ¢emo navesti par primjera primjene optimizacije u slu¢aju ekonomskih

funkcija.

Primjer 3.30 (Minimum prosjeénih troskova) Pretpostavimo da su pri proizvod-
nji Q) jedinica nekog artikla ukupni troskovi dati sa

T(Q)=3Q*>+5Q+75 ($).

Na kojem nivou proizvodnje ¢e prosjecni troskovi biti minimalni?

Rjesenje. Prosjecni troskovi su dati sa

r@="@ 0.5, 7

dolara po jedinici proizvoda. Budu¢i da je u ekonomskom smislu dovoljno razma-
trati Q > 0, preostaje nam, dakle, da odredimo apsolutni minimum funkcije 7" (Q)
na intervalu (0, 4+00). Izvod funkcije prosje¢nih troskova je

T'@-3-3
koji je jednak nuli kad je
B,
odnosno kad je Q = 5 (vrijednost Q = —5 se ne razmatra jer je negativna). Prema

tome, dobili smo samo jednu stacionarnu tacku ) = 5. Primijenimo test pomocu
izvoda viseg reda:

==

150 — 150
T (Q) o - 1 o

-0 T(5)_?>0,

tj. u stacionarnoj tacki Q = 5 funkcija prosje¢nih trogkova T (Q) ima lokalni
minimum Ty, = 7 (5) = 3-5+ 5+ — = 35 dolara po jedinici proizvoda. Buduéi

_ 5
da je funkcija T'(Q) neprekidna na intervalu (0, +00), to ée se apsolutni minimum

poklopiti s lokalnim minimumom (v. Sliku LE3). &
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120 T

ol M(5,35)

+ .III.
0 2 456 8 10 12 14

+Hi—
Q
Slika LE3

Sljedeci primjer se odnosi na trazenje maksimalne vrijednosti ukupne dobiti.

Primjer 3.31 (Maksimum dobiti) Date su funkcije potraznje Q(p) = —p + 30
= 34
i prosjecnih troskova T(Q) = Q + 6 + 6 Koja je maksimalna moguta dobit © uz

koju potrazinju?

Rjesenje. Posto je ukupna dobit razlika ukupnih prihoda i ukupnih trogkova,
tj. D(Q) = P(Q) — T (Q), odredimo prvo funkcije ukupnih trogskova i ukupnih

prihoda:
34

rQ@=T@-q=(a+6+%) Q=0 +oa+31
P(Q)=pQ = (—Q +30)Q = —Q* + 30Q,
jer iz jednakosti Q(p) = —p + 30 slijedi p = —Q + 30.
Funkcija ukupne dobiti je oblika
D) = P@)-T(@)
= (-Q*+30Q) — (Q* +6Q + 34)
= —20Q%+24Q — 34.
Odredimo prvo stacionarne tatke funkcije ukupne dobiti:

D(@Q) =-4Q+24=0 = Q=6.
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Imamo, dakle, jedinstvenu stacionarnu tacku () = 6. Za odredivanje ekstrema
funkcije ukupne dobiti D (@) primijenimo test pomocu izvoda viseg reda:

D' (Q)=-4 = D"(6)=-4<0.

To znaci da u stacionarnoj tacki @ = 6 funkcija ukupne dobiti ima lokalni maksi-
mum koji se poklapa s apsolutnim maksimumom, jer funkciju D (@) razmatramo
na intervalu (0, +00) na kojoj je ona neprekidna funkcija (i stalno opada za @ > 6).
Dakle, maksimalna dobit iznosi

Diax = D (6) = —2-6% +24-6 — 34 = 38

novcanih jedinica (v. Sliku LE4). &

R A e e e A e e e e e e e e s
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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(¢] (¢] e}

Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti intervale monotonosti funkcija:

2
2 € x

Wy=oet Dy anre VT Ees

2. Odrediti uvjete koje moraju zadovoljavati koeficijenti funkcije ukupnih troskova
predstavljenih kubnom funkcijom

T(Q) = aQ® + bQ* + cQ + d.
(Uputa: vidjeti o funkciji ukupnih troskova u Sekciji 2.3.3.)
3. Odrediti ekstreme sljedec¢ih funkcija:
2 T

x
2+ 17 Jy=we, x

(ML
&
<

|

|

a)y

4. Koriste¢i se testom pomocu izvoda viseg reda odrediti lokalne ekstreme
sljedecih funkcija:
2z z?

_ _ .3 2 _
a)y—l_m, b) y = x° + 6x° + 10, c)y—m+1.

5. Neko poduzete ima sljedete funkcije ukupnog troska i potraznje:

1

T(Q):§Q3—7Q2+111Q+5, Q =100 — p.

a) Zadovoljava li funkcija ukupnog troska ograni¢enja za koeficjente iz 2.
zadatka?

b) Naéi funkciju ukupne dobiti kao funkciju potraznje Q.

¢) Nag¢i nivo proizvodnje Q* koja maksimizira ukupnu dobit.

d) Kolika je maksimalna ukupna dobit?

6. Pretpostavimo da su pri proizvodnji () jedinica nekog artikla ukupni troskovi
dati sa

T(Q)=3Q*+Q+48 ($).

Na kojem nivou proizvodnje ¢e prosjecni troskovi biti minimalni?

7. Stolar treba da napravi otvorenu kutiju s kvadratnom osnovom. Izrada 1m?
strana kutije kosta 3$, a 1m? osnove kosta 4$. Koje bi bile dimenzije kutije
najvete moguée zapremine Cija bi izrada kogtala ukupno 48%7

163
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8. Zatvorena kutija kvadratne osnove mora imati zapreminu 250m?3. Materijal
za izradu gornje i donje osnove kutije kosta 2$ po 1m?, a materijal za izradu
strana kutije kosta 1$ po 1m?. Moze li se napraviti takva kutija za manje
od 300387

9. Data je funkcija ukupnih troskova:
T(Q) = Q% 9.

Na kojem se nivou potraznje ostvaruju maksimalni prosje¢ni troskovi. Koliki
su ti prosjecni troskovi?

10. Date su funkcije ukupnih prihoda P (Q) = 1400Q —6Q? i prosjecnih trogkova

— 1500
T(Q)= o + 80, kao funkcije proizvodnje (potraznje). Na kojem se nivou

proizvodnje (potraznje) ostvaruje maksimalna ukupna dobit i koliko ta dobit
iznosi?

3.10.3 Konveksnost/konkavnost funkcije

Pojam konveksnosti, odnosno konkavnosti, je vrlo bitan za potpuno analiziranje
ponasanja funkcije opcenito, a posebno ekonomskih funkcija (slucaj tzv. krive
indiferencije, o kojoj ¢e u ovoj sekciji biti rijeci).

Definicija 3.9 Za realnu funkciju y = f (z) kaZemo da je strogo konveksna na
intervalu (a,b) C D (f) ako vrijedi

f <$1 ;902) - f(xl);f(@)

za sve x1,%2 € (a,b).

Definicija 3.10 Za realnu funkciju y = f (x) kaZemo da je strogo konkavna na
intervalu (a,b) C D (f) ako vrijedi

E R

za sve x1,%2 € (a,b).

Geometrijska interpretacija pojma stroge konveksnosti (stroge konkavnosti)
funkcije y = f () je sljedeta: za sve x1, z2 € (a,b) tetiva M;M; lezi iznad (ispod)
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odgovarajuceg luka My M, krive, gdje je My (z1, f (x1)) i Ma (22, f (z2)) (v. Slike
K1 i K2). Medutim, geometrijska se interpretacija stroge konveksnosti (stroge
konkavnosti) funkcije moze iskazati i na drugi nac¢in (pazljivo promatrajuéi Slike
K1 i K2). Naime, uz pretpostavku diferencijabilnosti funkcije y = f (z) na inter-
valu (a,b) (tj. da kriva koja predstavlja graf funkcije ima tangentu u svakoj tacki),
zaklju¢ujemo da je ona strogo konveksna (strogo konkavna) ako se nalazi iznad (is-
pod) tangente povucene u proizvoljnoj tacki grafa funkcije s apcisom iz intervala
(a,b), ne ukljucujuéi tacku dodira. Imajuéi na umu da je nagib tangente ustvari
jednak prvom izvodu funkcije u apcisi tacke dodira, onda je jasno da ¢e u situaciji
stroge konveksnosti (stroge konkavnosti) nagib tangente rasti (opadati). To ¢e nam
pomo¢i da dodemo do testa ispitivanja stroge konveksnosti (stroge konkavnosti)
pomocu drugog izvoda funkcije, buduéi da bi to ispitivanje bilo vrlo neprakti¢no
u mnogim sluc¢ajevima ako bismo koristili definiciju stroge konveksnosti (stroge
konkavnosti).

Slika K1 Slika K2

Teorem 3.13 Pretpostavimo da je funkcija y = f (x) definirana na [a,b] i da ima
izvode prvog i drugog reda na (a,b). Ako je f"(x) > 0 za sve z € (a,b), tada je
funkcija f strogo konveksna na (a,b). Ukoliko je f" (x) < 0 za sve z € (a,b), tada
je funkcija f strogo konkavna na (a,b).

Napomena 3.7 Napomenimo da obrat prethodnog teorema ne vrijedi, tj. ako je
funkcija strogo konveksna (strogo konkavna) na (a,b), tada ne mora biti f" (z) > 0
(f" () < 0) za sve x € (a,b). Naime, za funkciju y = f(x) = 2*, ¢iji je graf
strogo konveksna kriva, vrijedi f" (z) = 1222 > 0, ali je f" (0) = 0.
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Pojam konveksnosti (konkavnosti) je vazan za shvatanje oblika krive koja pred-
stavlja graf funkcije. Posebno je bitna tacka grafika u kojoj se deSava promjena tog
oblika sa strogo konveksnog na strogo konkavan ili obrnuto (v. Sliku K3). Zbog
toga uvodimo sljedecu definiciju.

Definicija 3.11 Neka je funkcija f (z) definirana i diferencijabilna u nekoj okolini
O (zg) = (xg — 0,0 + 9) tacke xy. Osim toga, pretpostavimo da je f neprekidna
u tacki xo i da njen graf ima tangentu u tacki (xo, f (xo)). Tacku (xo, f (o))
nazivamo prevojnom tatkom krive koja predstavija graf funkcije y = f (x) ako
je funkcija f strogo konveksna (strogo konkavna) u intervalu (xg — d,x0) i strogo
konkavna (strogo konveksna) u intervalu (zo,xo + 9).

Sljedeci teorem nam daje potrebne i dovoljne uvjete egzistencije prevojne tacke
funkcije.

Teorem 3.14 Pretpostavimo da je funkcija f zajedno sa prvih n izvoda neprekidna
u nekoj okolini tacke xq i da u toj okolini postoji f(+1) (z). Neka je pri tome

" (@o) = . = f (o) =0, SV (@) #0.
Ako je n paran broj, onda je (xo, f (xg)) prevojna tacka krive y = f (x).

Prema ovom teoremu ocito je da tacka x¢p = 0 nije prevojna tacka funkcije
y=f(z)=a"
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Primjer 3.32 Odrediti intervale stroge konveksnosti i stroge konkavnosti, te pre-
vojne tacke funkcija:

a)y=ze >, b)y=(x—2)°.
Rjesenje. a) U Primjeru 3.27 smo vidjeli da je 3/ = (1 — 2x) e =2, pa je

y'= 2% —2(1 -2z)e =4 (x—1)e >
Zbog ¥ > 0zax >1i9y" < 0yax < 1, imamo da je funkcija y = ze™2*
strogo koveksna u intervalu (1, +00) i strogo konkavna u intervalu (—oo, 1). Zbog
toga je (1, 6*2) prevojna tacka krive y = xe~2, jer u njoj funkcija prelazi iz stroge
konkavnosti u strogu konveksnost. Takoder, zbog y” (1) = 0iy"” = 4 (3 — 2z) =27,
odnosno y" (1) = 4e~2 # 0, prema kriteriju iz Teorema 3.14, zakljuéujemo da je
(1, 6_2) prevojna tacka krive y = ze 2%,

b) Kako je 3 = 20 (x — 2)*, zakljucujemo da je v’ > 0za z > 214" < 0 za
x < 2, $to znaci da je funkcija y = ze~?* strogo koveksna u intervalu (2, +oo) i
strogo konkavna u intervalu (—oo, 2). Prema Definiciji 3.11 tacka (2,0) je prevojna
tacka krive y = (z — 2)5. Do istog zakljucka za prevojnu tacku moglo se doci
koriste¢i Teorem 3.14, jer je 3" (2) = 4" (2) =y (2) =0i y®) (2) =120 £0. &

Napomena 3.8 Uoctimo praktié¢ni znacaj prevojne tacke grafa funkcije. Naime,
poznato nam je da prvi izvod vy funkcije predstavlja brzinu promjene te funkcije.
Tamo gdje je y" > 0 (4" < 0) funkcija je strogo konveksna (strogo konkavna), a
to opet znati da je prvi izvod y' na tom intervalu rastuéa (opadajuéa) funkcija, tj.
u tom intervalu brzina promjene funkcije y raste (opada). Dakle, brzina promjene
funkcije y je najveta u xg u kojoj funkcija y prelazi iz stroge konveksnosti u strogu
konkavnost, odnosno brzina promgjene funkcije je najmanja u xo u kojoj funkcija y
prelazi iz stroge konkavnosti u strogu konveksnost.

Primjeri primjene konveksnosti/konkavnosti u ekonomiji

Pojam konveksnosti (konkavnosti) funkcije usko je vezan s pojmom krive indife-
rencije. Naime, razmatrajmo na nekom trzistu dva dobra A i B koja je moguce
supstituirati. To znaci da se ova dva dobra konzumiraju zajedno, ali da se odredena
koli¢ina jednog dobra moze zamijeniti odredenom koli¢inom drugog dobra, a da
pri tome potrosaé ostane na istom nivou zadovoljstva (korisnosti). Kriva koja
spaja sve parove vrijednosti koli¢ina dobara A i B za koje je potro$aa¢ na istom
nivou zadovoljstva naziva se krivom indiferencije. Ocigledno je da je u pitanju
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opadajuta kriva. Pokazuje se da je kriva indiferencije strogo konveksna ako i
samo ako se dobra mogu supstituirati ($to se moze posti¢i provjerom vrijednosti
linearne funkcije ¢iji je dio grafa sjekanta M Ny i odgovarajuéih vrijednosti funkcije
y = f (x) na intervalu [z, x2], ako nam z predstavlja koli¢inu dobra A, a y koli¢inu

dobra B).

Primjer 3.33 (Kriva indiferencije) Zadana je funkcija korisnosti potrosaca
dobrima A i B, s koli¢inama x iy, respektivno:

u(z,y)=Bzx+2)2y—1).
Ispitati da li se dobra A i B mogu supstituirati na nivou korisnosti 10.

Rjesenje. Vet smo konstatirali da se dobra mogu supstituirati ako i samo ako
je kriva indiferencije konveksna. Zato prvo odredimo krivu indiferencije. Funkcija
korisnosti, na nivou 10 je oblika

(3z+2)(2y — 1) = 10,

a to je implicitni oblik funkcije y = y (z). Odavde je

) 1= 10
Y 3z +2
odnosno dobijamo krivu indiferencije
5
v =ge Ty

Preostaje jos da provjerimo da li je ona konveksna. Odredimo prvo prvi izvod:

o= () +(2) =5 o) -

a zatim i drugi izvod:

90

y' (@) = ~15 (3o + 2)‘2>I = Gai 2’

Buduéi da je x kolicina dobra A, znac¢i da je x > 0, pa je i y” () > 0, tj. kriva
indiferencije je zaista strogo konveksna, pa se dobra A i B mogu supstituirati. &
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Primjer 3.34 (Maksimalna brzina promjene ukupnih prihoda) Odrediti
maksimalnu brzinu promjene ukupnih prihoda zadatih kao funkcija kolicine proizvod-
nje odredenog artikla

P =03-Q)e*

i nivo proizvodnje na kojem se ona dostize.

Rjesenje. Primijetimo da funkcija ukupnih prihoda ima smisla za @@ > 0 i
P(Q)=(3-Q)e*® >0, tj. za Q € (0,3). Na osnovu Napomene 3.8 moramo
odrediti prevojne tacke ove funkcije, jer u njima se dostize maksimalna ili mini-
malna brzina promjene polazne funkcije. Nadimo prvi i drugi izvod funkcije ukup-
nih prihoda:

PR == +(3-Q)e* 2= (5-2Q) ¢,
P (Q)= -2 + (5 -2Q)e*? - 2=4(2—- Q) *.

Kako je P"(Q) = 42-Q)e*? < 0za Q > 2, P"(Q) = 42—-Q)e*@ > 0
za ) < 2, to funkcija ukupnih prihoda u @ = 2 prelazi iz stroge konveksnosti
(kada brzina promjene ukupnih prihoda raste) u strogu konkavnost (kada brzina
promjene ukupnih prihoda opada), pa je tacka (2, 64) prevojna tacka te funkcije
i u njoj imamo maksimalnu promjenu brzine ukupnih prihoda. Dakle, na nivou
proizvodnje @ = 2, prvi izvod P’ (Q) ima maksimalnu vrijednost P}, = P'(2) =

e, koja je ustvari maksimalna vrijednost brzine promjene ukupnih prihoda (v.
Sliku K4). &

PP A
80 T
60
40
20
0 t T t T t T t 1 t 1 t 1 t H—
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 35

Q
Slika K4: Graf funkcije P (Q) (tanka linija) i graf funkcije P’ (Q) (deblja linija)
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e} (¢] (¢]

Zadaci za samostalan rad

. Odrediti intervale stroge konveksnosti i stroge konkavnosti funkcija:

2 T
x e Inzx
= b = — = —.
%) Y 202 4+ 17 )y x’ )y x
. Odrediti prevojne tacke sljedeéih funkcija:
1—=2x z2 9 _
a)y=—g5- by=_—7 Juy=aie”

. Zadana je funkcija korisnosti potrosac¢a dobrima A i B, s koli¢inama z i y,
respektivno:
w(a,y) = (22 +1) (by — 1).

Ispitati da li se dobra A i B mogu supstituirati na nivou korisnosti 20.

. Zadana je funkcija korisnosti potrosac¢a dobrima A i B, s koli¢cinama x i y,
respektivno:

u(z,y)=(x—3)2y+1).

Ispitati da li se dobra A i B mogu supstituirati na nivou korisnosti 30.

. Odrediti maksimalnu brzinu promjene ukupnih prihoda zadatih kao funkcija
koli¢ine proizvodnje odredenog artikla

P(Q) = Qe

i nivo proizvodnje na kojem se ona dostize.
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3.11 Primjena diferencijalnog racuna u ekonomiji

Ogromna je primjena diferencijalnog ra¢una u ekonomiji. Mi éemo ovdje demon-
strirati tu primjenu pri uvodenju pojmova grani¢nih (marginalnih) funkcija u
ekonomiji i pri ispitivanju njihovih osobina. Osim toga, pokazat ¢emo kako se
diferencijalni racun primjenjuje i u proucavanju elasti¢nosti funkcije.

3.11.1 Grani¢ne (marginalne) funkcije

Neka nam je opéenito data neka ekonomska funkcija y = f () kojom se izrazava
neka ukupnost (ukupni trogkovi, ukupni prihod, ukupna dobit, ukupna proizvodnja
isl). Graniéna (ili marginalna) funkcija Gy = Gy (x) definira se kao grani¢na
vrijednost koli¢nika prirasta Ay funkcije y i prirasta Ax argumenta x kada prirast
Az tezi ka nuli, ako ta grani¢na vrijednost postoji, tj.

. Ay
Gy () = Jim <o
odnosno

dy
Gy (fU) = dr = y;c-

Dakle, ukoliko nam je data neka ekonomska funkcija koja je diferencijabilna, onda
njen prvi izvod predstavija grani¢nu ili marginalnu funkciju, tj.

graniéna funkcija = (ekonomska funkcija) . (3.16)

Na taj nacin definiramo sljedec¢e funkcije:
a) granicéni trosak GT (Q) ili GT (p) kao izvod funkcije ukupnih trogkova, tj.

dr dr
T = =T ii GT =— =T ;
b) grani¢ni prihod GP (Q) ili GP (p) kao izvod funkcije ukupnih prihoda, tj.
dpP dpP
P =— =P ili GP =— =P ;
GP(Q) a0 (Q) ili GP(p) a (p):

¢) grani¢na dobit GD (@) ili GD (p) kao izvod funkcije ukupne dobiti, tj.

GD(@) =5 =D'(@ i GD)

_7_D’ .
” (p);
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d) grani¢na sklonost potrosnji GC (Y) (koja je funkcija dohotka Y) kao izvod
funkcije potrosnje, tj.

ac
GC(Y)=-==C"(Y);
e) granicna sklonost stednji GS (V) (koja je funkcija dohotka Y') kao izvod funkcije
stednje, tj.

GS(Y)ZC%S;:S'(Y);

itd.

Jednostavno objasnjenje za uvodenje pojma grani¢ne funkcije na ovaj na¢in
mozemo naci, recimo, u sluc¢aju grani¢nih trogkova. Naime, grani¢ni troskovi se
definiraju kao trosak proizvodnje dodatne jedinice proizvoda. Dakle, po toj defini-
ciji vrijedi
AT Th-Ty

AQ  Q2—Q1
gdje je T; = T (Q;) za i = 1,2. Medutim, kao $to smo ve¢ rekli, ovaj koli¢nik ¢emo
razmatrati za dovoljno male promjene AQ, tj. pustit t¢emo da AQ — 0, pa ¢emo
u slucaju diferencijabilnosti funkcije ukupnih troskova 7' (Q) ustvari imati

GT(Q)

AT dT

Primjer 3.35 Pretpostavimo da su ukupni troskovi (u dolarima) proizvodnje Q
jedinica odredene robe dati sa T (Q) = 3Q? + Q + 48.

a) Na kojem nivou proizvodnje su prosjecni troskovi najmangi i kolika je ta naj-
manja vrijednost?

b) Na kojem nivou proizvodnje su prosjetni troskovi jednaki grani¢nim troskovima?
¢) Na istoj slici graficki predstaviti obje funkcije, prosjetne i graniéne troskove.

Rjesenge. a) Treba da odredimo apsolutni minimum funkcije prosjecnih troskova

=y T(@) 48
T o 3Q+1+Q

za @ € (0,400) (jer samo tada funkcija ima ekonomskog smisla). Prvi izvod ove
funkcije je
/ 48 3(Q*—16)
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3.11 Primjena diferencijalnog racuna u ekonomiji

koja je jednaka nuli na intervalu (0, +00) samo za Q = 4, tj. Q = 4 je stacionarna
tacka. Kako je drugi izvod T Q) = 3;; pozitivan za sve @ > 0, to znaci da je
prosjecni trosak minimalan na nivou proizvodnje ) = 4 i ta minimlna vrijednost
je Tmin =T (4) = 25(9).
b) Grani¢ni troskovi su GT (Q) = T'(Q) = 6Q + 1 i oni treba da su jednaki
prosje¢nim troskovima, tj.
48

6Q+1=3Q+1+ 7,

odakle se dobije

R*=16 = Q=4
$to je isti nivo proizvodnje na kome se ostvaruju i minimalni prosje¢ni troskovi.
Pokazat ¢emo uskoro da ovo nije slu¢ajno, nego da vrijedi opéenito.

c) Graf funkcije grani¢nih troskova je linearna funkcija koja se jednostavno
graficki predstavlja pravom. Primijetimo da je za prosjecne troskove (v. pod a))

7 (Q) = 3 (QQ; 16)

za 0 < @ < 4, dok je T (Q) > 0 za Q > 4. Dakle, funkcija prosjec¢nih troskova
je opadajuta za 0 < @ < 4, a rastuca za Q > 4 i ima lokalni minimum u @ = 4.
Grafici obiju funkcija su dati na Slici K5. &

<0

$ 100 1

80 1

60 1

20




3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Navedimo sada (s dokazom) spomenuti opéeniti rezultat o vezi izmedu pros-
jeénih i grani¢nih trogkova u slu¢aju kad su prosjec¢ni troskovi minimalni.

Teorem 3.15 Prosjecni troskovi jednaki su grani¢nim troskovima ako su prosjecni
troskovi minimalnsi.

Dokaz. Prema Teoremu 3.9 potreban uvjet egzistencije lokalnog ekstrema u nekoj
vrijednosti neovisne varijable neke funkcije je da je izvod funkcije jednak nuli u
toj vrijednosti neovisne varijable. Ako su prosjecni troskovi minimalni, znaci da
postoji nivo proizvodnje @* na kojem je T (Q*) = T'min, pa iz potrebnog uvjeta za

egzistenciju ekstrema slijedi T (Q*) = ;lg (Q*) = 0, odnosno
dT
_ Q- —-T-1
T'(Q) = 55 @) = 15 (o2 ) @) = | =L — | @) =0
Odavde je
dT o
(@55 -T) @) =0
tj.
Q" -T(Q") =T(Q"),
pa je
/oy - L(QF)
Q) ==

a §to znaci da je
GT(Q") =T(Q)
upravo na nivou proizvodnje () = Q* na kojem su prosjec¢ni troskovi minimalni. m

Motivirani prethodnim teoremom mozemo do¢i do zanimljive veze izmedu pros-
jecnih i grani¢nih trogskova. Naime, ako je GT (Q) < T (Q), tada je

rQ< P o r@<r©.
pa imamo /
-2 T@-T@

QZ

Sto znaci da je funkcija prosjecnih trogkova T (Q) opadajuca.
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Sliéno, ako je GT (Q) > T (Q), tada je

Q> G0 Q> T@.

pa imamo

==/

7@ - 2T @-TQ

QZ

§to znagi da je funkcija prosjecnih trogkova T (Q) rastuéa.

> 0,

Prema tome, vrijedi:

a) prosjecni troskovi T (Q) su rastuéi kada je GT (Q) > T (Q);

b) prosjeeni troskovi T (Q) su opadajuéi kada je GT (Q) < T (Q);

c) prosjecni troskovi T (Q) imaju kriticnu tacku (obicno tacku lokalnog mini-
muma) kada je GT (Q) =T (Q).

Uvjeti za maksimizaciju ukupne dobiti

Jedna od najvaznijih ¢injenica koje student ekonomije uci je sljedece: da bi po-
duzete maksimiziralo ukupnu dobit neophodno je da izjednaéi granic¢ni trosak i
grani¢ni prihod. To nam slijedi iz sljedeteg teorema.

Teorem 3.16 Dobit je maksimalna na nivou Q* proizvedenih i prodatih jedinica
robe na kojoj je granitni prihod jednak granicnom trosku.

Dokaz. Dakle, da bismo nagli nivo proizvodnje Q* koja maksimizira ukupnu dobit,
prema Teoremu 3.9 treba da je zadovoljen potreban uvjet egzistencije maksimuma:
dD
dQ
troskova, tj. D (Q) = P (Q)—T (Q), to za prvi izvod funkcije ukupne dobiti imamo

(Q*) = 0. Kako je ukupna dobit jednaka razlici ukupnog prihoda i ukupnih

dD * ’ * / * ’ *
@(Q):D(Q):P(Q)—T(Q):O,

odakle je
PHQ") =T"(Q"),
odnosno

GP(Q*) = GT (Q"). (3.17)

Dakle, optimalna proizvodnja Q* zaista zadovoljava jednakost GP (Q*) = GT (Q*).
[
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Na ovaj nacin smo dobili samo uvjet prvog reda (potreban uvjet) za mak-
simiziranje ukupne dobiti. Problem je u tome $to taj uvjet moze voditi ka mini-
mumu, umjesto ka maksimumu. Stoga se mora koristiti test pomoéu izvoda viseg
reda, prema kojem mora biti

d’D
- * 0
odnosno
d2D * ! * /! * ! *
dTQZ(Q )=D"(Q7) =P (Q") —T"(Q") <0,
a §to je zadovoljeno ako i samo ako je

P Q) <T"(Q"). (3.18)

Primijetimo da ¢e ovaj uvjet uvijek biti zadovoljen ako je, na primjer, kriva
ukupnog prihoda u @Q* konkavna, a kriva ukupnih troskova konveksna.
U suprotnom, tj . kada je
P'(Q) >T"(Q"),
ukupna dobit ¢ée imati minimalnu vrijednost na nivou proizvodnje Q™.
S druge strane, uvjet (3.18) se moze iskazati i relacijom

d(GP) d(GT)
dQ dQ
$to znaci da ¢e na nivou proizvodnje Q* ukupna dobit biti maksimalna ako je
nagib (brzina promgjene) graniénog prihoda u Q* manji od nagiba (brzine promjene)
graniénih troskova u Q.

(@) <

(Q%),

Primjer 3.36 Neka je funkcija ukupnog prihoda
P(Q) = 50Q — 2Q*

1 funkcija prosjetnih troskova

T(Q) = Q*—40.25Q + 191 + 12)0.

Odrediti nivo proizvodnje Q* koji maksimizira ukupnu dobit.

Rjesenje. Ovdje ¢emo primijeniti postupak koji smo upravo razmatrali. Da
bismo nagli kandidate za optimizacijsku proizvodnju, primijenimo potreban uvjet

GP(Q") = GT(Q).

176



3.11 Primjena diferencijalnog racuna u ekonomiji

Funkcija ukupnih troskova je
T(Q) =T (Q) Q=Q*—40.25Q + 191Q + 1200.

Kako je
GP(Q) =P (Q) =50-4Q

GT (Q) =T (Q) = 3Q* — 80.5Q + 191,

uvjet (3.17) je oblika
50 — 4Q = 3Q? — 80.5Q + 191,

odnosno
Q*—255Q+47=0

odakle se dobije
Q=21 Q5=235.

Preostaje da provjerimo uvjet (3.18). Imamo

P"(Q)=—4, T"(Q) =6Q — 80.5,

pa je
P Q) = P (Q3) = —4,

T (QF) = 6Q% —80.5 = —68.5, T" (Q}) = 6Q} — 80.5 = 60.5.

Vidimo da je
P'(Q7) >T"(Q7) i P'(Q3) <T"(Q3).

Dakle, proizvodnja Q5 = 23.5 maksimizira ukupnu dobit, dok @] = 2 minimizira
ukupnu dobit. Budu¢i da je funkcija ukupne dobiti

D(Q)=P(Q)-T(Q) = —Q*+38.25Q% — 141Q — 1200,
maksimalna ukupna dobit ¢e iznositi

Dinax = D (Q5) = D (23.5) = 3632.1875 (5). &
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3.11.2 Elasti¢énost

Jedan od vrlo vaznih primjera primjene diferencijala u ekonomiji je u slucaju
tzv. elasticnosti funkcije. Pomocu elasticnosti funkcije moguce je doéi do bit-
nih osobina nekih ekonomskih veli¢ina (funkcija) i zato ¢emo tom pojmu posvetiti
posebnu paznju. Pod pojmom elasti¢nosti podrazumijevamo mjeru sposobnosti
jedne ekonomska veli¢ine y da reagira (s manjim ili veéim intenzitetom) na prom-
jenu neke druge ekonomske veli¢ine x koja je s njom u funkcionalnoj meduovis-
nosti y = f (z). Ta se mjera, koju éemo zvati koeficijentom elasti¢nosti, izrazava
koli¢nikom relativnog prirasta funkcije y i relativnog prirasta neovisne varijable x,
tj.

: relativna prirast od y

Y% relativni prirast od z’
odnosno
Ay
Y
Ey7$ - H, (319)
T

ali uz uvjet da se radi o beskona¢no malim prirastima obiju veli¢ina ($to je u
ekonomiji uglavnom slucaj). Ukoliko je funkcija y = f (x) neprekidna funkcija
u tacki x, onda smatraju¢i da Ax — 0, imamo i da Ay — 0, pa ¢e koeficijent
elasti¢nosti funkcije y = f (z) u tacki = biti

Ay
.y .o Ay =z Ay 1z dy
E o — lim -2 — lim~.24 2. 2y _r 4y
v A;:rgog Arooy Az y AvmoAz  y do
X

Dakle, uz uvjet da se radi o neprekidnoj funkciji ¥ od neovisne varijable z, za
koeficijent elsti¢nosti imamo formulu
T dy

e =3 I (3.20)
koja se naziva Marshallovom formulom (prema Alfredu Marshallu koji je prvi,
1885. godine, izlozio pojam elasti¢nosti i mjeru elasti¢nosti potraznje, vidjeti [22],
str. 444.).

Uoc¢imo da se u Marshalovoj formuli (3.20) pojavljuju diferencijali dy i dz, ¢iji
se koli¢nik smatra izvodom funkcije y u tacki x, odnosno grani¢nom funkcijom od
y. Takoder, posto se (3.20) moze napisati u obliku

dy
E,, =4z (3.21)

8 \@‘
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a kako odnos Yy smatramo prosje¢nom funkcijom od y, to se koeficijent elasti¢nosti
x
moze tumagciti i kao odnos grani¢ne funkcije i prosjecne funkcije, tj.

grani¢na funkcija

x = R T
v prosjecna funkcija

Specijalno, koeficijent elsti¢nosti funkcije ukupnih troskova 7' (Q) kao funkcije po-
traznje @ je jednak koli¢niku grani¢énih troskova i prosje¢nih troskova

GT

Q)
Napomenimo da koeficijent elasti¢nosti razmatramo na nekom nivou zy neovisne
veli¢ine z, te je preciznije koristiti oznaku E, ;. (zo).

Ustanovimo sada $ta nam to prakti¢no predstavlja koeficijent elasti¢nosti. U

tu svrhu pretpostavimo da se neovisna varijabla x na nekom nivou xg povetala za

1%, tj. za 100" Tada je relativni prirast neovisne veli¢ine

Zo
Azo _ 100 _ 1
Zo i) 100’

pa je

Ay
By (z0) ~ L =L = =2 100
v, \ L0 Ar 1 .
z

Odavde vidimo da koeficijent elasti¢nosti oznacava za koliko se procenata promi-
jenila veli¢ina y makon §to se neovisna varijabla = povetala za 1%. Ukoliko je
koeficijent elasti¢nosti pozitivan, to znac¢i da se veli¢ina y povecala, dok u nega-
tivna vrijednost koeficijenta elasti¢nosti zna¢i da se veli¢ina y smanjila. Dakle,
koeficijent elasti¢nosti oznacava i u kojem smjeru se promijenila veli¢ina .

Ako je |Ey .| < 1, velicina y je neelasticna u odnosu na promjenu velicine
z. Naime, u tom sluc¢aju se veli¢ina y promijeni za manje od 1% nakon sto se
velicina x povecala za 1%, tj. promjena neelasticne veliine je manjeg intenziteta
od promjene neovisne varijable.

Ako je |Ey .| > 1, velicina y je elastitna u odnosu na promjenu velicine ,
tj. u tom slucaju se veli¢ina y promijeni za vise od 1% nakon $to se veli¢ina x
povecala za 1%. Drugim rije¢ima, promjena elasti¢ne veli¢ine je veceg intenziteta
od promjene neovisne varijable.

U slucaju kad je |E, ;| = 1, za velicinu y kazemo da je jedinicne elastitnosti
prema promjeni velicine z. Tada povecanje veli¢ine x za 1% izaziva promjenu
(povecanje ili smanjenje) veli¢ine y takoder za 1%.
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Dogodi li se da je E,, = 0, kazemo da je velicina y perfektno neelasticna,
buduéi da promjena veli¢ine x ne prouzrokuje promjenu veli¢ine y.
Ako je |Ey | = o0, velicina y je perfektno elastiéna.

Sada smo u moguénosti uvesti pojmove podrucja elasti¢nosti i podrucja nee-
lasti¢nosti odredene ekonomske veli¢ine.

Definicija 3.12 Podruéjem elastiénosti velicine y nazivamo skup vrijednosti
(nivoa) velitine x za koje je funkcija y elasticna, tj. skup

Per={z |z €D(y) A|Ey.| > 1}.

Definicija 3.13 Podruéjem mneelastiénosti velicine y nazivamo skup vrijed-
nosti (nivoa) velicine x za koje je funkcija y neelasticna, tj. skup

Pyneer ={z |z €D(y) A |Ey.| <1},

Primjer 3.37 Zadana je funkcija potrainje Q(p) = —p® + 20, gdje p predstavija
cijenu.

i) Izratunati koeficijent elastitnosti funkcije potrainje na nivou cijene: a) p =5,
b) p = 2. Interpretirati rezultat.

it) Na kojem nivou cijene ¢e potraZnja biti: 1. jedini¢ne elasticnosti, 2. perfektne
neelasti¢nosti, 8. perfekine elasticnosti?

Rjesenge.i) Opéenito je koeficijent elasti¢nosti, prema Marshallovoj formuli
(3.20):
p dQ p —2p
w=q - T (3.23)
a) Na nivou cijene p = 5 imamo

~9.52

= ———— =10.
—52 420

Eqp (5)

Interpretacija: Kad se cijena p na nivou p = 5 poveta za 1%, tj. poveta na
p = 5.05, tada se potraznja poveta za 10% i na nivou cijene p = 5 funkcija
potraznje je elasti¢na.

b) Na nivou cijene p = 2 imamo

—2. 22 1
E = =——.
Interpretacija: Kad se cijena p na nivou p = 2 poveta za 1%, tj. poveta na

p = 2.02, tada se potraznja smanji za za 0.5%, pa je funkcija potraznje neelasti¢cna
na nivou cijene p = 2.
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ii) Koristeti rezultat (3.23) imamo:

f2p2
1. jedini¢nu elasti¢nost funkcije potraznje kad je |E =|l——| =1
Jjedinicnu 1 1je potrazn] je |EqQpl ‘_pg_’_QO) )
odnosno
—2p° L —2p?
— =11l — =-1,
—p? 420 —p?+20
. .. 5
iz Gega se dobije p = 2 g;
2 fekt lastiénost potraznje kada je |Eq | 2 0, &to j
. perfektnu neelasti¢nost potraznje kada je = |———| =0, sto je
p p \ Je eyl = | =5 50 ]
moguée samo na nivou cijene p = 0;
— 992
3. perfektnu elasticnost potraznje ako je |Eq,| = ‘2_‘1?20‘ = o0, odnosno
D

ako je —p? +20 =0, tj. kad je p=2v5. &

Primjer 3.38 Odrediti koeficijent elasticnosti Paretove funkcije
A
y(a:)zﬁ, A>0,a>0.
Interpretirati dobijeni rezultat.

Rjesenje. U ovom slucaju je

x dy T o o
Eo=2 W% A(—a)a ' = —az*Ha o = _a,
Y,z y dLU A ( )
xa

Interpretacija: Vidimo da je koeficijent elasti¢nosti isti na svim nivoima neovisne
varijable x, pri ¢emu povectanje veli¢ine z za 1% prouzrokuje smanjenje veli¢ine y

za a%. &

Napomena 3.9 Kako je

dy dx
d(l == d(l = —
(Iny) . (Inz) o

koeficijent elasticnosti mozemo, prema (3.21), napisati i u obliku

d(Iny)
E, .= . 3.24
Y d(Ing) (3.24)
Ova formula je od posebnog prakticnog znataja kada treba izratunati koeficijent
elasti¢nosti funkcije koja je znatno jednostavnijeg oblika nakon sto se logaritmira

(v. sljedeci primger).
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Primjer 3.39 Odrediti koeficijent elasticnisti funkcije y = x%€% koristeti Mar-
shallovu formulu (3.21), a zatim koristeti formulu (3.24). Odrediti parametre a i
b tako da je By, (1) =2 i By, (2) = —1.

Rjesenje. Prema Marshalovoj formuli (3.21) imamo

d
Ey, = g . % = xag;bm (aw“_lebx + bx“ebx)
1
= W . $a71€bx ((l + bﬂj)
= a+bx.

Kako je
d(lny) =d(alnz + bx) = ad (Inz) + bdzx,

koristeéi formulu (3.24) imamo

d(lny) ad(lnz)+ bdx

E T = =
v d(Inz) d(Inz)
dx dx
= R el
ot d(Inz) ot 1dw
= a+ bx.

Na osnovu ovoga imamo
(Byz(1)=2ANEy,(2)=-1) & (a+b=2Na+2b=-1)
& (a=5b=-3). &
Osobine koeficijenta elasti¢nosti

Navedimo sada neke od najbitnijih osobina koeficijenta elasti¢nosti.

1. Koeficijent elastiénosti zbira funkcija

Ako imamo dvije funkcije po z: u(x) i v (z), koeficijent elasti¢nosti zbira,
odnosno razlike, tih funkcija je

B x duzxv)  z  duftdv oz %j:d—v
utor Tt dx Cutw der uwtv \dz dz
1 T du T dv 1
 udtw (u udmiv'vdm> Cudtw (WBua £ 0Bz
dakle,
U v
Eytvr = 7uj:vEu’x + 7uﬂ:va’x' (3.25)
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2. Koeficijent elasti¢nosti proizvoda funkcija

Koeficijent elasti¢nosti proizvoda dvije funkcije u (x) i v (x) je

g - dw) =« (du dv\ _ wxdu wxdv
we = Tdr  w \de | dz)

wdr " vdr
tj.
Euv,x = Eu,m + Ev,m- (326)
3. Koeficijent elasti¢nosti koli¢nika funkcija

Analogno odredujemo i koeficijent elasti¢nosti koli¢nika funkcija u (x) i v (z):

du dv
U bl
) e (-E) wdu_wdo

dz U v2 udr vdz’

B
22| 8

tj.

Euy=Eyy— By (3.27)

< e

4. Koeficijent elasti¢nosti slozene funkcije

Neka je y funkcija od u, a u funkcija od z, tj. y je slozena funkcija y (u (x)).
Tada je njen koeficijent elasti¢nosti, koriste¢i lanc¢ano pravilo,

g % dy_z dy du_udy zdu
Iy de y du dxr ydu udx’
odnosno
Eyr=FEyy- By, (3.28)

5. Koeficijent elasti¢nosti inverzne funkcije

Ako je y funkcija od x takva da postoji njoj inverzna funkcija = = z (y), tada
je koeficijent elasti¢nosti inverzne funkcije

g% dy 1 1 1
z7y_y d:c_ﬂ dﬁ_Ey,w.
Dakle, vrijedi
1
E,, = . 3.29
Ivy Ey}m ( )

Primjer 3.40 Zadana je funkcija potraznje Q (p) = /30 — 2p. Odrediti koefici-
jent elasticnosti cijene u odnosu na promjenu potraznje na nivou potrainje @ = 4.
Interpretirati rezultat.
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Rjesenje. Jednostavniji postupak izra¢unavanja trazenog koeficijenta elasti¢no-
sti je koristenjem pravila za koeficijent elasti¢nosti inverzne funkcije nego direk-

tnim putem, tj. E, No, odredimo prvo definiciono podruéje funkcije

7Q = *
. Eqp
potraznje:

30—-2p >0« p< 15,

Dakle, D (Q) = [0,15]. Koeficijent elasti¢nosti potraznje u odnosu na promjenu
cijene u optem slucaju je

p dQ P 1
E = Z. =X _ . (=2
@p Q dp /30—2p 2/30—2p (=2)
_ P
30 —2p°

Nadimo sada nivo cijene koji odgovara nivou potraznje @ = 4:
R=4/30—-2p=430—2p=16<=p=".
Prema (3.29) imamo

1 30—2-7 16
Ep,Q(Q:4) - =75

 Egp(p=7) 7 (.

Interpretacija: Povetanjem potraznje na nivou @ = 4 za 1%, tj. na Q = 4.04,

cijena se smanji za 7%. &

Primjer 3.41 Odrediti podrucje elasticnosti i podrucje neelasticnosti funkcije po-
800 — 2p?
traznje @ (p) = Tp
Rjesenje. Odredimo uvjete pod kojima ekonomske veli¢ine imaju smisla. Naime,
treba dajep >01i

Q (p) > 0 < 800 — 2p* > 0 « p? < 400.

Dakle, p € [0,20]. Koeficijent elasti¢nosti potraznje u odnosu na promjenu cijene
je
g, P dQ_ sp [ dAp\ _ 2p*
@PT 0 dp 800 — 2p? 5) 400 —p2
Podrugcje elasti¢nosti potraznje (vodeéi ra¢una o ¢injenici p € [0,20]) je na onom
nivou cijene p na kojem je |Egp| > 1, tj.
2p?
400 — p?

2 2

2p 2p

—_—— >l —>1
1400 — p?| 400 — p2

> 1

400 20
& 22 >400-pPept>s —ep>—.

3 V3
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3.11 Primjena diferencijalnog racuna u ekonomiji

20

Dakle, Pgr, = (
V3

20
,20|. Preostaje da je P =10,— ). &
} J J NEEL [ \/§>

Elastiénost ukupnih troskova i prosjec¢nih troskova

Uoc¢imo zanimljivu vezu izmedu koeficijenta elasti¢nosti ukupnih trogkova i
koeficijenta elasti¢nosti prosjecnih troskova. Prvi od njih je dat formulom (3.22).
Odredimo sada koeficijent elasti¢nosti prosjecnih troskova:

B - Q4 _Q d/(T\_ @ TQ-T¢
TR T T dQ T dQ\Q) T Q2
Q
rQ ., _Qdr
= - R e |
T 9 TTag e
Dakle, vrijedi
Erg=Erq—1 (3.30)

Veza (3.30) se moze iskoristiti za brze izrac¢unavanje jednog od ova dva koeficijenta
elasti¢nosti preko onog drugog u slucaju kad je taj drugi lakse naéi direktno nego
prvi.

Primjer 3.42 Data je funkcija ukupnih troskova

_@, 9

@) 10 +Q+5‘

Odrediti koeficijente elastitnosti ukupnih troskova i prosjeénih troskova na mivou
proizvodnje (potrainje) @ = 10.

Rjesenje. Buduéi da je funkcija prosjeénih troskova jednostavnijeg oblika od
funkcije ukupnih trogkova, odredimo direktnim putem koeficijent elasti¢nosti pros-
jetnih troskova:

Fe = — . - %
T 40 R

odakle je

10 1 1 43

Bro@=10) = g (15— = ) = o
T7

? %8 + 101+5 10 (10 + 5)2 48
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3. Diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable

Na osnovu (3.30) imamo

43 91
E =10) = F= =1 l=—4+1=—.
7,¢ (Q = 10) 7.0 (Q=10)+ TS + 13 L)

Fleksibilnost cijene i graniéni prihod

Poznato nam je da ako oznacimo sa () potraznju za nekom robom i sa p cijenu
te robe, tada su ukupni izdaci potrosaca na tu robu, odnosno ukupan prihod
proizvodaca te robe, dati sa

P = Qp.

Pri tome najcesée smatramo da je potraznja funkcija cijene (koja je, naravno,
opadajuca funkcija), pa je tada

P(p)=pQ (p).

Mijenjanje ukupnih izdataka potrosa¢a na neku robu u odnosu na promjenu ci-
jene te robe mjeri se grani¢nim izdacima potro$aca, odnosno grani¢nim prihodom
proizvodaca:

GP )= -
Ocigledno je
= Q1 +Egy).
Formula
GP(p)=Q(1+ Eqg,) (3.31)

se naziva Amoroso-Robinsonovom formulom.
Poznato je da je uvijek Eg, < 0, jer je funkcija potraznje opadajuca funkcija

cijene robe. Uvedemo li oznaku f = —E, g = “E uobicajeno da se f naziva

Q.p
koeficijentom fleksibilnosti cijene.

Za robe koje imaju elasti¢nu potraznju, tj. ako pad cijene izaziva relativno
veci porast koli¢ine potraznje i obratno, imamo da je Eg, < —1, odnosno 0 <
f < 1. Tada je GP (p) < 0, sto znaci da ukupni izdaci potrosaca (ukupni prihod
proizvodaca) opadaju. Drugim rije¢ima, ve¢a cijena znac¢i pad ukupnih izdataka
potrogaca, odnosno manji prihod proizvodaca, kada je Eg, < —1 (odnosno 0 <

f<1.
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3.11 Primjena diferencijalnog racuna u ekonomiji

S druge strane, za robe koje imaju neelasti¢nu potraznju, tj. ako porast cijene
izaziva smanjenje potraznje, ali relativno manje nego $to je porasla cijena, imamo
da je —1 < Eg, < 0, odnosno f > 1. Tada je GP (p) > 0, pa ukupni izdaci
potrosaca (ukupni prihod proizvodaca) rastu. To znaci da veéa cijena prouzrokuje
vece izdatke potrosaca, odnosno veci prihod proizvodaca, kada je —1 < Eg, < 0,
odnosno f > 1.

Ukoliko je rije¢ o dobrima ¢ija potraznja pada za priblizno jednaki postotak
za koji je porasla njihova cijena, odnosno ako je Eg, = —1, tj. f = 1, tada su
granicni izdaci potrosaca (grani¢ni prihod proizvodaca) jednaki nuli, a to znaci da
su ukupni izdaci P (p) = p@ (p) maksimalni.

Primjer 3.43 Zadana je cijena p neke robe kao funkcija potrainje

(@ = e

= = —eQ.

p=p 50

Koje vrijednosti treba da imaju cijena p i potrainja @ da bi ukupni prihod bio
maksimalan?

Rjesenje. U gornjem razmatranju smo zakljucili da ¢e ukupan prihod P biti

maksimalan kada je f = —F, o = 1. Naime, to znaci
/
- g9 @ (L) @ Lyl 10
’ p dQ 1 10\ 50 1 10 50 Q?
—eQ —eQ
50 50
B 10
Q ’
odakle je @@ = 10. Tada je cijena robe
1 10 e
= —e10 = — = 0.054
P=50°" T 50 ’

pa je maksimalni ukupni prihod

Phax = 0.064-10 =0.54. &
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e} (¢] (¢]

Zadaci za samostalan rad

. Poznata je funkcija potraznje nekog proizvoda @ (p) = —0.5p + 11000 i
funkcija ukupnih trogkova T (Q) = 2Q? + 107. Odrediti interval rentabil-
nosti proizvodnje, optimalnu proizvodnju, optimalnu cijenu i maksimalnu
dobit.

. Za neki proizvod A data je funkcija potraznje @ (p) = —0.2p+ 100 i funkcija
— 250

prosjecnih troskova T (Q) = 2.5Q + 350+ o Odrediti interval rentabilnosti

proizvodnje, optimalnu proizvodnju, optimalnu cijenu i maksimalnu dobit.

. Pretpostavimo da su ukupni trogkovi (u dolarima) proizvodnje @ jedinica

odredene robe dati sa T (Q) = 4Q? + Q + 60.

a) Na kojem nivou proizvodnje su prosjecni troskovi najmanji i kolika je ta

najmanja vrijednost?

b) Na kojem nivou proizvodnje su prosjecni troskovi jednaki graniénim trogko-

vima?

c¢) Na istoj slici graficki predstaviti obje funkcije, prosjecne i grani¢ne troskove.

. Ako je koeficijent elasti¢nosti funkcije prosje¢nih trogkova u odnosu na po-
traznju by o = %, koliki je koeficijent elasti¢nosti funkcije ukupnih trosko-
va u odnosu na potraznju?

. Dati su ukupni trogkovi proizvodnje nekog artikla, T'(Q) = 0.02Q? + 30Q +
800. Odrediti koeficijente elasti¢nosti ukupnih i prosjecnih troskova na nivou
proizvodnje @) = 300. Interpretirati rezultat.

. Odrediti podrucje elasti¢nosti i podrucje neelasti¢nosti funkcije potraznje

Q (p) = /50 — p.
Q

. Dat je koeficijent elasti¢nosti funkcije ukupnih troskova Er g = ——.
’ V20Q —3

Odredite koli¢inu proizvodnje za koju su prosjecni troskovi jednaki grani¢nim
troskovima.

. Pretpostavimo da je data potraznja neke robe kao funkcija cijene Q (p) =
500 — 2p.

a) Odrediti na kojim nivoima cijene je potraznja elasti¢na, neelasti¢na, je-
dini¢ne elasti¢nosti.
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10.

11.

12.

b) Koristeéi rezultate iz dijela a), odrediti intervale rasta i opadanja funkcije
ukupnih prihoda i cijenu za koju je ukupan prihod maksimalan.

¢) Odrediti funkciju ukupnih prihoda eksplicitno kao funkciju cijene, te ko-
risteci izvode odredite intervale rasta i opadanja te funkcije kao i cijenu za
koju je ukupan prihod maksimalan.

. Pretpostavimo da je data potraznja neke robe kao funkcija cijene @ (p) =

120 — 0.1p?.

a) Odrediti na kojim nivoima cijene je potraznja elasti¢na, neelasti¢na, je-
dini¢ne elasti¢nosti.

b) Koriste¢i rezultate iz dijela a), odrediti intervale rasta i opadanja funkcije
ukupnih prihoda i cijenu za koju je ukupan prihod maksimalan.

c¢) Odrediti funkciju ukupnih prihoda eksplicitno kao funkciju cijene, te ko-
riste¢i izvode odredite intervale rasta i opadanja te funkcije kao i cijenu za
koju je ukupan prihod maksimalan.

Dokazati da je grani¢ni prihod kao funkcija potraznje oblika
1

gdje je n = Eqp.

Pretpostavimo da su potraznja @) i cijena p odredene robe povezane relacijom
p =60 — 2Q.

a) Odrediti elasti¢nost potraznje kao funkciju od Q.

b) Izracunati elasti¢nost potraznje na nivou @) = 10. Interpretirati rezultat.

c¢) Odrediti elasti¢nost potraznbje kao funkciju od p.

Data je cijena neke robe kao funkcija potraznje p (Q) = 600 — 2Q>.

a) Izraziti elasti¢nost potraznje kao funkciju od @ i odrediti kada je |n| =
Linl <1ifn[>1.

b) Koristeéi rezultat iz dijela a) odrediti intervale rasta i opadanja ukupnog
prihoda kao funkcije od ). Na kojem nivou potraznje je ukupan prihod
maksimalan?

¢) Izraziti ukupan prihod kao funkciju od @ i koriste¢i izvode odrediti inter-
vale rasta i opadanja ukupnog prihoda kao funkcije od @) i na kojem nivou
potraznje je ukupan prihod maksimalan?
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13. Neko poduzece ima ukupan trosak i potraznju iskazane sljede¢im funkcijama
1
T(Q) =3Q° ~7Q° +111Q +5 i Qu(p)=100-p.

a) Zadovoljava li data funkcija T (Q) uvjete za koeficijente pod kojim zaista
moze biti funkcija ukupnog troska?

b) Odrediti funkciju ukupnog prihoda poduzet¢a pomocu varijable Q.
¢) Odrediti funkciju ukupne dobiti poduzeéa pomocu varijable Q.
d) Odrediti nivo proizvodnje @Q* koja maksimizira ukupnu dobit poduzeta.

e) Kolika je maksimalna dobit poduzeca?
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Poglavlje 4

Diferencijalni rac¢un funkcija
dvije i viSe varijabli

4.1 Funkcije dvije i viSe varijabli - osnovni pojmovi

Do sada smo imali priliku da izu¢avamo realne funkcije jedne varijable. Medutim,
poznato je da u mnogim prakti¢nim situacijama vrijednost jedne veli¢ine moze
ovisiti o vrijednostima druge dvije ili vise drugih veli¢ina. Na primjer, potraznja
maslaca moze ovisiti o cijeni maslaca i o cijeni margarina. Sli¢no, koli¢ina proizvod-
nje nekog outputa iz neke tvornice moze ovisiti o ulozenom kapitalu i o ulozenom
radu. Na taj nacin, veli¢ina koja ovisi o druge dvije veli¢ine je funkcija dvije va-
rijable. U skladu s opéenitom definicijom funkcije, Definicijom 2.1, mozemo dati
preciznu definiciju realne funkcije dvije i vise varijabli.

Definicija 4.1 Za funkciju f : A — B, pri cemu su A i B neprazni skupovi,
kazemo da je realna funkcija dvije varijable ako je A C R? i B C R, odnosno
da je realna funkcija n varijabli ako je A CR" i B C R.

U slucaju kad je f : A — B realna funkcija dvije varijable, tada se, prema
odredenom zakonu f, svakom uredenom paru (z,y) € A pridruzuje ta¢no jedan
realan broj z = f (z,y), a u slucaju kad je f : A — B realna funkcija n varijabli,
tada se svakoj uredenoj n-torci (z1,x2,...,x,) € A pridruzuje ta¢no jedan realan
broj z = f (x1,x2, ..., Ty).

Predmet izucavanja ovog poglavlja ¢e biti uglavnom realne funkcije dvije varijable,
ali ¢emo navesti i osnovne pojmove opcéenito vezane za realne funkcije n varijabli.
Sli¢éno kao kod realne funkcije jedne varijable i ovdje pod domenom ili definicionim
podrucjem realne funkcije vise varijabli podrazumijevamo skup D (f) € A svih
uredenih n-torki (z1, 2, ...,x,) € A za koje je z = f (x1,x2,...,x,) € R.

191
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22y% + Tx

Primjer 4.1 Data je funkcija f (x,y) = 3
T —9oy

a) Odrediti definiciono podrucje od f.
b) Izratunati f (—1,2) i f (4,0).

22y% + Tx
r — 3y
nije nula, tj. ako je z — 3y # 0, odnosno y # g Dakle,

Rjesenge. a) Ocito je da ¢e izraz biti definiran samo ako mu nazivnik

D(f) ={@y Ry #3}.

2(=1)-22+7(-1) 15

b)f(_172): 1_-3.2 :7a

2:4-0°47-4 2

fa0=""rgg =37 *

U ekonomskoj praksi vrlo ¢esto koristena funkcija dvije varijable je tzv. Cobb-
Douglasova funkcija proizvodnje, kojom se izrazava ovisnost koli¢ine outputa
() iz odredene tvornice o ulozenom kapitalu K i ulozenom radu L u obliku

Q(K,L)= AK*L'"®,

gdje su A i a pozitivne konstante i 0 < o < 1. Kasnije ¢emo objasniti ekonomski
smisao parametra a (kad bude rijeci o tzv. koeficijentu parcijalne elasti¢nosti).

Primjer 4.2 Pretpostavimo da je u odredenoj tvornici kolicina proizvoda Q) neko
outputa data u obliku Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje Q (K, L) = 50K3L5
jedinica, gdje je K uloZeni kapital izrazen u jedinicama od 10008, a L uloZeni rad
1zrazen u radnim satima.

a) Izracunati kolicinu outputa ako je za njenu proizvodnju uloZen kapital u
vrijednosti 3430008, i utroseno 1000 radnih sati.

b) Pokazati da ¢e kolitina proizvoda outputa iz dijela a) biti udvostrucena ako
se udvostruce obje varijable: i ulozeni kapital © uloZeni rad.

Rjesenge. a) Uvrstavanjem vrijednosti K = 343 hiljade dolara i L = 1000,
dobijamo

@ (343,1000) = 50 - 3433 - 10003 = 50 - 7 - 100 = 35000
jedinica outputa.
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b) Uzimajuéi K =2-3431 L = 2-1000, imamo

Q(2-343,2-1000) = 50(2-343)3 (2-1000)3
— 5025 -3433 - 25 - 1000
1 2 1 2
— 2it: 50-3435-10005}
— 20 (343,1000) = 2 - 35000
— 70000

Wi

jedinica outputa. Dakle, zaista je koli¢ina outputa udvostrucena kada je K = 2-343
i L =2-1000, tj. kad su obje varijable, K i L, udvostrucene. &

Kao i kod realne funkcije jedne varijable i u sluc¢aju realne funkcije dvije vari-
jable, ukoliko imamo njen analiticki izraz, moguce je funkciju graficki predstaviti u
pravouglom Descartesovom koordinatnom sistemu u trodimenzionalnom prostoru
kao skup

F(f):{(m,y,z) ’ (x,y)ED(f)/\z:f(a:,y)},

koji nazivamo grafom funkcije f. Geometrijska predstava grafa funkcije dvije vari-
jable je povrs u prostoru. Na Slici FG1 predstavljen je graf funkcije z = f (z,y) =
22 4 y? (sto predstavlja povrs u prostoru koju nazivamo paraboloidom).

Slika FG1
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Vazan pojam kod funkcija dvije varijable je nivo linija. Naime, ako je C' € R neka
konstanta, tada je nivo linija funkcije z = f (x,y) na nivou C kriva f (z,y) = C.
Nivo linije imaju veliku primjenu, posebno u ekonomiji. Ukoliko nam je @ (K, L) =
AK“L'=® Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje, onda nivo linija ove funkcije na
nivou C' ima oblik @ (K, L) = C, odnosno

AK*L'™ = C. (4.1)

Posljednja relacija (4.1) pokazuje odredenu kombinaciju vrijednosti varijabli K i
L koje treba uzeti da bi koli¢ina proizvodnje bila na nivou C'. Dobijena nivo linija
(4.1) u ovom specijalnom slucaju se naziva krivom konstantne proizvodnje C, ili
jos jednostavnije, izokvantom.

U slucaju izokvante (4.1) jedna varijabla moze se eksplicitno izraziti pomoéu
one druge, to jest, recimo, varijabla K je funkcija od L:

K =K (L) = (CA' Lo Y)w (4.2)

Primjer 4.3 Data je Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje Q (K, L) = 170K 1L,
Odrediti kombinaciju uloZenog kapitala i ulozenog rada (K,L) za koju je mivo
proizvodnje 1700 jedinica outputa, a zatim kombinaciju (K,L) za koju ée nivo
proizvodnje biti dvostruko veti od zadanog. Sta se moe reti o odgovarajuéim izok-
vantama?

Rjesenje. Prema datim podacima imamo sljede¢u jednadzbu
1700 = 170K T L1,

odakle je

U drugom slu¢aju imamo

2.1700 = 170K 1 L1,

odakle je

10*
Uocavamo da je izokvanta u drugom slucaju, koja odgovara vetem nivou proizvod-
nje, "iznad” izokvante u prvom slucaju, koja odgovara nivou proizvodnje na datom

nivou. o

Druga primjena nivo linija u ekonomiji ukljucuje koncept krivih indiferencije.
Naime, kriva indiferencije predstavlja krivu s osobinom da je potrosa¢ jednako
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4.1 Funkcije dvije i viSe varijabli - osnovni pojmovi

zadovoljan svakom kombinacijom (z,y) dobara z i y koje se nalaze na toj krivoj.
Drugim rije¢ima, ako je U (z,y) funkcija korisnosti potrosac¢a odredenim dobrima
x iy, onda je svaka nivo linija U (z,y) = C funkcije korisnosti jedna kriva indife-
rencije.

Primjer 4.4 Pretpostavimo da je zadovoljstvo potrosata konzumiranjem x jedinica
prvog dobra iy jedinica drugog dobra dato funkcijom korisnosti

U(z,y) =Bz +1)(2y+3).

Potrosac trenutno posjeduje 5 jedinica prvog dobra i 7 jedinica drugog dobra. Odre-
diti nivo potro3aceve korisnosti (zadovoljstva), a onda odrediti odgovarajuéu krivu
indiferencije.

Rjesenje. Trazeni nivo korisnosti je
UB,7)=3-5+1)(2-7+3) =272,
a odgovarajuca indiferentna kriva za taj nivo korisnosti je

272 = 3z +1) (2y + 3),
1 272
y_2(3x+1_3>' &

(¢] (¢] e}

odnosno

Zadaci za samostalan rad

U zadacima 1-4 odrediti definiciono podrucje funkcije f i izracunati naznacene
vrijednosti:

L f o) = 25 8 F (L2, f (-21),
2. f(z,y) =Vy?—222, f(1,2), f(—2,10).
3. f(n,y) = ffly £(3,2),£(0,1).

e’y

4. f(x,y) = Fppr f(1,0), f (In2,2).

3
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5. Koristeti x vjestih radnika i y nevjestih radnika, tvornica moze da proizvede
Q (z,y) = 1022y jedninica odredenog artikla dnevno. Trenutno je zaposleno
20 vjestih i 40 nevjestih radnika.

a) Koliko ¢e jedinica tog artikla biti proizvedeno svakoga dana?

b) Za koliko ¢e se nivo dnevne proizvodnje tog artikla promijeniti ako se u
sadasnji proces proizvodnje ukljuci jos 1 vjesti radnik?

¢) Za koliko ¢e se procenata nivo dnevne proizvodnje tog artikla promijeniti
ako se u sadasnji proces proizvodnje ukljuci jos 1 nevjesti radnik?

d) Za koliko ¢e se nivo dnevne proizvodnje tog artikla promijeniti ako se u
sadagnji proces proizvodnje ukljuci jos 1 vjesti radnik i 1 nevjesti radnik?

6. Pretpostavimo da je u odredenoj tvornici koli¢ina proizvoda () nekog outputa
data u obliku Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje @ (K, L) = 120K5 L3
jedinica, gdje je K uloZeni kapital izrazen u jedinicama od 1000$, a L uloZeni
rad izrazen u radnim satima.

a) Izracunati koli¢inu outputa ako je za njenu proizvodnju ulozen kapital u
vrijednosti 1250008, i utroseno 1331 radni sat.

b) Sta se moze ocekivati u ukupnoj koli¢ini outputa u dijelu a) ako se obje,
i ulozeni kapital i ulozeni rad, smanje za pola?

7. Koristeti = vjestih radnika i y nevjestih radnika, tvornica moze da proizvede
Q (z,y) = 3z+2y jedninica odredenog artikla dnevno. Trenutno je zaposleno
20 vjestih i 40 nevjestih radnika.

a) Izracunati sadasnju ukupnu dnevnu koli¢inu proizvodnje.

b) Odrediti jednadzbu koja povezuje nivoe uposlenih vjestih i nevjestih rad-
nika ako ukupna dnevna koli¢ina proizvodnje ostaje nepromijenjena.

¢) U dvodimenzionalnom Descartesovom koordinatnom sistemu nacrtati
izokvantu koja odgovara trenutnom nivou ukupne proizvodnje.

d) Koliku promjenu treba napraviti u broju nevjestih radnika y ako se broj
vjesih radnika x poveta za 2, a da se pri tome ne promijeni dnevna ukupna
koli¢ina proizvodnje?

8. Pretpostavimo da je zadovoljstvo potrosaca konzumiranjem z jedinica prvog
dobra i y jedinica drugog dobra dato funkcijom korisnosti U (z,y) = 2z3y.
Potrosac¢ trenutno posjeduje 5 jedinica prvog dobra i 4 jedinica drugog do-
bra. Odrediti nivo potrosaceve korisnosti (zadovoljstva), a onda odrediti
odgovarajucu krivu indiferencije.
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4.2 Parcijalni izvodi

9. Pretpostavimo da je zadovoljstvo potrosaca konzumiranjem x jedinica prvog
dobra i y jedinica drugog dobra dato funkcijom korisnosti

U(z,y)=(x+1)(y+2).

Potrosac trenutno posjeduje 25 jedinica prvog dobra i 8 jedinica drugog do-
bra. Odrediti nivo potrosaceve korisnosti (zadovoljstva), a onda odrediti
odgovarajucu krivu indiferencije.

4.2 Parcijalni izvodi

U mnogim problemima koji uklju¢uju funkcije dvije varijable (kao i opéenito funkcije
vige varijabli) imamo za cilj procijeniti brzinu promjene funkcije u odnosu na jednu

varijablu, dok druga varijabla (ili sve ostale) ostaje konstantna. To jest, cilj nam

je derivirati funkciju u odnosu na odabranu varijablu dok je druga varijabla (ili sve

ostale) fiksirana. Ovaj proces je poznat kao parcijalno deriviranje (diferenciranje),

a dobijeni izvod ¢emo zvati parcijalnim izvodom funkcije u odnosu na odabranu

varijablu. Dakle, ukoliko Zelimo da odredimo brzinu promjene funkcije z = f (x,y)

na nivou vrijednosti varijabli x = xg i ¥ = yo u odnosu na varijablu xz, onda vari-

jablu y drzimo fiksnom s vrijedno$¢u y = yg i provjeravamo da li postoji grani¢na

vrijednost

. Ayf . [ (wo+ Az, y0) — f (%0, %0)
1 =1 . 4.3

Arso Az Avso Ax (43)
Ukoliko postoji kona¢na grani¢na vrijednost (4.3), onda je nazivamo prvim parcijal-
nim izvodom (ili parcijalnim izvodom prvog reda) funkcije z = f (x,y) po varijabli

x u tacki (xg,yo) 1 oznacavamo ga sa

0z 15) .
%(iﬁo,yo)a 8%;(90071/0) ili fz(xo,%0) -

Analogno postupamo i u slucaju kada zelimo odrediti brzinu promjene funkcije
z = f (z,y) na nivou vrijednosti varijabli = g 1 ¥y = yo u odnosu na varijablu y.
Tada varijablu z drzimo fiksnom s vrijedno§¢u x = xg i provjeravamo da li postoji
grani¢na vrijednost

o f (0,90 + Ax) — f (w0, 0)

= . 4.4
Ay—0 Ay Ay—0 Ay ( )

Ako postoji kona¢na grani¢na vrijednost (4.4), onda je nazivamo prvim parcijalnim
izvodom (ili parcijalnim izvodom prvog reda) funkcije z = f (x,y) po varijabli y u
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4. Diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise varijabli

tacki (zg,y0) 1 oznacavamo ga sa

0z 15) .
ay (%0, Y0) 5 05 (wo,0) ili fy (zo,y0)-

Naravno, kada razmatramo parcijalni izvod u proizvoljnoj tacki (x, y), onda upotre-
bljavamo oznake

0z Of 0z Of f
oz’ 0z’ " oy’ oy’ Y
Opéenito, za funkciju f (x1, 2, ...,x,) definiramo parcijalni izvod prvog reda po
varijabli z; (i = 1,2,...,n) kao grani¢nu vrijednost
Azf — 5 f (.’L‘l, e L1, T+ Axy, Lid1yeens (En) — f (xl, vy Ty eeny .’L‘n)
= lim
Ax;—0 Ai(}z Ax;—0 AQZZ

I

ukoliko ona postoji i konac¢na je, a oznacavamo ga sa

0z Of ..
8:1:1-’ 63;1 il fL

Primjer 4.5 Odrediti parcijalne izvode prvog reda funkcije

2y
f(2,y) =2y +y’z —y* + o

Rjesenje. Zbog jednostavnosti izracunavanja napisimo datu funkciju u obliku

2
—ym_l.

f(z,y) =2y + 9z —y* + .

Pri izra¢unavanju parcijalnog izvoda a—f promatrat éemo funkciju f kao funkciju

od z, diferencirajuéi sumu ¢lan po ¢lan, tretirajuéi pri tome varijablu y konstantom.
To znaci da ¢emo y ispustati u procesu racunanja kada je aditivna konstanta (kao
sto je ¢lan y?), ali ¢e se zadrzati ako je multiplikativna konstanta (u svim ostalim
¢lanovima zbira). Tako imamo

ﬁ r 2y 2y o

ax _ (.’E2)/y +y3 (IE)/ _ (yQ)x + g (ZU_I)I _ 2$y +y3 _ E:E

0
Analogno postupamo u sluc¢aju izra¢unavanja parcijalnog izvoda a—f, s tim da
Y
ovdje promatramo funkciju f kao funkciju od y, dok varijablu z tretiramo kao
konstantu:
o) 2(y) _ 2 _
a]yc — 22 (y)/+ (yg)/m_ (y2)1+ (EZ)U) . :x2+3y2x—2y+gm 1 &
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4.3 Totalni diferencijal

Primjer 4.6 Zadana je funkcija ponude dvije robe kao funkcija njihovih cijena py
1 p2 u obliku

3
Qs (p1,p2) = 3p3pa + 2p1ps — ——.
pip2

Odrediti brzinu promgjene funkcije ponude u odnosu na svaku od varijabli pojedi-
nacno.

Rjesenje. U sustini treba izracunati parcijalne izvode date funkcije ponude
u odnosu na svaku od varijabli pojedina¢no. Pri izrac¢unavanju brzine promjene
ponude u odnosu na cijenu prve robe pi, cijenu py smatrat ¢emo konstantom, te
imamo

Qs
Op1

/ N 3 _
=30) p2+2(m) P — - (pr') = 6pip2 + 293 + -~ 2.

Smatrajuti da je cijena p; konstanta, dobijamo brzinu promjene ponude u odnosu
na cijenu pa:

0Qs

—_ 3 2 / 9 3\/
B Py (p2) + 21 (Pz)

3 1y 2 2 3 9
- — =3p +6p1py + —py .
oo (p2) =39+ 6paps +

4.3 Totalni diferencijal

U slucaju realne funkcije jedne varijable vidjeli smo da moZemo aproksimirati
prirast funkcije Ay pri maloj promjeni neovisne varijable Ax na sljede¢i nac¢in

dy

Y
Ay~ —~A
Y d Z,

odnosno
Ay ~dy =y (x)dx.

Drzimo li varijablu y u funkciji z = f (x,y) konstantnom, onda éemo imati da se
prirast funkcije Az, pri maloj promjeni Az varijable x moZe aproksimirati kao

0z
Az, ~ %AQZ
0z 0z . o . .
Izraz d,z = 8—Ax = 8—(136 nazivamo parcijalnim diferencijalom prvog reda funkcije
x x

z po varijabli x.
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4. Diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise varijabli

Analogno, ako je varijabla = konstantna, onda se prirast funkcije Az, pri maloj
promjeni Ay varijable y moze aproksimirati kao

0z
Az, ~ —Ay.
2y a9y Y
0z 0z ) o . ..
Izraz dyz = a—yAy = ay dy nazivamo parcijalnim diferencijalom prvog reda funkcije

z po varijabli y.

U slucaju kad se mijenjaju obje varijable za male vrijednosti Az i Ay, tada se
odgovarajuéi totalni prirast funkcije Az moze aproksimirati zbirom odgovaraju¢ih
parcijalnih diferencijala po jednoj i po drugoj varijabli, tj.

Az ~dyz+dyz = 02 —dzr + %dy (4.5)

oz oy

Izraz 55 5
dz = dyz +dyz = 9 —dx + 8—zdy (4.6)

nazivamo prvim totalnim diferencijalom (ili totalnim diferencijalom prvog reda)
funkcije z = f (x,y).
Sliéno se definira totalni diferencijal funkcije n varijabli f (z1, z9, ..., ;) kao
df = fd;v —I—ﬁd:ﬂ + .. +ﬁd:vn
0x9 o0z,

Primjer 4.7 U nekoj tvornici dnevni izlaz odredenog proizvoda je QQ = 240K 3 L5
jedinica, gdje je K wulozeni kapital koji se mjeri jedinicama od 10008, dok je L
ulozeni rad mjeren radnim satima. Trenutno uloZeni kapital iznosi 5120008 dnevno
1 ulozeni rad je 1000 radnih sati dnevno. Procijeniti promjenu u kolicini outputa
koja ¢e biti izazvana povetanjem ulozenog kapitala za 10008 i povetanjem ulozenog
rada za 5 radnih sati.

Rjesenje. Primijenimo formulu (4.5) za K = 512, L = 1000,dK = AK =11
dL = AL =5, pa dobijemo:

oQ 0Q
AQ a—KdK + 5y AL

9
— 240- gK—§L§AK 1240 - gK%L—%AL

12

2 1

— 80 (512)73 - (1000)7 - 1 4+ 160 - (512)3 - (1000) 75 - 5
2 2 1 _1
= 80-(8%)" 3-(103)3-1—|—160-(83)3-(103) 5.5
1
= -100 + 1 —
80 7100 +160-8- - -5
— 765
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4.4 Lancéano pravilo

jedinica outputa. Dakle, do¢i ée do porasta proizvodnje za 765 jedinica. o

Zanimljiva je potreba da se izra¢una priblizna procentualna promjena neke
veli¢ine ako su nam poznate procentualne promjene njenih komponenti (varijabli).
Naime, ako pretpostavimo da je veli¢ina z funkcija od x iy i da je Az mala prom-
jena veli¢ine x, a Ay mala promjena veli¢ine y, tada je odgovarajuéa procentualna
promjena veli¢ine z:

%Am + g;Ay

z

Az
Agz =100— =~ 100 - (4.7)
z
Primjer 4.8 U nekoj tvornici proizvodnja se odvija po Cobb-Douglasovoj funkciji
Q(K,L) = AK*L'=%, gdje su A i a pozitivne konstante i 0 < o < 1. Priblizno
izracunati procentualnu promjenu u kolicini proizvodnje ako se i uloZeni kapital i
ulozeni rad povetaju za 1%.

1 1
Rjesenje. Prema formuli (4.7), za AK = — K i AL = — L, imamo

100 100
AQ Y ak+ 92a1
AgQ = 100=2% ~100-
g Q Q
1 1
AaKe 1[0 K4+ A(1—a)K“L™ —L
_ 100 1 g T4t 100
AKe[l—a
_ q00. L AaK*LY= + A(1 — o) KOL'™@
B 100 AKa[1-«
AKCLY® (0 +1— )
- AKo[1-a =1 %)

Dakle, pod navedenim uvjetima do¢i ¢e do pribliznog povetanja proizvodnje za

1%. &

4.4 Lancano pravilo

U mnogim prakti¢nim situacijama pojedine veli¢ine su date kao funkcije dvije ili
vise varijabli, od kojih svaka opet moze biti funkcija jo§ nove varijable. Pri tome
nam cilj bude upravo da odredimo brzinu (stopu) promjene promatrane veli¢ine u
odnosu na ovu novu varijablu. Na primjer, potraznja odredene robe moze ovisiti
o cijeni te robe i o cijeni konkurentne robe na trzigtu, pri ¢emu obje cijene opet
rastu u odnosu na vrijeme, a cilj nam je da odredimo brzinu promjene potraznje u
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4. Diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise varijabli

odnosu na vrijeme. Ovaj problem se moze rijesiti generalizacijom odgovarajuceg
lan¢anog pravila za realne funkcije jedne varijable. Naime, vrijedi sljedeéi teorem
(kojeg navodimo bez dokaza).

Teorem 4.1 Neka funkcija z = f (z,y) ima neprekidne parcijalne izvode % 1 %

u nekoj oblasti A C R?, pri temu su x iy funkcije od t, tj. x = x(t),y = y (1),

(z (t),y () € A i neka one imaju izvode % i %. Tada vrijedi
dz df ofde  Of dy
L R P 4.8
dt( dt) 8:rdt+6ydt (48)

d
Primijetimo da je izvod d—J; iz. (4.8) zbir dva ¢lana, od kojih svaki moze biti inter-

pretiran koristenjem lancanog pravila za funkciju jedne varijable. Tako je

of d
—f—x = brzini promjene z u odnosu na t za fiksno y
Oz dt

! of d
—f—y = brzini promjene z u odnosu na t za fiksno x.
Oy dt

Tako ustvari lanc¢ano pravilo (4.8) govori da je totalna brzina promjene veli¢ine z
u odnosu na varijablu ¢ zbir ove dvije ”parcijalne” brzine promjene.

Navedimo sada par primjera koji ilustriraju upotrebu lan¢anog pravila za slozene
funkcije dvije varijable.

d
Primjer 4.9 Odrediti d—i ako je z = f(x,y) = 20® + 3xy®> + 5, a x i y dati kao

funkcije od t: x =3t —t, y =t + 1.

Rjesenje. Prema lan¢anom pravilu, imamo

dz_(?fdx afdy_ 9 B
E_%%—i-a—y%_(élx—i—Sy)(Gt 1)+ 6zy - 1.

Zamjenom x = 3t —t iy =t + 1 u posljednjoj jednakosti, dobije se

dz

- = (12> — 4t + 36 + 6t +3) (6t — 1) +6 (3> — ) (t + 1)

= 1083 +92+10t—3. &

Primjer 4.10 U apoteci se prodaju dvije vrste multivitamina, brend A i brend B.
Prodajne vrijednosti pokazuju da, ako se brend A prodavao po x dolara po boci, a
brend B po y dolara po boci, potrainja za brendom A ¢e biti

Q (z,y) = 200 — 102 4+ 15y boca mjesecno.
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4.4 Lancéano pravilo

Procijenjeno je da ¢e nakon t mjeseci od sada cijena brenda A biti
x =1+ 0.3t dolara po boci,
a cijena brenda B ¢e biti
y=34+0.2Ilnt dolara po boci.

Kojom brzinom ¢e se mijenjati potraznja za brendom A u odnosu na vrijeme od 5
myjeseci od sada?

d
Rjesenje. Cilj nam je ustvari da odredimo d—? za t = 5. Koriste¢i lan¢ano

pravilo (4.8), dobijamo
dQ _ 0Qdz  9Qdy _

Gt owdt T oydr
Zat=5jex=1+0.3-5=25,paje

dQ 3
— =—6:-254+-=-15+06=-144.
dt * ) *

Dakle, nakon 5 mjeseci ¢e potraznja za brendom A opadati za 14.4 boce mjesecno.

&

1 3
—20:E-0.3+15-0.2-¥:—6:B+¥.

Lanc¢ano pravilo za slozenu funkciju dvije varijable moze se koristiti i pri izrac¢u-
navanju nagiba tangente na nivo liniju f (z,y) = C u odredenoj tacki (xg, o) te

linije. Poznato nam je odranije da je taj nagib jednak izvodu Z—y (x0,y0). Ponekad
je iz jednakosti f (z,y) = C moguée varijablu y eksplicitno ai:zraziti preko z, a
onda neposrednim diferenciranjem izra¢unati trazeni izvod, odnosno trazeni nagib
promatrane nivo linije. Medutim, vrlo ¢esto to nije moguée uraditi i potrebno
je izvrsiti diferenciranje implicitne funkcije (8to smo veé¢ objasnili u Sekeiji 3.7).
Taj se postupak moze izvesti i pomoc¢u lan¢anog pravila slozene funkcije. Naime,
diferenciranjem jednakosti f (z,y) = C po varijabli x, smatrajuéi pri tome da je
y funkcija od z, primjenom lanc¢anog pravila za slozenu funkciju dvije varijable,
imamo

ofds ofdy _
Oxdr  Oydx ’
odakle je
of
dy _ oz
dx = of (4.9)
dy

Na taj nac¢in smo dobili formulu (4.9) za izra¢unavanje nagiba (tangente) nivo
linije f (z,y) = C.
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4. Diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise varijabli

Primjer 4.11 Odrediti nagib nivo linije f (x,y) = 17 kad je x =1 ako je
f(z,y) =223y + 2> — 3z + 4.

Rjesenje. Kako je

o 0
or =62%y? +¢° -3 i ai = 423y + 3x1?,

ox

prema formuli (4.9), imamo

@__6.’1123/2-’-2/3—3

de  4ady 4+ 3zy? (4.10)

Odredimo tacku u kojoj se trazi nagib date nivo linije. Naime, iz f (z,y) = 17, za
z = 1, slijedi

28+ —3+4 = T2’ -8+y°—8=0
& 27 -8+ -8=0
& 2(-2)(Y+2)+y—2) (¥ +2y+4) =0
& (y—2) (v’ +4y+8) =0,

odakle je y = 2 jedino realno rjesenje (ostala dva su —2+27). Dakle, trazimo nagib
date nivo linije u tacki (1,2), te iz (4.10) dobijamo

d 6-12.224+23 -3 29
V1,2 = -2 .
dx 4.13.243-1-2 20

4.4.1 Primjeri primjene u ekonomiji

Slicno Primjeru 3.19 i ovdje se moze navesti zanimljiva primjena u ekonomiji
lanc¢anog pravila za slozenu funkciju dvije varijable.

Primjer 4.12 Koristeti x radnih sati vjestih radnika i y radnih sati nevjestih rad-
nika, tvornica moze da proizvede f (x,y) = 10x2\/§ jedinica nekog artikla dnevno.
Trenutno se koriste 18 radnih sati vjestih radnika ¢ 36 sata nevjestih radnika, a

1
planira se povetanje radnih sati vjestih radnika za — radnog sata. Procijeniti prom-

jenu broja radnih sati nevjestih radnika tako da proizvodnja ostane na istom nivou.
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4.4 Lancéano pravilo

Rjesenje. Trenutni broj izlaznih jedinica artikla je f(18,36) = 19440. Kom-
binacija x i y za koje nivo proizvodnje ostaje nepromijenjen su koordinate tacaka
koje leze na nivo liniji funkcije proizvodnje f (z,y) = 19440, odnosno x2\/y = 1944.
Aproksimaciona formula promjene broja radnih sati nevjestih radnika Ay, pri

promjeni Ax = 7 je
dy
Ay~ —=A
4 dx
Kako je
o 2
O _ ongyy, 90—
Ox dy  Vy
koriste¢i formulu (4.9), imamo
of
dy o 20x/y 1 Y
Ay~ ZAzr=—-SCLAp = — ==
V=47 of v 522 4 x’

odnosno, za x = 18 i y = 36,

36

Ay~ —— =
T

—2.

1
Dakle, kompenzacija za povetanje radnih sati vjestih radnika za — radnog sata

jeste smanjenje broja radnih sati nevjestih radnika za priblizno 2 radna sata da bi
proizvodnja ostala na istom nivou. &

Primjer 4.13 Pretpostavimo da je korisnost koju ostvari potrosac iz x jedinica
jednog dobra iy jedinica drugog dobra data funkcijom korisnosti U (x,y) = Qm%y%
Potrosac trenutno posjeduje x = 25 jedinica prvog dobra i y = 36 jedinica drugog
dobra. Procijeniti koliko je jedinica drugog dobra potrosac¢ treba da zamijeni za 1
jedinicu prvog dobra, a da pri tome ne promijeni ukupnu korisnost.

Rjesenge. Trenutni nivo ukupne korisnosti potrosaca je U (25,36) = 1500.
Kombinacija x i y za koje ukupna korisnost ostaje nepromijenjena su koordinate
tacaka koje leze na nivo liniji f (x,y) = 1500, odnosno z2yz = 750. Cilj nam je

da procijenimo promjenu Ay koja odgovara promjeni Az = —1 tako da ukupna
korisnost potrosaca ostane na istom nivou. Aproksimaciona formula
d d o 3r2y2 3
Y Y oz r2y?2 -1 Y
Y= de  Of J;%y*% Y=
oy
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4. Diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise varijabli

za x = 251y = 36 daje

108
Ay ~ 25 = 4.32 jedinice.

Dakle, potrosa¢ treba da zamijeni 4.32 jedinice drugog dobra za 1 jedinicu prvog
dobra kako ne bi doglo do promjene nivoa ukupne korisnosti. &

4.5 Parcijalni izvodi viSeg reda

Izracunavanjem parcijalnih izvoda prvog reda funkcije f (x,y) zaklju¢ujemo da su
i oni funkcije varijabli i y. Neka je, na primjer,

0 0
F=ow i G —ne).

Buduéi da ¢emo raditi s funkcijama koje imaju primjenu u ekonomiji, onda éemo
smatrati da i njihovi parcijalni izvodi prvog reda imaju parcijalne izvode prvog reda
po obje varijable. Dakle, ima smisla traziti parcijalne izvode prvog reda funkcija

dg Og Oh . Oh

gih: —g, —g, — 1 —. Te ¢emo izvode zvati izvodima drugog reda funkcije f i
Oz’ Jy Ox Oy

moze ih biti ¢etiri, a oznacavat ¢emo ih na sljede¢i nacin:

o2 0 (af> g

022 9x \dx) 0z’
O%f _ 9 (0f\ _ 9y
oydx Oy \ox) Oy’
5 _ 0 (of\ _oh
dxdy 0Oz \dy) 0Ox’
9*f _ 0 (0f\ _0on
oy oy\dy) Oy
Takoder koristimo i ove oznake:
0% f 0% f 0% f 0% f
fmc - @afxy - mhfﬂyx - Wayafyy - 873/2
2
Parcijalni izvod 922 zovemo parcijalnim izvodom drugog reda po x funkcije f,
>’ f O2f . 0%f

—= zovemo parcijalnim izvodom drugog reda po y funkcije f, dok

i
Oy Oyoxr  O0xdy
zovemo myjeSovitim parcijalnim izvodima po x i y, odnosno po y i x funkcije f.
2
Napomenimo da 922 ¢itamo kao: ”delta dva ef po delta iks na kvadrat”.
z
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Primjer 4.14 Odrediti parcijalne izvode drugog reda funkcije
f(z,y) = 23y* 4+ 22%y — 3y + = — 5.

Rjesenje. Prvo odredimo parcijalne izvode prvog reda:

O 3022 s awy 11, Y —0udy 10023,
ox dy
Odavde slijedi
0? o (0 0
a—xj; e ( i = 52 (32%y° + day + 1) = 62y + 4y,
0? o [0 0
ayé}; Ty ( i) = 5y (3% +4ay+1) = 62y + 4o,
0? g (0 0
améfy ~ oz <8£> — o (207 + 202 - 3) = 2%y + o,
0? o (0 0
8y§ dy <6§> =g, Qelyr2t-g) =2t &

Iz prethodnog primjera vidimo da su mjesoviti parcijalni izvodi drugog reda medu-
sobno jednaki, tj. vrijedi

0% f B 0% f
Oyoxr  O0xzOy’

Pokazuje se da to nije slu¢ajnost, nego da vrijedi opéenito, o Gemu govori sljedeci
teorem.

Teorem 4.2 (Schwarzov' teorem) Pretpostavimo da funkcija f (z,y) ima par-

2 2
cijalne izvode drugog reda u okolini tacke (xo,yo) i da su o7 ;o

By i 2y neprekidne
funkcije u tacki (zo,yo). Tada je

I (on0) = 2L (w0, 0)
6y8x Zo,Yo) = 8m8y Zo,Y0) -

'H.A. Schwarz, njemacki matematicar, 1843-1921.
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4. Diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise varijabli

Uoc¢imo, medutim, da su i parcijalni izvodi drugog reda funkcije f takoder funkcije
varijabli x 1 y, pa svaki od njih moze imati po dva parcijalna izvoda prvog reda,
koje nazivamo parcijalnim izvodima treceg reda funkcije f. Na primjer,

o (o
or \0xz2) 0Ox3 77

o (O*f\  Of f

Oy \oz2 ) dydz2 TV
0 ?frN\ _ Bf s
oz \Oydx )  Oxdydx "

itd. Slicnim postupkom se dobijaju parcijalni izvodi funkcije f Cetvrtog i viseg
reda.

Analogno Schwarzovom teoremu za mjesovite parcijalne izvode prvog reda, vrijedi
i opcenita tvrdnja: dva mjesovita parcijalna izvoda viseg reda date funkcije f su
medusobno jednaka ako je u njima po jednak broj puta izvrseno deriviranje po
jednoj, odnosno po drugoj varijabli, a pri tome nije bitan redoslijed deriviranja.
Tako je

f:r:;vyac = faca:;l:y = fya:xz = f:vya:;r-

Sli¢no kao u slucaju parcijalnih izvoda, uo¢avamo da je prvi totalni diferencijal df
funkcija od = iy i od diferencijala dz i dy. Budu¢i da se nasa razmatranja odnose
samo na one funkcije koje imaju ”dobre” osobine, smatrat ¢emo da se moze naci
totalni diferencijal od df, koji zovemo drugim totalnim diferencijalom funkcije f i
oznacavamo ga sa d?f. Pri tome je

0*f 0*f
720’ 2550 ddy+8—

Zaista, primjenom definicije totalnog diferencijala prvog reda na sam diferencijal
df , vodeti racuna da se dx i dy smatraju konstantama, imamo

>f

df =

1 = aw = 2D éc;/f) "
— ;(gfd +gfd)d +a(gfd +g£ y)dy
— <a$2 y>dm+<8zéfd +8§d>dy
= 89[:2 88 8fyd dx + 882(; dxdy + ;J;
= gi";d +2a éf dxdy+a2'£
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4.5 Parcijalni izvodi viSeg reda

Napomenimo jo$ da se analogno definiraju i parcijalni izvodi viseg reda funkcije
vige od dvije varijable.

(¢] (e] e}

Zadaci za samostalan rad

U zadacima 1-4 odrediti sve parcijalne izvode prvog reda date funkcije.

1.

2.

a) f(z,y) = 2zy* + 323y% + 22 — 2, b) z = (22 — 3y)".

2) flay) = 223 4y o

x4 2y’

. a) f(z,y) =2*ye™,  b) f(z,y) =znay.

) f(z,y) =

ey

3 — ey

, b)f(x,y>:1n<j+i).

. U nekoj tvornici dnevni izlaz odredenog proizvoda je Q = 120K 3L3 jedinica,

gdje je K uloZeni kapital koji se mjeri jedinicama od 1000$, dok je L ulozeni
rad mjeren radnim satima. Trenutno ulozeni kapital iznosi 400000$ dnevno i
ulozeni rad je 1000 radnih sati dnevno. Koristeé¢i totalni diferencijal funkcije
Q, procijeniti promjenu u koli¢ini outputa koja ée biti izazvana pove¢anjem
uloZenog kapitala za 5008$ i povetanjem uloZenog rada za 4 radnih sati.

. Dobit prodavca mjeSovitom robom od prodaje dva tipa osvjezavajuceg pica

je
D (z,y) = (x — 30) (70 — 5z + 4y) + (y — 40) (80 + 62 — 7y) (centi),

gdje je x cijena po komadu prvog tipa pica, a y cijena po komadu drugog
tipa pica. Trenutno se prvi tip pi¢a prodaje po cijeni 50 centi po komadu,
a drugi tip po 52 centa po komadu. Koristet¢i totalni diferencijal funkcije
D, procijeniti promjenu dnevne dobiti koja ¢e biti izazvana ako prodavac
podigne cijenu prvog tipa pi¢a za 1 cent po komadu, a cijenu drugog tipa
pita poveca za 2 centa po komadu.

U nekoj tvornici ukupna koli¢ina proizvodnje neke robe je Q (K, L) = 60K 3L5
jedinica, gdje K oznacava ulozeni kapital, a L oznacava ulozeni rad. Prib-
lizno izra¢unati procentualnu promjenu u koli¢ini proizvodnje ako se ulozeni
kapital poveéa za 1%, a ulozeni rad poveca za 2%.

d
U zadacima 8-9, koriste¢i lan¢ano pravilo, odrediti d—i
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4. Diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise varijabli

10.

11.

12.

13.

z:x+y;x:t3+1,y:1—t3.
T—=Y

z = ny;m = et,y =el.

U zadacima 10-11 odrediti nagib tangente na naznacenu nivo liniju f (z,y) =
C' za specificirane vrijednosti od z i date funkcije f (z,y).

f(z,y) =2 — 32y +5,C=9,x=1.
f(z,y) =€2xlng;0262,$:1.
X

Koriste¢i x radnih sati vjestih radnika i y radnih sati nevjestih radnika,
tvornica moze da proizvede f (x,y) = x?y jedinica nekog artikla dnevno.
Trenutno se koriste 16 radnih sati vjestih radnika i 32 sata nevjestih rad-

nika, a planira se povecanje radnih sati vjestih radnika za 3 radnog sata.

Procijeniti promjenu broja radnih sati nevjestih radnika tako da proizvodnja
ostane na istom nivou.

Pretpostavimo da je korisnost koju ostvari potrosac iz x jedinica jednog dobra
i y jedinica drugog dobra data funkcijom korisnosti U (x,y) = :z:%y Potrogac
trenutno posjeduje x = 16 jedinica prvog dobra i y = 20 jedinica drugog
dobra. Procijeniti koliko je jedinica drugog dobra potrosac treba da zamijeni
za 1 jedinicu prvog dobra, a da pri tome ne promijeni ukupnu korisnost.

U zadacima 14-16 izracunati sve parcijalne izvode drugog reda kao i totalni
diferencijal drugog reda date funkcije.

14. a) f(z,y) = 323y* — 52%y,  b) f(z,y) =
15.

16.

y+1
x—1

a) f(w,y) =aye™, D) f(z,y) =l (2 +y).

a) f(z.y) =221 4%, D) f(ay) = (a2 +32) e

4.6 Lokalni ekstremi funkcija vise varijabli

Tako ¢emo uglavnom razmatrati funkcije dvije varijable, ipak ¢emo osnovne poj-
move i tvrdnje navesti u opéem sluc¢aju kad data funkcija ovisi o n (n > 2) varijabli.
U tu svrhu uvedimo sljede¢e oznake: X = (z1,29,...,2n), A = (a1,a2,...,a,), za
tacke iz R™.
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4.6 Lokalni ekstremi funkcija viSe varijabli

Definicija 4.2 Neka je funkcija f (X) = f (z1, 22, ..., xy) definirana u nekoj oblasti
O CR"™. Ako postoji neka okolina U (A) tacke A € O takva da vrijedi

f(X) < f(A) za sve tatke X e U(A)N O,

odnosno

f(X) > f(A) za sve tatke X e U (A)N O,

tada kazemo da funkcija f u tacki A ima lokalni maksimum, odnosno lokalni
MINIMuUM.

Kao i kod realnih funkcija jedne varijable, lokalni maksimum i lokalni minimum
zvat ¢emo lokalnim ekstremima.

Smatrat ¢emo da funkcija f ima parcijalne izvode prvog i drugog reda po svim
varijablama, te da vrijedi opéenita tvrdnja analogna Schwarzovom teoremu za
slu¢aj mjesovitih parcijalnih izvoda. Prvo ¢emo navesti potrebne uvjete za egzis-
tenciju lokalnog ekstrema funkcije f vise varijabli (§to predstavlja visedimenzion-
alni analogon za odgovarajuci teorem u sluc¢aju funkcije jedne varijable, Teorem

3.9).

Teorem 4.3 Ako u nekoj tacki A € D(f) C R™ funkcija f ima lokalni ekstrem,
tada je

of of of

. A) = . (A)=..= R (A) =0. (4.11)
Tacku A € D(f) C R™ koja zadovoljava uvjet (4.11) nazivamo stacionarnom
tackom funkcije f. Napomenimo da i ovdje stacionarna tacka, kao i kod funkcije
jedne varijable, ne mora biti tacka lokalnog ekstrema. Dakle, nakon §to odredimo
stacionarnu tacku A rjesavanjem sistema jednadzbi (4.11), treba ustanoviti i da
li je ona tacka lokalnog ekstrema, a za to nam trebaju dovoljni uvjeti egzistencije
lokalnog ekstrema.

Prvo uvedimo pojam Hesseove matrice (Hessian)? za funkciju vise varijabli

f(X) = f(z1,22,...,70).
Definicija 4.3 Neka je

0% f

Qij = 7—F—
K 81‘18513]

(X) (1,5€{1,2,...,n}).

2L.0. Hesse, njemacki matematicar, 1811-1874.
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4. Diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise varijabli

Matricu
ail a2 -+ Qip
a1 a2 -+ A2y
H(X)=
anl Qp2 -+ Gpp

nazivamo Hesseovom matricom ili Hessianom funkcije f u tacki X.

Primijetimo da je Hessian simetri¢na matrica jer vrijedi a;; = a;;. Glavne minore
Hessiana funkcije f u tacki X oznacino sa:

ailp a2

Al(X):all, AQ(X): 4y G

vy Ap (X) = det H (X).

Dovoljni uvjeti egzistencije loaklnog ekstrema funkcije vise varijabli iskazani su
tzv. Silvesterovim kriterijem.

Teorem 4.4 (Silvesterov kriterij) Neka je A stacionarna tacka funkcije f (X) =
f(z1,22,...,2y). Tada:

1° ako je A1 (A) > 0, Ay (A) > 0,..., A, (A) > 0, funkcija f ima lokalni
minimum u tacki A;

2° ako je A1 (A) <0, Ag(A) > 0,A3(A) <O0,..., tj. ako glavni minori Hes-
siana funkcije f racunati v tacki A, maizmjenicno mijenjaju znak, s tim da je
A1 (A) <0, funkcija u tacki A ima lokalni maksimum.

Specijalno, za n = 2, ovaj se kriterij, uz dopunu, moze iskazati na sljedeci
nacin.

Teorem 4.5 Neka je X* = (x*,y*) stacionarna tacka funkcije f (x,y). Tada:

1° ako je a1 > 0 i aj1a00 — a%Q > 0, funkcija f ima lokalni minimum u tacki
X*;

2° ako je a11 <0 @ ajjas — a%z > 0, funkcija f ima lokalni maksimum u tacki
X*;

3° ako je ajrage — a3y < 0, funkcija u tacki X* nema lokalnog ekstrema;

4° ako je ajiags — a%z = 0, potrebna su dodatna ispitivanja da se odredi priroda
stacionarne tacke.

Sliéno, u slucaju n = 3, odgovarajuéi teorem ima sljedeéu formulaciju.
Teorem 4.6 Neka je X* = (z*,y*, 2*) stacionarna tacka funkcije f (x,y, z). Tada:
1° ako je A; (X*) > 0, Ag(X™*) > 0, Az (X™*) > 0, funkcija f ima lokalni

minimum u tacki X*;
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4.6 Lokalni ekstremi funkcija viSe varijabli

2° ako je Ap (X*) < 0, A (X*) > 0,A3(X™*) < 0, funkcija f ima lokalni
maksimum u tacki X*;

3° ako je A1 (X*) = 0, Ao (X*) = 0 ili As(X™) = 0, potrebna su dodatna
ispitivanja da se odredi priroda stacionarne tacke;

4° u ostalim slucajevima funkcija u tacki X* nema lokalnog ekstrema.

Primjer 4.15 Odrediti lokalne ekstreme funkcije f (z,y) = 3 — 3> + 6xy.

Rjesenje. Kako je

0
L =32% + 6y i

of _ 2

stacionarne tacke date funkcije odredujemo rjesavanjem sistema jednadzbi

322+ 6y = 0,
—3y2+6z = 0.

1z prve jednadzbe imamo

ZL‘2

?7
pa zamjenom u drugu jednadzbu, dobijemo

y=—

4
—3% 462 =0,
odnosno

T (333 — 8) =0.
Jedina realna rjesenja posljednje jednadzbe su z = 0 i z = 2, posto je 22 — 8 =
(z —2) (#® + 22 + 4). Tako smo dobili dvije stacionarne tacke: 4 (0,0)i B (2, —2).
Parcijalni izvodi drugog reda funkcije f su:
82f 62f 82f

a1l 2 T, a12 = 421 920y y 22 3y Y

Za tacku A (0,0) je a1; = 0,a12 = ag1 = 6,a22 = 0, pa je ajjag — a3y = —36 < 0,
§to znadi da u tacki A (0,0) funkcija f nema lokalnog ekstrema.

S druge strane, za tacku B (2, —2) imamo a1 = 12 > 0, a12 = ag1 = 6,a92 = 12,
pa je ajiass — a%2 = 108 > 0, $to znaci da funkcija f ima lokalni minimum u tacki
B (2,-2) i vrijedi

fmin:f(z,—Q):23—(—2)34_6.2.(_2):_8. &
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4. Diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise varijabli

4.6.1 Primjeri primjene u ekonomiji

U sljede¢im primjerima vidjet ¢emo kako se moze primijeniti teorija lokalnih ek-
strema funkcija dvije i vise varijabli u rjesavanju problema optimizacije u ekonomiji.
Naravno, u takvim se problemima trazi apsolutni ekstrem, tako da éemo ubuduce
pretpostavljati da se apsolutni i lokalni maksimum (odnosno minimum) podu-
daraju.

Primjer 4.16 Jedna trgovinska radnja uw maloj ruralnoj zajednici ima na raspo-
laganju samo dva brenda smrznutog soka od narandze: lokalni brend koji se dobija
po cigeni od 30 centi po komadu i dobro poznati nacionalni brend koji se dobija po
cijent od 40 centi po komadu. Trgovac procjenjuje da ako se lokalni brend prodaje
za x centi po komadu, a nacionalni brend za y centi po komadu, onda ¢e priblizZno
da se svakog dana prodaje 70 — bx + 4y komada lokalnog brenda i 80 + 6x — Ty
komada nacionalnog brenda. Po kojoj bi cijeni svaki od tih brendova trgovac trebao
da prodaje kako bi imao maksimalnu dobit (u odnosu na sadasnje stangje)?

Rjesenje. Ovdje je ocito ukupna dobit jednaka zbiru pojedinacnih dobiti za
svaki brend. To znaci da bi dnevna dobit od prodaje narandzinog soka bila pred-
stavljena funkcijom

f(z,y) = (z—30)(70 — 5z + 4y) + (y — 40) (80 4 62 — Ty)
= —52% — Ty® + 10zy — 202 + 240y — 5300.

Stacionarne tacke ove funkcije odredujemo iz sistema jednadzbi

f: = —10z + 10y — 20 =0,
fy = —1l4y+ 10z + 240 = 0,
odnosno
—x + Yy = 27
Sr — Ty = —120,

odakle je z = 53 i y = 55. Dakle, A (53,55) je jedina stacionarna tacka funkcije f.
Parcijalni izvodi drugog reda funkcije f su

f:cx = _107 fwy = 107 fyy = _147
tako da je a11 = fyo = —10< 01
a11a22 — a%z = foafyy — iy =40 > 0.

Dakle, funkcija f ima lokalni maksimum kada je x = 53 i y = 55, a to i jesu trazene
cijene brendova kojima bi trgovac maksimizirao dnevnu dobit. ¢
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Primjer 4.17 Jedna monopolisticka firma proizvodi tri artikla u koli¢inama Q1, Q2
1 Q3, ¢ije su cijene na trzistu, p1,ps 1 p3, date kao funkcije kolicine proizvodnje:

p1 =63 —4Q1, p2 =105—-5Q2, p3="T75-06Qs3.
Ukupni troskovi proizvodnje sva tri artikla dati su sa

T=10+15(Q1 + Q2 + Q3) + (Q1 + Q2 + Q3)*.

Po kojim cijenama bi ta firma trebala da prodaje proizvodne artikle kako bi na
trzistu imala maksimalnu ukupnu dobit?

Rjesenje. Ukupni prihodi od prodaje svakog artikla pojedina¢no su P; = p1Q1,
Py = paQ2 i P = p3Qs, tj.

Py =63Q1 —4Q}, P, =105Q2 — 5Q3, Ps=T75Q3 — 6Q3,
odnosno ukupni prihod od prodaje sva tri artikla je
P =P + Py + Py = 63Q1 — 4Q? + 105Q2 — 5Q3 + 75Q3 — 6Q3.
Funkcija ukupne dobiti za sva tri artikla je
D(Q1,Q2,Q3) = P-T

= 48Q1 +90Q2 + 60Q3 — 5Q% — 6Q3 — TQ%
—2(Q1Q2 + Q1Q3 + Q2Q3) — 10.

Koordinate stacionarnih ta¢aka ove funkcije su rjesenja sistema jednadzbi

oD
8%&248—10621—2@2—2@3:0,
oD
— =90 —-12Q2 —2Q1 —2Q3 =0
905 Q2 —2Q1 —2Q3 =0,
oD
@:60_14623_2@1_2@2:0'
Primijenimo Cramerov metod. Imamo
5 1 1 24 1 1
D=1 6 1]=194, D; =145 6 1| =564,
117 30 1 7
5 24 1 5 1 24
Dy=11 45 1| =1266, D3 =11 6 45| =570,
1 30 7 1 1 30
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pa su ravnotezne koli¢ine (koordinate stacionarne tacke funkcije D (Q1, @2, Q3))

285

o o o
Ql_ 97)Q2_ 977Q3_ 97

Odredimo sada parcijalne izvode drugog reda funkcije D (Q1, Q2, @3):

0’D 0D 0’D
a2 = —10, N A~ = _2, = _27
007 00Q10Q2 00Q10Q3
2 2 2
92D 92D *D _ .,

T A T
0Q? 0Q20Q3 9Q3

Odgovaraju¢i Hessian u stacionarnoj tacki je oblika

-10 -2 =2
H=|-2 -12 -2},
-2 -2 -14
a njegovi glavni minori su
—-10 -2
A1 =-10<0, A2:’_2 _12‘:116>0, Az = H = —1552 < 0.

Prema Silvesterovom kriteriju, funkcija D (Q1,Q2,Q3) ima lokalni (i apsolutni)
maksimum u stacionarnoj tacki (Q7, @3, Q3) . Dakle, da bi maksimizirala ukupnu
dobit, firma treba da prodaje svoje artikle po cijenama

4983 7020 5565

P1=63-4Q] = <=, p1 =105 —5Q5 = . ps =75~ 6Q5 =~ &

4.7 Vezani ekstrem funkcija dvije varijable

U ekonomskoj praksi se vrlo ¢esto susrec¢u i problemi optimizacije uz odredena
ograni¢enja. Naime, odredeni ekonomski resursi mogu biti ograni¢eni (budzet,
materijal, sirovine isl.) a da se pri tome trazi optimizacija neke ekonomske velicine,
kao npr. maksimizacija dobiti ili minimizacija troskova. To ustvari znaci da treba
maksimizirati ili minimizirati neku funkciju dvije ili vige varijabli uz ogranic¢enje na
njene varijable predstavljeno jednom ili vige jednakosti. Mi ¢emo ovdje razmatrati
najjednostavniju situaciju kada je u pitanju optimizacija funkcije dvije varijable
f (z,y) uz jedno dodatno ogranic¢enje na njene varijable oblika

g9(z,y) =0. (4.12)
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4.7 Vezani ekstrem funkcija dvije varijable

Taj problem se razlikuje od prethodnog problema optimizacije bez ikakva ogranice-
nja. Zbog ogranicenja (4.12), odnosno veze izmedu varijabli funkcije date sa (4.12),
odgovarajuci ekstrem zovemo wvezanim ekstremom. Postoji standardni metod za
rjesavanje problema vezanog ekstrema koji se naziva Lagrangeovim metodom mul-
tiplikatora. No, u nekim jednostavnijim situacijama moguce je primijeniti jedan
jednostavniji metod, tzv. metod supstitucije (zamjene).

4.7.1 Metod supstitucije

Ovaj metod se primjenjuje u slucaju kad se iz (4.12) jedna varijabla moze izraziti
preko one druge, npr.

y=¢(x).
Tada izvr§imo zamjenu te varijable u polaznoj funkciji. U ovom slu¢aju zamijenimo
varijablu y u funkciji f (z,y) i dobijamo funkciju

[l (x) = F(z),

koja je funkcija jedne varijable ¢iji ekstrem znamo odrediti. Time smo problem
iznalazenja vezanog ekstrema funkcije dvije varijable sveli na problem odredivanja
ekstrema funkcije jedne varijable. Taj ekstrem, ukoliko postoji, je jednak ekstremu
funkcije f (x,y) uz ogranicenje (4.12).

Primjer 4.18 Data je funkcija korisnosti U (Q1,Q2) = (2Q1 + 10) (Q2 — 5). Ako
je cijena jedinice prvog dobra 108, jedinice drugog dobra 5%, a potrosa¢ ima na
raspolaganju 10008, naéi kombinaciju prvog ¢ drugog dobra za koju se uz maksi-
malno iskoristenje kapaciteta (novca) ostvaruje maksimalna korisnost.

Rjesenje. Uocavamo da imamo ograni¢enje budzeta u obliku
10Q1 + 5Q2 = 1000. (4.13)

Dakle, uz ovo ogranicenje treba maksimizirati datu funkciju korisnosti U (Q1, Q2).
Iz (4.13) slijedi
Q2 = 200 — 2Q);.

Uvrstavanjem u funkciju korisnosti, dobijamo
U = (2Q1 + 10) (195 — 2Q1) = —4Q? + 370Q; + 1950,

$to je ustvari funkcija jedne varijable. Stacionarna tatka ove funkcije je rjesenje

jednadzbe

au
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20
dQ?
Umax = —4 - (46.25)% + 370 - 46.25 + 1950 = 10506.25 .

Ona se dostize ako potrosa¢ kupi ()7 = 46.25 jedinica prvog dobra i 5 = 107.5
jedinica drugog dobra. Maksimalna vrijednost funkcije korisnosti moze se dobiti i
na sljedet¢i nagin

tj. Q7 = 46.25. Maksimalna vrijednost funkcije korisnosti (zbog (Q7) = —-8)

je

Umax = U (Q%,Q3) = (2-46.25 + 10) (107.5 — 5) = 10506.25 . &

Primjer 4.19 Date su funkcije ukupnih troskova i funkcije proizvodnje u ovisnosti
o ulozenom radu L i uloZenom kapitalu K :

T(L,K)=(L+K)*+10, Q(L,K)=KV2L.

Naci kombinaciju uloZenog rada i uloZenog kapitala uz koju se na nivou proizvodnje
Q = 8 ostvaruju minimalni troskovi. Koliki su ti minimalni troskovi?

Rjesenje. Treba, dakle, minimizirati funkciju ukupnih trogkova T" uz ogranic¢enje

KvV2L =8.

Odavde je L = T2 P2 zamjenom u funkciji 7', imamo

32 2

dT 32 64

— =2 —=+K|)|—=+1)=

=2 () (1) =0
zbog pozitivnosti veli¢ine K (u suprotnom zadatak ne bi imao ekonomskog smisla),
slijedi da je K = 4. Kako je

d*T 64 2 32 192
— =2(—-——==+1 2 =+ K| - —
dK? ( K3 + > + <K2 + ) K%’
d*T (4 192
vrijedi dK(2 ) =12. 256 > 0, pa zaista funkcija 7' ima minimum za K = 4 (i

L = 2). Minimalni troskovi iznose

Toin =T (2,4) = (2+4)? +10 = 46. &
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4.7 Vezani ekstrem funkcija dvije varijable

4.7.2 Metod Lagrangeovih multiplikatora

Metod suspstitucije nije uvijek moguée uspjesno primijeniti. Takve situacije se
javljaju kada se iz ogranicenja (4.12) ne moze jednoznacno jedna varijabla pred-
staviti kao eksplicitna funkcija druge varijable ili kad imamo vezani ekstrem za
funkcije vise od dvije varijable. Zbog toga se mora pribje¢i rjesavanju problema
vezanog ekstrema na neki drugi nacin. Vrlo efikasan metod u tom slucaju je metod
Lagrangeovih multiplikatora (ili jednostavno Lagrangeov® metod). Taj je metod
univerzalan i moze se koristiti i u situacijama kada je moguce primijeniti i metod
supstitucije. Istaknimo da je uloga Lagrangeovog multiplikatora s vrijednostima
u stacionarnoj tacki bitna u ekonomiji, jer se moze posebno istaknuti tada njegov
ekonomski smisao.

Dakle, promatrajmo ponovo funkciju f(z,y) koju treba optimizirati (mak-
simizirati ili minimizirati) uz dodatni uvjet (4.12), tj.

g(z,y) =0.

Prema definiciji totalnog diferencijala prvog reda funkcije dvije varijable, imamo

af af
df o —dz +8 dy,
B dg dg
0 = dg= 8xd +(‘3yd

Mnozenjem druge jednadzbe nekim (za sada neodredenim) realnim brojem A, a
zatim sabiranjem obiju jednadzbi, dobijamo

df = <8f + )\8 > dx + (Zf + /\8y> dy. (4.14)

Da bismo odredili broj A, zahtijevajmo da je u tacki u kojoj se dostize vezani
ekstrem
of |

ay " 0y
Ako je M (z0,y0) tacka u kojoj se dostize taj vezani ekstrem funkcije f (z,y) uz
ogranicenje (4.12), tada prema teoremu o potrebnim uvjetima egzistencije lokalnog
ekstrema vrijedi

=0. (4.15)

daf
dx
odnosno df (zo,yo) = 0. Zbog toga i zbog (4.15), iz (4.14) slijedi da u tacki
M (z0,y0) vrijedi jednakost 5
f

8:6 8x

3 Joseph-Louis Lagrange, francuski matematicar, 1736-1813.

($07 yO) = 07

= 0. (4.16)
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4. Diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise varijabli

Prema tome, da bismo odredili stacionarnu tacku M (xg,yo) 1 realan broj A = Ao,
neophodne su nam tri jednadzbe: (4.15),(4.14) i (4.12), tj.

of (0g
5 T Ao, =0
of 99 _ (4.17)
3y —I—)\ay =0,
g(z,y) =0.

Ideja Lagrangeovog metoda je da se formira pomoé¢na funkcija F (x,y, \) koja za
stacionarnu tacku ima upravo tacku M™ (zg, y0; Ao), odnosno da su izrazi koji se
pojavljuju na lijevim stranama triju jednakosti u (4.17) ustvari parcijalni izvodi
funkcije F'. Ta funkcija je oblika

F($,y,)\):f($,y)+>\g($,y). (418)

Tako se jednadzbe iz sistema (4.17) mogu napisati u obliku

oF

9 O

oF

I 4.1
oF

N 0.

Funkciju (4.18) nazivamo Lagrangeovom funkcijom, a realan broj A, koji je vari-
jabla funkcije F', nazivamo Lagrangeovim multiplikatorom (mnoZiteljem) funkcije
f (z,y). Naovaj se na¢in odredivanje vezanih ekstrema funkcije f (z,y) uz ogranice-
nje (4.12) svodi na odredivanje (obi¢nih) lokalnih ekstrema bez ograni¢enja funkcije
tri varijable F' (z,y, A), buduéi da obje stacionarne tacke M* (zq, yo; Ao) 1 M (20, y0)
su iste prirode.

Ipak, pozabavimo se ispitivanjem pod kojim uvjetima je stacionarna tacka
M* (x0,y0; No) tacka vezanog ekstrema. U tu svrhu neophodno nam je ispitati
znak drugog diferencijala Lagrangeove funkcije. Naime, ako je d2F (zo, yo; o) < 0,
tada je stacionarna tacka M™* tacka lokalnog maksimuma funkcije F', odnosno
stacionarna tacka M je tacka vezanog maksimuma funkcije f, a ako je, medu-
tim, dF (z0,y0; Ao) > 0, tada je stacionarna tacka M* tacka lokalnog minimuma
funkcije F', odnosno stacionarna tacka M je tacka vezanog minimuma funkcije f.
Ako je, pak, d*F (zo,y0; Ao) = 0, potrebna su dodatna ispitivanja da se utvrdi da
li je stacionarna tacka ujedno i tacka vezanog ekstrema.
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4.7 Vezani ekstrem funkcija dvije varijable

Pokazuje se da se d*F (x,y; \) moze predstaviti pomoéu determinante

0 gz 9y
d°F (T, 950) = — |9z Fua Fry (4.20)
9y Loy Fyy

(koja se odnosi na matricu koja je poznata kao prosireni Hessian funkcije F'), sto
nam omogucava jednostavnije ispitivanje prirode stacionarne tacke.

Primjer 4.20 (Raspodjela sredstava) Jedan urednik je dodijelio 600008 da se
utro§t na pripremu i promociju nove knjige. Procjenjuje se da ako je x hiljada
dolara dodijeljeno za pm’spremu, a y hiljada dolara dodijeljeno za promociju, pri-
blizno ¢e f(x,y) = 20z2y kopija knjige biti rasprodano. Koliko bi novca trebao
urednik izdvojiti na pripremu, a koliko na promociju da bi maksimizirao prodaju?

Rjesenje. Cilj nam je, dakle, maksimizirati funkciju f(z,y) = QOm%y uz
ogranicenje
g(@,y)=2+y—60=0.

Tako se ovaj problem moze jednostavnije rijesiti metodom supstitucije, ipak ¢emo
na njemu ilustrirati Lagrangeov metod, a ¢itatelju ostavljamo da primijeni metod
supstitucije i da napravi komparaciju izmedu ova dva metoda. Formirajmo La-
grangeovu funkciju:

F(,5:)) = 2022y + A (z + y — 60).

Odredimo stacionarne tacke ove funkcije rjesavanjem sistema jednadzbi

a
OF _ a0aby+a—o,
ox
O _ g0ut +a =0,
dy
OF

Iz prve dvije jednadzbe slijedi
1 3
30zx2y = 20z 2,

odakle je
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Zamjenom ovog izraza u trecoj jednadzbi, dobijamo

2
r + —x = 60,
3
odnosno x = 36, pajey = 241 A = —4320. Prema tome, stacionarna tacka funkcije

F (z,y; \) je M*(36,24; —4320). Ispitajmo da li je ona tacka ekstrema. Kako je
ge = 1,9, = 1, Fyop = 152 2y, F,y = 302, F,, = 0,
odnosno
Gx (M*) =1,g,(M*) =1, Fpp (M™) = 60, Fy,y (M™) =180, F,, (M™) =0,

imamo, prema (4.20),

0 gz gy 0 1 1
d*F (z,;0) = — |g»  Fpo Foy|=—|1 60 180 = —300 < 0.
9y Fuy Fy 1 180 0

Dakle, stacionarna tacka M (36,24) je tacka maksimuma funkcije f (z,y) = QOa:%y,
uz ogranicenje g (z,y) = x+y—60 = 0. To znaci, da bi maksimizirao prodaju ured-
nik treba da izdvoji 36000% za pripremu i 24000$ za promociju knjige. Maksimalna
prodaja bi bila

3
2

fuax = [ (36,24) = 20 (36)2 - 24 = 103680

kopija nove knjige.
3
Uoc¢imo da se linija ograni¢enja x + y — 60 = 0 i nivo linija f (z,y) = 20z2y =
103680 dodiruju u stacionarnoj tacki M (36,24). &

Interpretacija Lagrangeova multiplikatora

Napomenuli smo da Lagrangeov multiplikator rac¢unat u stacionarnoj tacki neke
ekonomske funkcije ¢esto ima odredenu ekonomsku interpretaciju. Naime, pret-
postavimo da se ogranic¢enje (4.12) moze napisati u obliku

g($,y):C—h($,y>:O.

Ako pretpostavimo da je Jakobijan funkcije F' ne is¢ezava u optimalnom stanju,
tj. da je razli¢it od nule u stacionarnoj tacki M™* (xo,yo;\o), tada se xg,yo i
Ao mogu izraziti kao funkcije od ¢ (slijedi iz teorema implicitne funkcije, kojeg
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4.7 Vezani ekstrem funkcija dvije varijable

zbog kompliciranosti izostavljamo) koje ¢e sve imati neprekidne izvode. Zbog toga
imamo sljedeée identitete

Cc— h(x()ay()) = 07

of oh
% (xo,y()) — )\0% ((E(), yO) =0, (4.21)

0 oh
85 (%0, Yy0) — )\0@ (x0,90) = 0.

Oznacimo li sa F* optimalnu vrijednost funkcije F', onda ona ovisi o xg,yo 1 Ag i
vrijedi
F* = f(z0,90) + Ao [c — h (20, 0)] (4.22)

odnosno F* je funkcija samo od ¢. Koristeéi se lancanim pravilom, iz (4.22) imamo

dF™ Gf d.%'() 8f dy() dAo oh d{Eg oh dyg
— %o ZT%Y  BA0 . - Zt8e  IRA%H
dc Ox dc + Oy dc + dc [e = 1 (@0, yo)] + o Oxr de Oy dc
9T N2 o (91 \ O o ey, ALY

<8m O8m> d t (8y Oﬁy) de +le =R (o, o) dc T

pri ¢emu se svi parcijalni izvodi ra¢unaju u stacionarnoj tacki. Imajuc¢i na umu
(4.21), prva tri ¢lana zbira na desnoj strani posljednje jednakosti se anuliraju, tako
da ostaje
dF™*

de
Iz ovog slijedi da vrijednost Lagrangeovog multiplikatora u stacionarnoj tacki pred-
stavlja brzinu promjene optimalne vrijednosti funkcije cilja u odnosu na parametar
c.

Ao =

Napomena 4.1 Priinterpretaciji Lagrangeovog multiplikatora moramo biti oprez-
ni. Naime, Lagrangeovu funkciju moramo pisati u obliku (4.22), Sto znaéi da se
drugi ¢lan me smige pisati u obliku Ao [h (zo,y0) — c].

Primjer 4.21 Pretpostavimo da je urednik uw Primgjeru 4.20 dodijelio 602008, um-
jesto 600008, kako bi izvrdio pripremu i promociju nove knjige. Procijeniti za koliko

¢e dodatnih 2008 utjecati na maksimalnu prodaju knjige.

Rjesenje. U Primjeru 4.20 smo dobili stacionarnu tacku (vodeéi ra¢una o
prethodnoj napomeni)

M* (0, 30; Mo) = M* (36,24; 4320) ,
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kao i maksimalnu vrijednost F* = 103680 funkcije f prodaje nove knjige. Ovdje
treba da procijenimo promjenu A F* u maksimalnoj prodaji nove knjige koja ¢e
biti posljedica promjene rasta od Ac = 0.2 (hiljade dolara) u odgovarajuéem fondu.

Kako je

dF*
A\ =

0 de )

onda, kao §to znamo od ranije za funkcije jedne varijable, vrijedi

dF*
dc

AF* ~ Ac = NgAc = 4320 - 0.2 = 864.

Dakle, maksimalna prodaja nove knjige ¢e se povecati priblizno za 864 kopija nove
knjige ako se budzet za pripremu i promocije knjige poveca sa 60000$ na 60200$ i
novac bude rasporeden optimalno. &

4.7.3 Optimizacija proizvodnje uz ogranicenje budzeta

Imali smo prilike vidjeti proizvodnu funkciju u obliku Cobb-Douglasove funkcije
korisnosti. No, postavlja se pitanje: pod kojim uvjetima proizvoljna funkcija
Q@ = Q (K, L) moze biti funkcija proizvodnje? Da bismo dobili odgovor na ovo pi-
tanje moramo na ovu funkciju nametnuti zahtjev da se ona moze maksimizirati uz
ogranic¢enje budzeta. Naime, ako je py, cijena jedne jedinice ulozenog rada L, a pg
vrijednost jedne jedinice ulozenog kapitala, pri ograni¢enom budzetu proizvodne
firme u iznosu od ¢ nov¢anih jedinica, tj. ako je

treba maksimizirati funkciju proizvodnje @ = @ (K, L). Ako se funkcija ne moze
maksimizirati, onda ona nema ekonomskog smisla i ne moze biti funkcija proizvod-
nje (niti funkcija korisnosti).

Lagrangeova funkcija u ovom slu¢aju ima oblik

F(K,L;\)=Q(K,L)+ A(c—pxK —pLL), (4.24)

a jednadzbe (4.19) su

or_oQ o _
oK oK Pk TY
8F_8Q B
oL ~ oL =0
oF
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Iz prve dvije jednadzbe dobijamo

29 9Q
\_OK _ L
PK pL
odakle je
29
9K _PK (4.25)
0Q L
oL

Prema tome, optimalna kombinacija koli¢ine ulozenog kapitala i ulozenog rada je
data sa (4.23) i (4.25). Preostaje jedino jos da zahtijevamo da dobijena stacionarna
tacka jeste tacka maksimuma funkcije @ = @ (K, L), a to znaci da zahtijevamo da
je u stacionarnoj tacki

0 gx gL
d’F (K,L;\) = — gk Fxx Fx1| <O0.
g Frxr Frp
Kako je
0 0
9K = 5 (c—pxK —pLL) = —pK, gL = 3L (c—pkK —pLL) = —pp,
Frik = Qkk, Fkp = Qkr, Frp = Q,

1mamo
0  -px -pL
—px Qrkx Qkr| >0,
- Qkxr QrLL
odnosno

> 0.

2
prL pL
20xPLQK LDk QLL—Di QKK = —Dk [QLL -2 <p}<> QkrL + (pK> QrK

Buduéi da je u pitanju kvadratna nejednadzba u odnosu na izraz p—L, ona ¢e biti
Pk

zadovoljena za svaki koli¢nik PL oo je diskriminanta odgovarajute kvadratne
PK
funkcije negativna, odnosno ako je
QrrQrr > Q%1 (4.26)

Prema tome, proizvoljna funkcija Q@ = Q (K,L) moZe biti funkcija proizvodnje
samo ako zadovoljava uvjet (4.26).

Jednostavno se pokazuje da Cobb-Douglasova funkcija zadovoljava uvjet (4.26)
(v. zadatke za samostalan rad).
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Napomena 4.2 Napomenimo da Lagrangeov multiplikator u funkciji proizvodnje,

dF

A= T ovdje oznacava tzv. graniénu (marginalnu) produktivnost novca,
c

odnosno oznacava koliko povetanje budZeta za jednu novianu jedinicu utite na
promjenu maksimalnog nivoa proizvodnje, uz pretpostavku da se cijene uloZenog
kapitala © uloZenog rada ne mijenjaju.

Primjer 4.22 Pokazati da funkcija Q (K, L) = 5K3L4 predstavlja funkciju proiz-
vodnje. Ako je cijena jedne jedinice uloZenog kapitala 208, a cijena jedne jedinice
ulozenog rada 25%, odrediti grani¢nu produktivnost novea pri budzetu od 3000$.

Rjesenje. Provjerimo prvo da li data funkcija zadovoljava uvjet (4.26). Imamo

QK = §K_%L%> QL = §K%L_%a
2 4
pa je
5 5 15
QKK:_fK_%L%, C)K’LZ*I(_ilz_%7 QLL:——K%L_E'
4 8 16
Dakle,
7 _q,_.3 . 25 s
QrrQLr = ¢ K L7z i Q%{LZGZK 'Lz,

sto znadi da je uvjet (4.26) zadovoljen i da je data funkcija zaista funkcija proizvod-
nje.
Uz ogranic¢enje budzeta oblika

20K + 25L = 3000, (4.27)
mozemo formirati odgovarajuéu Lagrangeovu funkciju
F(K,L;\) = 5K2Li + A (3000 — 20K — 25L) .

Stacionarnu tacku odredujemo iz sistema jednadzbi

oF 5 1 1

87_51{ 2 L1 — 20X =0,

OF 5 _1__3 B

aT_ZKQL 4 —25>\—0,

oF

— = — 20K —25L = 0.

B 3000 — 20 5 0
Iz prve dvije jednadzbe dobijamo

Y X Be s

8 20
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2
odakle slijedi L = gK Zamjenom u jednakosti (4.27), imamo da je K = 100 i

L = 40. Na osnovu svega ovoga zaklju¢ujemo da je grani¢na vrijednost novca pri
budzetu 3000$ jednaka Lagrangeovom multiplikatoru rac¢unatom u stacionarnoj
tacki, tj. za K =100 i L = 40 i iznosi

/40

dF
= = —— ~0.0314 .
80 $

- =

T

1.1
A= glOO 2 -40

(¢] (¢] e}

Zadaci za samostalan rad

U zadacima 1-4 odrediti lokalne ekstreme zadane funkcije.

1.

2.

a) f(z,y)=5—22 -y  b) f(z,y) =22 —3y°

a)f(x,y)Zﬂfy+i+§, b) f(z,y) = 22> +y° + 32% — 3y — 12z — 4.

. a) f(z,y) = 2> +y? — 62y + 9z + 5y + 2, b) f(z,y) = (x — 4) In (zy).
ca) fzy) = (@2 +202) 7V, b) f(z,y) =2 — day + o

. Jedna monopolisticka firma proizvodi tri artikla u koli¢inama @1, Q2 i @3,

Cije su cijene na trzistu, pi, p2 i p3, date kao funkcije koli¢ine proizvodnje:
p1 =063 —4Q1, p2=105—-5Q2, p3="T75—06Qs.
Ukupni troskovi proizvodnje sva tri artikla dati su sa
T=10+15(Q1 + Q2+ Q3).

Po kojim cijenama bi ta firma trebala da prodaje proizvodne artikle kako bi
na trzistu imala maksimalnu ukupnu dobit?

. Jedna telefonska kompanija planira da uvede dva nova tipa izvrsnih komu-

nikacionih sistema i nada se da &e ih prodati velikom broju komercijalnih
kupaca. Procijenjeno je da ako se prvi tip sistema cijeni x stotina dolara po
sistemu, a drugi tip sistema y stotina dolara po sistemu, onda ¢e priblizno
40 — 8z + by kupaca kupiti prvi tip sistema, a drugi tip sistema ¢e kupiti
priblizno 50 + 92 — 7y kupaca. Ako je tvornicka cijena prvog tipa 1000$ po
sistemu, a tvornicka cijena drugog tipa 3000$ po sistemu, kolika bi telefonska
kompanija trebala imati cijene svakog od tih tipova sistema da bi ostvarila
najvetu moguéu dobit?
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

Odrediti ekstreme funkcije f (z,y) = zy uz ograni¢enje = +y = 1.
Odrediti ekstreme funkcije f (z,y) = 2y uz ograni¢enje x2 + y? = 1.

Odrediti minimalnu vrijednost funkcije f (z,y) = x? + y? uz ogranicenje
xy = 1.

Odrediti ekstreme funkcije f (x,y) = x2+2y? —zy uz ogranicenje 2z +y = 22.
Odrediti ekstreme funkcije f (z,y) = 22 — y? uz ogranicenje z2 + y? = 4.

Data je funkcija korisnosti U (Q1,Q2) = (@1 + 2) (Q2 + 1). Ako je cijena je-
dinice prvog dobra 5%, jedinice drugog dobra 10$, a potrosac¢ ima na raspola-
ganju 500%, naé¢i kombinaciju prvog i drugog dobra za koju se uz maksimalno
iskoristenje kapaciteta ostvaruje maksimalna korisnost.

Pokazati da Cobb-Douglasova funkcija jeste funkcija proizvodnje, tj. zado-
voljava uvjet (4.26).

Ako je z hiljada dolara ulozeno u rad i ako je y hiljada dolara uloZeno
u opremu, ukupna proizvodnja nekog artikla u odredenoj tvornici ¢e biti
Q(z,y) = GOx%yE jedinica. Ako je na raspolaganju budzet od 1200008, ko-
liko bi trebalo uloziti u rad, a koliko u opremu da bi se postigla najveta
moguca proizvodnja?

U prethodnom zadatku procijeniti kako ¢e dodatnih 1000$ ulaganja u rad i
opremu utjecati na maksimalnu proizvodnju.

Neka tvornica je dodijelia 8000$ da se utrosi na izradu i promociju novog
proizvoda. Procjenjuje se da ako je z hiljada dolara dodijeljeno za izradu,
a y hiljada dolara dodijeljeno za promociju, priblizno ¢e f(z,y) = 203:%3/
jedinica tog proizvoda biti rasprodano. Koliko bi novca trebala tvornica
izdvojiti na izradu, a koliko na promociju da bi se maksimizirala prodaja tog
proizvoda?

228



4.8 Primjena u ekonomiji

4.8 Primjena u ekonomiji

Sliéno kao i u slucaju primjene diferencijalnog racuna funkcije jedne varijable,
velika je primjena i diferencijalnog ra¢una funkcija dvije i vise varijabli u ekonomiji.
Naravno da ¢e prvo biti rije¢i o grani¢nim (marginalnim) funkcijama, a nakon toga
i o tzv. parcijalnoj elasti¢nosti.

4.8.1 Grani¢ne (marginalne) funkcije

U slucéaju funkcije jedne varijable vidjeli smo da njen izvod, kojeg smo zvali
grani¢nom funkcije date funkcije, predstavlja brzinu promjene te funkcije u odnosu
na promjenu njene varijable. Sli¢no se razmatranje moze izvesti i u slu¢aju funkcije
vise varijabli, no mi ¢emo se ovdje ograniciti na funkcije dvije varijable. Ukoliko
fiksiramo jednu varijablu (tj. njena vrijednost ostaje na istom nivou) i proma-
tramo kako se mijenja (kojom brzinom) funkcija u odnosu na promjenu druge
varijable, vidimo da upravo brzina te promjene je ustvari parcijalni izvod funkcije
u odnosu na varijablu koja se mijenja, a kojeg ¢emo onda zvati grani¢nom funkci-
jom date funkcije u odnosu na tu varijablu. To su opceniti nazivi, prema kojima
je za funkciju f (z,y):

Gfre= g‘af; grani¢na funkcija funkcije f u odnosu na varijablu x,

Gfy = a—f grani¢na funkcija funkcije f u odnosu na varijablu y.

dy

Medutim, kod odredenih ekonomskih funkcija ti ée nazivi imati i svoje specifi¢nosti.

Razmotrimo prvo funkciju proizvodnje @ (K, L). Parcijalni izvod ) = Qx
oznacCava brzinu promjene proizvodnje u odnosu na male promjene kapitala, dok je
istovremeno ulozeni rad konstantan, i zato taj parcijalni izvod nazivamo funkcijom
granicne fizicke produktivnosti kapitala (ili samo graniéna produktivnost kapitala).

0
S druge strane, parcijalni izvod 8—Q = (), oznacava brzinu promjene proizvodnje

u odnosu na male promjene ulozenog rada, uz konstantno ulaganje kapitala, i taj
parcijalni izvod nazivamo funkcijom granicéne fizicke produktivnosti rada (ili samo
grani¢éna produktivnost rada). Specijalno, ako je funkcija proizvodnje data u obliku
Cobb-Douglasove funkcije @ (K, L) = AK*L'~“, grani¢na produktivnost kapitala
i graniéna produktivnost rada su (redom):

arl—«a
i) Qx = ;g = aAK* - = QMTL = a%,
.. 0 AKaLl—a
) Q=02 = (- ke = (1) T )@
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4. Diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise varijabli

Primjer 4.23 Odrediti granicnu produktivost kapitala i grani¢nu produktivnost
rada v slucaju funkcije proizvodnje Q (K,L) = 50K%25L%™ na nivou uloZenog
kapitala od 625 jedinica i uloZenog rada od 16 jedinica.

Rjesenje. Primijetimo da je data funkcija proizvodnje ustvari Cobb-Douglasova
funkcija kod koje je a = 1 Prema ve¢ izvedenim formulama, imamo da je:

i) grani¢na produktivnost kapitala

O — 0Q 1 Q(62516) 1 50 - 6257 - 163
E = 9K 4 625 4 625
1 3
54 1. 24Z
_ eyt _w
50 50

ii) grani¢na produktivnost rada

_9Q 3 Q(625,16) 3 50-6251-161 375

Q=737 =13 16 4 16 4

=93.75. &

Sliéna razmatranja se mogu izvesti i za neke druge ekonomske funkcije dvije
varijable.

Primjer 4.24 Poznata je funkcija prosjetnih troskova proizvodnje dva artikla u
nekoj tvornici u obliku

0101 — 5
T (Q1,Q2) = 100 + 2Q1Q2 + 3Q1 + 0 10

Odrediti granicne troskove u odnosu na Q1 © Q2 na nivou proizvodnje Q1 = 5 14
Q2 = 8 jedinica. Ekonomski interpretirati dobijene rezultate.

Rjesenje. Odredimo prvo funkciju ukupnih troskova:
T(Q1,Q2) = T(Q1,Q2)(Q1+Q2)
5Q2

<100 + 2@1@2 + 3@1 + Ql"‘QQ) (Ql + QQ)

= (100 4+ 2Q1Q2 + 3Q1) (Q1 + Q2) + 5Q2
= 2Q%Qs + 20103 + 3Q2 + 3Q1Q2 + 100Q; + 105Qs.

Granicni troSak, opéenito na proizvoljnom nivou proizvodnje, u odnosu na vari-
jablu @1 je

or

= 4Q1Q2 + 2Q3% + 6Q1 + 3Q2 + 100,
1

GT)q, = 50,
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4.8 Primjena u ekonomiji

odnosno za dati nivo proizvodnje
GTq, (5,8) = 442.

S druge strane, grani¢ni trosak, opc¢enito na proizvoljnom nivou proizvodnje, u
odnosu na varijablu @2 je

oT
—— =2Q% +4Q1Q2 + 3Q + 105,
0Q2

a za dati nivo proizvodnje je

GT/Q2 =

GT)q, (5,8) = 330.

Ekonomska interpretacija dobijenih rezultata: na nivou proizvodnje Q1 =51 Q2 =
8 jedinica, za dodatnu proizvodnju jedne jedinice prvog artikla ukupni troskovi se
povetavaju za 442 novcane jedinice, a za dodatnu proizvodnju jedne jedinice drugog
artikla ukupni troskovi se uvetavaju za 330 novc¢anih jedinica. &

4.8.2 Parcijalna elasti¢nost
Za funkciju y = f (x) jedne varijable definirali smo koeficijent elasti¢nosti

x dy

Eya = y dx
i on nam je bio pokazatelj za koliko procenata se funkcija y promijeni kad se vari-
jabla z poveta za 1%. Analogno i u slucaju funkcije vise varijabli f (z1,x2, ..., )
moZzemo razmatrati slican proces, tj. za koliko se procenata promijeni funkcija
f kad se jedna njena varijabla poveca za 1%, a pri tome sve ostale varijable su
konstantne. Ako je u pitanju varijabla z; za neko i € {1,2,...,n}, onda se veli¢ina
odgovarajuce procentualne promjene funkcije f naziva parcijalnim koeficijentom

elastitnosti v odnosu na x; i ozna¢avamo ga sa

_w; Of

(4.28)

Primjer 4.25 Data je funkcija potrainje dobra A

Qa (pa,pp) = 120 — 10p% + 15pp

kao funkcija cijena dobara A i B. Izratunati koeficijente parcijalne elasticnosti na
niwou cijenaps = 20 i pp = 12. Dati ekonomsku interpretaciju dobijenih rezultata.
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Rjesenje. Prema (4.28) imamo

20p?4
120 — 10p% + 15pp’

> _ pA0Qa _ pA
QaPA T (4 Opa 120 — 10p2 + 15pp

(—20pa) =

pa je taj koeficijent elsti¢nosti na nivou py = 201 pp = 12:

20 - 202

— ~ 2.16 .
120 —10-20%2 +15-12 6

EQapa (20,12) =

Analogno, zbog

E _ piﬁQA _ pPB 15 = 15pB
Qars T Q4 Opp 120 — 10p% + 15pg 120 — 10p% + 15p5’

imamo

_ 15-12
120 —10-20%2 + 15- 12

Ekonomska interpretacija dobijenih rezultata:

EQ app (20,12) = ~ 0.049 .

i) ako se cijena dobra A poveta za 1% (na nivou cijena py = 20 i pgp = 12), a
cijena dobra B ostane nepromijenjena, tada ¢e se potraznja za dobrom A povecati
za 2.16%;

ii) ako se cijena dobra B poveta za 1% (na nivou cijena py = 20 i pp = 12), a
cijena dobra A ostane nepromijenjena, tada ¢e se potraznja za dobrom A povecati
za 0.049%. &

Homogene funkcije

Homogene funkcije, posebno one ekonomske, imaju interesantne osobine s ekonom-
skog aspekta i zbog toga ¢emo njima posvetiti posebnu paznju.

Definicija 4.4 Za funkciju f (x1,x2,...,2,) kaZemo da je homogena funkcija
stepena homogenosti a ako vrijedi

f(Az1, Aza, ooy Axy) = A f (21, 22, .y xn), A € R\ {0}.

Primjer 4.26 Pokazati da su sljedece funkcije homogene i odrediti stepen ho-
mogenosti za svaku od njih:

2 21=p2  PY

a) Qs (p1,p2) = vy , b) Qa(p1,p2) = 4p

p1+ p2 p2 P1
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Rjesenje. Koristeti definiciju homogene funkcije, imamo:

(A1) = (Ap2) | (Apr)?

a) Qs (Ap1,Ap2) = ()\pl)2'2

Ap1 + Ap2 Ap2
2.2 A (2]91 - pz) )\Sp:j)’ _ )\2])2 ) 2p1 — p2 4 )\2]9:1)’
L X(p1 +p2) Ap2 L p e P2

= AQQS ()\ph )‘p2) 3

tj. funkcija je homogena stepena homogenosti o = 2.

b) Qa(Ap1,Ap2) = 4()\]91)% (()\pl)3 —;\;)11 ()\PQ)_?’)

1

1 1 _2
A3 <pf — P1Py 3) 1 -
1 1 3 _
= 4/\%])1E 4)\*%])15 Pi = PPy

win

Ap1 P1

= A85Qq (Ap1, Ap2) s

1
te je i ova funkcija homogena stepena homogenosti o = ~5 3

Primjer 4.27 Data je homogena funkcija f (z1, 22, ..., Ty) stepena homogenosti .
Izracunati za koliko se procenata promijeni vrijednost funkcije f ako se sve mjene
varijable istovremeno povetaju (ili smanje) za isti procenat p%. Specijalno, uraditi

to za funkciju proizvodnje Q (K, L) = AL5K3 u slucaju istovremenog povecanja i

ulozenog rada i uloZenog kapitala za 20%.

Rjesenje. Istovremeno povetanje svih varijabli funkcije f znaci da treba izracu-
nati novu vrijednost te funkcije upravo na nivou novih vrijednosti varijabli. Pret-

postavimo da se sve varijable funkcije f poveéaju za isti procenat p%. Tada je

p
A=14—
+ 100’
te zbog homogenosti funkcije f imamo da je

[ Az, Azg, ooy Axy) = A f (21, 22, .y )
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pa je

Af f Az, Azg, oy Axy) — f (21,22, .., Tp)
f f(z1, 22, ..., xp)

A (1,29, ) — [ (21,22, .0y )

f(z1, 22, ..., zp)
(A =1) f(z1,22, ..., Tpn)
f(z1, 22, ..., xp)
= A\ -1

Povetanje vrijednosti funkcije u procentima iznosi

Aff -100% = 100 (A® — 1) %.

U sluc¢aju smanjenja svih varijabli istovremeno za p%, imali bismo smanjenje vri-
jednosti funkcije za 100 (A* — 1) %, samo &to je sada

A=1- 2

Pokazimo da je funkcija @ (K, L) = AK3L3 homogena. Zaista,

(AL)? = 4N6 K313 = AeQ (K, L)

N|=

Q (MK, \L) = 4 (\K)

i stepen njene homogenosti je o = 5 Osim toga, povetanje obje varijable je
za A = 1.2 puta, pa prema ve¢ dobijenom opcéenitom rezultatu, imamo da ¢e se
vrijednost funkcije proizvodnje u tom sluc¢aju povecati za

100 (1.2% — 1) % —=1,16%. &

Eulerov teorem

Ako je funkcija f (z1,x2, ..., T, ) homogena realna funkcija n realnih varijabli, tada
ona ima vrlo ineteresantnu osobinu koja se iskazuje Eulerovim teoremom, a koji je
posebno vazan kad je iskazan u terminima elasti¢nosti. Eulerov teorem navodimo
bez dokaza.

Teorem 4.7 (Eulerov teorem)* Pretpostavimo da je funkcija f (x1,z2,...,2,)
homogena funkcija stepena homogenosti a. Tada vrijedi

of of of
$187m1+$287$2+...+$n87$n —Oéf(ajl,ﬂjg,...,:L“n)7 (4.29)

L. Buler, §vicarski matematicar, 1707-1783.
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tj. zbir proizvoda svake varijable x; (i € {1,2,...,n}) funkcije f s parcijalnim
izvodom funkcije po toj varijabli jednak je proizvodu stepena homogenosti funkcije
i same funkcije.

Ako jednakost (4.29) podijelimo s funkcijom f (21, z2, ..., zy), dobit ¢emo

0 0 0
©nof jw20f oz Of (4.30)
fOr1  f Oxo f Oxp
No, kako je
x; Of ,
Eep =— 1,2, ...
[z fa.fCZ’ ZG{ » < ,TL},
jednakost (4.30) mozemo napisati u obliku
Efvxl + Ef,xz + ...+ Ef,zn = Q. (4.31)

Na taj nacin se Eulerov teorem moze iskazati i na sljede¢i nacin:

Teorem 4.8 (Eulerov teorem wu terminima elasti¢nosti) Ako je funkcija
f(z1,22,...,x,) homogena stepena homogenosti «, tada vrijedi jednakost (4.51),
odnosno tada je zbir svih koeficijenata parcijalne elastiénosti te homogene funkcije
jednak stepenu homogenosti funkcije.

Dakle, kada su ispunjene pretpostavke Eulerovog teorema i treba izra¢unati zbir
svih koeficijenata parcijalne elasti¢nosti homogene funkcije, ne moraju se racunati

ti koeficijenti, nego je dovoljno odrediti stepen homogenosti funkcije.

Primjer 4.28 Zadana je sljedeca funkcija potrainje prvog dobra

1
_ 3
Qd, (p1,p2) = 3v/P2 <p2p2p1> .

Izracunati sumu svih koeficijenata parcijalne elasticnosti.

Rjesenje. Prvo provjerimo da li je funkcija homogena, jer u tom slucaju
mozemo primijeniti Eulerov teorem. Imamo

Jun

1
Ap2 — A 3 X(po — 3
QuOmm) = v (22t (M e
D2 Ap2
1
— 3
— A%s\/@(mmm> = A2Quq, (Ap1, Ap2),
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sto znacdi da je data funkcija potraznje homogena funkcija stepena homogenosti

a = 3 Prema Eulerovom teoremu u terminima elasti¢nosti ovo znaéi da je zbir

1
oba koeficijenta parcijalne easti¢nosti funkcije jednak 3 tj.

1
Ele»Pl + Ele b2 = 9

Preporucujemo citatelju da ipak izracuna svaki od navedenih koeficijenata, a onda
i njihov zbir. &

o O (]

Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti grani¢cnu produktivost kapitala i grani¢nu produktivnost rada u
sluc¢aju funkcije proizvodnje @ (K,L) = 30K3L3 na nivou ulozenog kapi-
tala od 64 jedinice i ulozenog rada od 125 jedinica.

2. Odrediti grani¢nu produktivost kapitala i grani¢nu produktivnost rada u
slucaju funkcije proizvodnje Q (K, L) = 50K%25L%59 na nivou ulozenog ka-
pitala od 81 jedinice i ulozenog rada od 49 jedinica.

3. Poznata je funkcija prosjecnih troskova proizvodnje dva artikla u nekoj tvor-
nici u obliku

_ 5
T ) =150+2Q1 +3Q1 + ———.
(Q1,Q2) Q1+ 301 0.1 0,
Odrediti grani¢ne troskove u odnosu na @1 i Q2 na nivou proizvodnje @)1 = 10

i Q2 = 15 jedinica. Ekonomski interpretirati dobijene rezultate.

4. Za funkciju f (z,y) = /zIn ¥ izracunati koeficijente parcijalne elasti¢nosti u
odnosu na varijable x,y, z i interpretirati rezultat za x = 25,y = 15,z = 15.

10
5. Za funkciju ponude dvaju dobara Qg (p1,p2) = P + p2, gdje su p1 i po
p1
cijene tih dobara:

a) izrac¢unati grani¢ne ponude u odnosu na cijene pojedinih dobara na nivou
cijena p; =51 py = 2;

b) izracunati i interpretirati oba koeficijenta easti¢nosti te funkcije na nivou
cijena p1 =51py = 2.
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6.

10.

11.

12.

Data je funkcija f (z,y) =z (y + 1)~ *. Odrediti z tako da njegovo pove¢anje
od 1% uzrokuje povecanje od f za 1%.

Izra¢unati za koliko se procenata promijeni vrijednost funkcije proizvodnje
Q(K,L) = 25K%2L%7 ako se obje njene varijable istovremeno povetaju za

2%.

U zadacima 8-10 pokazati da su sljedete funkcije homogene i odrediti stepen
homogenosti za svaku od njih.

$(w+y)3>é

f(z,y) =322 ( 30 2

(y —z)

X
. fzy) =2y In "

0.2
P3 + P2
Qsl (p17p27p3) = 2pl\/p>3 < p0.3 ) :
1

Odprediti zbir svih koeficijenata parcijalne elasti¢nosti funkcije

fzy) = Vady? (M> B :

2z 4 5y

Odrediti zbir svih koeficijenata parcijalne elasti¢nosti funkcije

p3 + p2
Qs (p1,p2,p3) = 10p}\/p3 <po6> :
1
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Poglavlje 5

Integralni racun

5.1 Neodredeni integral

5.1.1 Pojam neodredenog integrala

U Poglavlju 3 imali smo priliku vidjeti da se, recimo, grani¢ni troskovi odreduju
kao izvod funkcije ukupnih trogkova, te smo na taj nac¢in mogli do¢i do infor-
macije o brzini promjene ukupnih trogkova. Opcenito, kad nam je poznata neka
ekonomska funkcija y (z) odgovarajuc¢u grani¢nu funkciju Gy (z) odredujemo kao
izvod funkcije y (x) (vidjeti (3.16)). No, ponekad je u praksi vazno, polaze¢i od
grani¢nih trogkova, do¢i do informacije o kretanju ukupnih trogkova za odredene
nivoe proizvodnje. Sli¢no tome, ekonomisti, kada im je poznata brzina inflacije,
obi¢no zele procijeniti buduce cijene. U opcéem sluc¢aju, ponekad Zelimo kad nam
je poznata neka grani¢na funkcija Gy (z) da odredimo odgovarajuéu ekonomsku
funkciju y (). Drugim rije¢ima, kad nam je poznat izvod neke funkcije kako odre-
diti samu funkciju? Treba, dakle, na¢i neku obrnutu operaciju od izvoda funkcije.
U tu svrhu uvedimo prvo pojam primitivne funkcije.

Definicija 5.1 Pretpostavimo da su funkcije f i F' definirane na nekom intervalu
I C R i da je na tom intervalu funkcija F diferencijabilna. Za funkciju F kaZemo
da je primitivna funkcija funkcije f ako za sve x € I vrijedi

1
Tako je funkcija F' (z) = §x3 + 10z — 25 primitivna funkcija funkcije f (z) = 22410

na intervalu I = R, jer je

F'(z) = (;m3+10x—25>,—x2+10—f(x) (z € R).
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1
Takoder, funkcija F' (x) = —— je primitivna funkcija funkcije
V1 — 22
x
(@) = :

(1—-22)vV1—=2x

na intervalu I = (—1,1). Naime, za sve z € (—1,1) vrijedi

F@ = (=) = (-7 = a7

S U—oyvase W

Primijetimo da primitivna funkcija date funkcije f nije jedinstvena. Naime, funkcija
1
G(z) = §x3 + 102 + 20 je takoder primitivna funkcija funkcije f () = 22 + 10 na

intervalu I = R, buduéi da je

G (z) = <;333+10:B+20> =22 4+10=f(z) (z€R).

1
V1—22

na intervalu I = (—1,1), jer je

Takoder je i funkcija G (z) =
x
(1—22)V1— a2

+ 6 primitivna funkcija funkcije f(z) =

1 ! T
G (z) = ( + 6> = =f(x
(=) V1 —z? (1—22)/(1—2?) /@)
za sve x € (—1,1). Uoc¢imo da je u prvom slu¢aju G (z) = F (z) + 45, a u drugom
G (z) = F(x) 4+ 6. U oba slucaja smo dodali neku konstantu na funkciju F' ().
Opéenito, ako je C' neka proizvoljna konstanta, tada je

G'(z)=(F(x)+C) =F (2) +0=F'(2) = f (z).

Dakle, vrijedi opéi zakljucak: Ako je funkcija F (x) primitivna funkcija funkcije
f (z) na nekom intervalu I C R, tada je i funkcija G (x) = F (z) + C, gdje je
C proizvoljna konstanta, takoder primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu
I C R, 3to znaci da primitivnih funkcija date funkcije ima beskonaéno mnogo.

S druge strane, ako su F'(z) i G (z) dvije razli¢ite primitivne funkcije funkcije
f (z) na nekom intervalu I C R, tada je

Fi(z)=f(z), G'(x)=f(z) (zel),
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odakle je
0=G"(2) — F'(2) =[G (2) = F(z)] (v €1T),

odnosno

C=G(x)—F(z) (xel),
gdje je C konstanta, jer je jedino izvod konstantne funkcije definirane na intervalu
I jednak nuli. Dakle, dobili smo da vrijedi

Gx)=F(x)+C (zel). (5.1)

Prema tome, ako nam je poznata jedna primitivna funkcija F' (z) funkcije f(x)
na nekom inetrvalu I C R, tada znamo i sve druge primitivne funkcije f (x) na
inetrvalu I C R i one su oblika (5.1). Sada smo u moguénosti uvesti pojam
neodredenog integrala.

Definicija 5.2 Neka je F (x) primitivna funkcija funkcije f (x) na nekom inter-
valu I C R. Skup svih primitivnih funkcija funkcije f (x) na intervalu I, tj. skup

{F(x)+C|ze€l,C - konstanta}

nazivamo neodredenim integralom funkcije f i oznacavamo ga sa
/f(m)da:—F(a:)—i—C.

Rije¢ neodredeni u gornjoj definiciji opravdava se ¢injenicom da je C' neo-
dredena (proizvoljna) konstanta, koju obi¢no nazivamo integralnom konstantom.
Funkciju f (z) nazivamo podintegralnom funkcijom. No, posebnu paznju obratimo
na izraz dx pod znakom inegrala. On oznacava prirast (diferencijal) neovisne var-
ijable funkcije f i ne smije se izostavljati pri pisanju inegrala. Naravno, ako je
neovisna varijabla oznaCena drugacije, recimo sa t, tada se neodredeni integral

funkcije f zapisuje kao
/ f(t)dt.

Neovisnu varijablu o kojoj ovisi podintegralna funkcija nazivamo podintegralnom
varijablom. Tako je u integralu

22tdx

podintegralna varijabla x, a t je konstanta, dok je u integralu

/ 22 tdt
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t podintegralna varijabla, a x konstanta.

Sada je jasno da je neodredeni integral obrnuta operacija izvoda funkcije.
Prema tome, vrijedi

/(:C2+10)da:::1))x3+1033+c

/ m dr = ! +C

(1—a)Vi—a2 V1-—a2 '

Uoc¢imo da iz definicije neodredenog integrala slijede njegove osnovne osobine:
NS f@da] = [F(@)+C) = F'(2) = f (x),

dff(x)de=d[F(z)+C)=dF (z) + 0= F'(z)dz = f (z) dz,

. JdF (z) = [F'(z)dz = [ f (z)dz = F (z) + C,

4. [F'(z)dx = [ f(z)dx = F (z) + C.

w N =

Osim toga, navedimo sljede¢a osnovna pravila za neodredeni integral (pravila
integriranja).

Pravilo 1. Neka je a € R konstanta. Tada vrijedi

/af(m)dm:a/f(:x)d:x.

Pravilo 2. Ako postoje integrali [ f (z)dz i [ g (z)dz, tada vrijedi

Ju@g@lde= [@des [g@)an

Nazalost, ne postoje pravila za izra¢unavanje neodredenog integrala proizvoda ili
koli¢nika, kao §to je to bilo u sluc¢aju izracunavanja izvoda. Zbog toga je izracu-
navanje neodredenog integrala opcenito znatno slozenije od izracunavanja izvoda.
Cak imamo situacije da neke elementarne funkcije nemaju neodredeni integral
izrazen pomocu elementarnih funkcija. Takvi su integrali, na primjer,

/e_xzdm,/smwdx.
x

Nepostojanje spomenutih pravila integriranja nadomjestit ¢emo uvodenjem razlici-
tih metoda integriranja za razli¢ite klase podintegralnih funkcija. No, prije toga,
slicno kao i kod izvoda, napisimo tablicu osnovnih integrala (Tabela 5.1).
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5.1 Neodredeni integral

/de:C’ /sinmdx:—cosx—i-c
/ld:L‘::B—I—C /cosmdwzsinx+0
$n+1
/a: d:c:n+1+C,n€R\{—1} /COSde:z::tga:—i-C
1 1
/dmzln]m—i—C /.2 de = —ctgx +C
T sin” x

arcsinz + C

T x L =
/e de=¢€e*+C /mdm_{—arccosx+c
7 1 B arctgzx + C
/da? ma>0 /Hﬁd‘r—{—arcctgz—kc
dw-ln’x—i-\/im +C
e

Tabela 5.1

5.1.2 Osnovni metodi integracije
Metod direktne integracije

Metod izra¢unavanja neodredenog integrala primjenom osnovnih pravila integri-
ranja i koristenjem tablice osnovnih integrala nazivamo metodom direkine inte-
gracije. Ovim metodom se mogu rjeSavati samo neki jednostavniji integrali, sto
¢emo ilustrirati sljede¢im primjerima.

Primjer 5.1 Izracunati integrale:
32% — 2z 45 3Vad —2 5
a) /W_daﬁ, b)/\g/:v\/a?dx, c)/ ? \3/12\/54_ dx
T T

Rjesenje. a) Dati se integral moze napisati u obliku zbira tri integrala pri-
mjenom Pravila 2, a primjenom Pravila 1 oni se svedu na tabli¢ne integrale:

3_9 2
/333 2$+5daz = /<3$—+5x2>d:c
X X
1 -2
= 3 [ xdx —2 de+5 T “dx

2 -1
3 )
= 3 $——21n|:1:|—|—5 7+C—i—f—21n]:c|+0
2 2 T

b) Podintegralnu funkciju mozemo napisati u obliku stepena



5. Integralni rac¢un

pa je

+1
/\3/x\/§d:v = /acédx = ai

¢) Sve izraze s korijenima napisimo u obliku stepena, nakon ¢ega se dati integral
moze napisati kao zbir tri integrala:

3Vad 2y 45, 3x5—2x2+5d
Va? B

— 3/ i sd:c—2/ 3" §dx+5/x§dx

2
i+l

2 2

ol o

2

= 3/:1: 15da:—2/:136da:+5 5 +C
~2+1
u 1
3315 6 T3
= 37 —2 T 5T A0
15 6 3
45 14 12 u

= - — 1 .
14 15 11:1:6+5:U3—|—C’ &

Primjer 5.2 Izracunati integrale:

22x+1 _ 3x+1 1,2
a)/ctg2$d$, b) /md$, C) /$2+1dx

Rjesengje. a) Primjenom osnovnog trigonometrijskog identiteta dati se integral
moze svesti na zbir dva tabli¢na integrala:

2 1—si 2 1
/cth:L’d:z: = /C?Sg$dx:/,S;M'dx:/< —5 —l)d.r
sin® x sin® x sin® x
= / d:p—/ldx:—ctga:—x—i-C.
sin? x

b) Primjenom pravila za operacije sa stepenima dati se integral moze svesti na
dva integrala koje rjesavamo koriste¢i se tablicom osnovnih integrala:

221+1 _ 3x+1 22x+1 _ 3x+1 22CE+1 3x+1
12% 3z . 22x 3z . 2295 3z . 22:)0
1 1\* 1\*

_ L, 6 (i)x 2 3
I T YT e TEma O




5.1 Neodredeni integral

c¢) Jednostavnom transformacijom brojnika podintegralne funkcije dati se inte-
gral svodi na zbir dva tabli¢na integrala:

22 2+1-1 22+ 1 1
— dz = T Cdr= - dx
2 +1 2 4+ 1 x24+1 z2+1

1
= /1d:1:—/x2ﬂdx::c—arctgw+0. &

Primjer primjene u ekonomiji

Primjena neodredenog integrala u ekonomiji je najcesca u slu¢aju odredivanja
nepoznate ekonomske funkcije kada je poznata njena grani¢na funkcija, kao i u
Ovaj drugi slucaj (s koeficijentom elasti¢nosti) predstavit ¢emo u okviru primjene
diferencijalnih jednadzbi (u narednom poglavlju).

Kako je neodredeni integral obrnuta operacija od izvoda, onda na osnovu (3.16),
u opc¢em slucaju vrijedi

ekonomska funkcija = [ (graniéna funkcija). (5.2)

Specijalno je:

T(Q)z/T’@)dQ:/GT(Q)dQ, T(p):/GT(p)dp,

P(Q)z/P’@)dQ:/GP(@)dQ, P<p>=/GP<p>dp,

p@- [V@Qde- [cD@de. D)= [ D).

Primjer 5.3 (Ukupni troskovi) Proizvodat nekog artikla je ustanovio da su
granicni troskovi proizvodnje GT (Q) = 3Q? — 60Q + 500 dolara po jedinici artikla
kada se proizvede Q) jedinica artikla. Ukupni troskovi proizvodnje prve dvije jedinice
artikla iznose 9508. Koliki su ukupni troskovi proizvodnje prvih 5 jedinica artikla?

Rjesenje. Znamo da je funkcija grani¢nih troskova ustvari izvod funkcije ukup-
nih troskova, tj.

T'(Q) = 3Q* — 60Q + 500,
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5. Integralni rac¢un

pa je
T(Q) = / T'(Q)dQ = / (3Q% — 60Q + 500) dQ

3 2
= 3-%—60-%+500Q+C

= Q3 —-30Q%+500Q +C

za neku konstantu C. Vrijednost konstante C' mozemo odrediti iz ¢injenice da je
T (2) = 950. Naime,

950 =23 —-30-22+500-2+C = C = 62.

Dakle,
T(Q) = @ —30Q* + 500Q + 62,

pa ukupni trogkovi proizvodnje prvih 5 jedinica artikla iznose
T(5)=5>—30-52+500-5+62=1937 ($). &

Napomena 5.1 Pri izracunavanju neodredenog integrala obavezno se mora izracu-
nati integralna konstanta C, jer bi se u suprotnom dobilo beskonaéno mnogo rezul-
tujucih ekonomskih funkcija. To se postize pomocu pocetnih uvjeta koje mora zado-
voljiti traZena ekonomska funkcija kako bi ona, dakle, bila jednoznatno odredena.

Metod smjene

Napomenuli smo da se metodom direktne integracije mogu rijesiti samo neki jed-
nostavniji integrali. Zbog toga je potrebno poznavati i neke druge metode. Jedan
od njih je metod smjene. Ovim metodom mi zamjenjujemo dio podintegralne
funkcije nekom novom varijablom. Pri tome nema smisla samo staru varijablu za-
mijeniti novom. Nakon toga se i diferencijal stare varijable mora izraziti pomoc¢u
diferencijala nove varijable. U novom integralu smije da se pojavi samo nova va-
rijabla, a stara se ne smije pojaviti ni u kom obliku. Ukoliko je smjena uspjesna,
dati integral se svede na jedan ili vige tabli¢nih integrala i onda odredimo primi-
tivnu funkciju. Na kraju moramo vratiti staru varijablu koristec¢i se polaznom
smjenom.

Metod smjene moze se zorno prikazati na sljede¢i nagin:

[rwar = | Fip=on =t D= g wa-
= ..=h({t)+C=h(g'z)+C.
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5.1 Neodredeni integral

Primjer 5.4 Izracunati sljedece integrale:
1
2 1d b 3z=1q / —dz.
a)/\/ x + ldz, )/e x, c) o

Rjesenje. a) Potkorjenu funkciju zamijenimo novom varijablom:

S:2c+1=t"=t=\2z+1
d(2z +1) = d (?) = 2dz = 2tdt = dx = tdt

/\/ 2z + 1dz

3 2x 4 1)
= /t2dt:t3+02(3)+0.

b) Eksponent podintegralne funkcije zamijenimo novom varijablom:

BSr—1g, — S:3r—1=t
T | d(Bz—1)=dt = 3dz = dt = dx = 1dt
1 1 1 1
— U, 24 — — gy ot _ = 3x-1
= /e 3dt 3/ealt 3¢ +C 3¢ +C.

1
c¢) Dati integral nas podsje¢a na tabliéni /
1+ a2

na¢i odgovarajucu smjenu da se zaista svede na ovaj tabli¢ni:

1
= | ——.2
/4t2+4 di

1 1 1 1 T

dx = arctgx + C, pa treba

1 S:(:B2:4t2:>)x:2t:>t:§
———dz = 2
2+ 4 dr = d(2t) = 2dt

Primjer 5.5 Izracunati sljedece integrale:

Xz 2 1
—d b —d —dx.
o) [ et W feetan o) [

Rjesenje. a) Uocimo da se izraz xzdxr moze dobiti pomoéu diferencijala izraza
x? 4+ 1, Sto nam nagovjestava smjenu koju je potrebno izvrsiti pod nintegralom:

S:ax?+1=2=t=Va2+1
d(z? +1) =d(t?) = 2zde = 2tdt = xdz = tdt

tdt
= :/1dt:t+C:\/a:2+1+C’.

t

/mda:
Va2 +1
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5. Integralni rac¢un

b) Sli¢no kao u dijelu a):

%y = 2 (zdx) = S
ze T = € rar) = d(—xQ):dt:>—2mdx:dt:>$dx:—%dt

1 1 1 1 2
= t- —_— = —— t = —— t = __eZ
= /e ( 2dt> 2/edt 26 +C 26 + C.

c¢) Dati integral nas podsjeca na tabli¢ni integral / dr = arcsinz 4 C,

1
V1— 22
pa treba naéi odgovarajucu smjenu da se zaista i svede na ovaj tabli¢ni integral:
S : (x2:5t2:>)x:\/5t:>t: 3”5

dx = \/5dt

E

/ \/51_7@156
/\/E)lwx/gdt = /ﬁdt

T
= arcsint+C =arcsin[ — | + C.
(ﬁ) &

Primjeri primjene u ekonomiji

Primjer 5.6 (Prihodi od prodaje) Vrijednost neke nove industrijske magine
opada brzinom koja se mijenja s vremenom. Kada je masina stara t godina, brzi-
na promgjene njene vrijednosti je —720e”5 dolara po godini. Ako je nova masina
kupljena za 60008, koliko ¢e ona wrijediti 10 godina kasnije?

Rjesenje. Kako je brzina opadanja vrijednosti masine f’(¢) = —72067%, onda
njena vrijednost ¢ godina nakon §to je proizvedena iznosi

B , . i S:—%:u
F) = /f(t)dt— 720/6 5dt_'d(—é)zdui—‘?:duédt:—5du

= 720 / e (—5du) = 3600e* + C = 3600e ™5 + C.

Buduéi da vrijednost nove magine, dakle u vremenu ¢ = 0, iznosi f (0) = 6000 ($),
to je
0
6000 = 3600e™ 5 + C' = 3600 + C' = C' = 2400.

Dakle, vrijednost masine ¢ godina nakon $to je proizvedena je f(t) = 3600e5 +
2400 ($). Tako ¢e vrijednost masine kupljene za 6000$ nakon 10 godina biti

£(10) = 360065 -+ 2400 = 3600e "2 + 2400 = 2887.21 ($). &
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5.1 Neodredeni integral

Primjer 5.7 (Graniéni i ukupni prihodi) Zadana je funkcija granicnih pri-
hoda
2Q +1

Q+5°
Ako je ukupni prihod 16 na nivou proizvodnje 5, odrediti funkciju ukupnih prihoda.

GP(Q) =

Rjesenje. Kako je GP(Q) = P'(Q), to je

[~ foraua- |21

S:Q+5=t=Q=t—5
d(Q+5)=dQ =dt

_ /2<t—5>+1dt:/ 2 D=2 [1a-9 [ a
¢ t ot t

= 2t—9In[t|+C=2Q+10—-9In|Q + 5|+ C.

P(Q)

Iz ¢injenice P (5) = 16 i dobijenog integrala slijedi
16 =2-5+10—91In|5+ 5| + C,
odakle je C' = 91In 10 — 4. Dakle, trazena funkcija ukupnih prihoda je

P(Q)=2Q+10-9In|Q+5|+5n10 — 4. &

Metod parcijalne integracije

Promatrajmo proizvod dvije funkcije

u(z)v(z),

pri éemu su obje funkcije, i u(z) i v (x), diferencijabilne na nekom intervalu I,
a njihovi izvodi integrabilne funkcije na I. Prema pravilu diferencijala proizvoda
dvije funkcije (v. Napomenu 3.2 c)), imamo

du(x)v ()] =v(z)du(xz) 4+ u(z)dv(x).

Integracijom posljednje jednakosti, dobijamo

/d[u(a:)v(a:)]:/v(x)du(x)—i—/u(x)dv(x),
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5. Integralni rac¢un

odnosno, koriste¢i osobinu 3. neodredenog integrala,

u(a:)v(a:):/v(x)du($)+/u(a:)dv(a:).

Odavde je
/u(:c)dv(m) =u(x)v(x) —/v(m)du(w)

/ wdv = ww — / v, (5.3)

Na ovaj nacin se integral na lijevoj strani u (5.3) svodi na rijeseni dio (uv) i
nerijeseni dio ([ wvdu), tj. on je samo dijelom (parcijalno) rijesen, pa se ovakav
metod izracunavanja neodredenog integrala zove metod parcijalne integracije.

ili skraéeno

Napomena 5.2 Vazno je uociti neke vrlo bitne ¢injenice vezane za metod parci-
jalne integracije. Naime, ovaj metod moZze biti vrlo uspjesno primijenjen za izracu-
navanje veteg broja neodredenih integrala oblika

[ @@

ali to ce bitt samo ako:

1. nerijeseni dio ([ vdu) je jednostavniji integral od polaznog ([ udv),

2. izbor izraza u i dv u okviru proizvoda f (x) g (z) dx (buduéi da tih izbora cesto
ima vise od jednog) mora biti takav da je relativno jednostavno moguée izracunati
funkciju v.

Metod parcijalne integracije se sigurno uspjesno primjenjuje u sljede¢im tipovima
integrala:

/Pn (x) eamdx,/Pn (x) 1Il$dl‘,/Pn (x) sinazdm,/eax sin bz, (5.4)

gdje je P, (z) = apa™ + ... + a1z + ap, tj. polinom stepena n po varijabli x.
Pokazimo kako se to radi u slucaju prva dva integrala.

U slucaju integrala [ P, (z) e**dz postupamo ovako (vazan je izbor izraza u i
dv):

u=P,(z) = du= P, (x)dx = Qn_1(z)dx

e
dvzeamdxivzfeaxd:v: —_—
a

/ P, (z)e®dx =

=" —P, (z)e™ — clz/Qn_l (x) e dx.
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5.1 Neodredeni integral

Ovdje je P! (x) = Q-1 (x) polinom stepena n — 1, tako da je nerijeseni dio
(] Qn—1(z) e**dz) integral koji je jednostavniji od polaznog i rjesava se na isti
nacin, tj. primjenom metoda parcijalne integracije po istom principu. Postupak
izvodimo sve dok se polinom u nerijesenom dijelu integrala ne svede na konstantu.

Primjer 5.8 Izracunati integral /1‘26_3xdl‘.

Rjesenje. Primjenom opisanog postupka, imamo

9 3y u=22= du=2zxdz
e dx = _a3p _3y o—3
dv=c¢e dﬂs:>v:fe dr = —

3
2 ,-3x -3z
- T —/ € - 2xdx
3 3

2 —3x 2
- _re —|—/$e_3xd3:

3 3
B u=x=du=dx
| dv=edr = v = [ e 3%dx = —e;)M

x2€—3$ 2 x6—3$ 6—333

= - (- — [ (- d
) )
3

_ _xze_gx B 273" . 2 /6_3xd$
9 9
_ :626—31 2x€—3:p N g 6—332 LC
B 3 9 9 3
1
= -5 (922 + 63 +2) e +C. &

Pri rjesavanju integrala [ P, (z)lnzdz postupamo ovako:

u:lnm:du:%dx
/Pn(x)ln:ndx = ’ dv= P, (z)dz =v= [P, (z)dr = Qny1 () '

1
— Qua @~ [ Qo (o) do
Ovdje je Qpn+1 () polinom stepena n+1 po varijabli z, ali je podintegralna funkcija

u nerijesenom dijelu Qp41 () - %, dakle, ne sadrzi vige izraz Inz, pa se integral
svodi na zbir tablicnih integrala.

Primjer 5.9 Izracunati integral / In xdx.
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5. Integralni rac¢un

Rjesenje. Prema opisanom postupku, budué¢i da imamo samo jednu moguénost
izbora za u i dv, dati integral izracunavamo na sljede¢i nacin:
u=Inzr=du= _dr

/lnxdm - dv=dr=v==2x

= wlnw—/m-ldaj:mlnm—/ldm
z

= zgzlhnz—z+C. &

1

U slucaju treceg i Cetvrtog ntegrala iz (5.4) postupamo kao i u slucaju prvog
integrala iz te skupine.

Primjer 5.10 Izracunati integral /:c sin zdx.
Rjesenje. Postupajuéi kao u slucaju integrala u Primjeru 5.8, imamo

. u=x=du=dx
rsinxzdr = .
dv = sinxdx = v = —coszx

= —wcosa:—/(—cosx)d:nz—:rcos:n+/cos:rd33
= —xcosr+sinz+C. &

Primjeri primjene u ekonomiji

Primjer 5.11 (Ukupna dobit) Zadana je funkcija graniénih troskova i funkcija
potraznje:
1 ) 1—p
GT(Q) = (2Q +1)e? — o
gdje je p cijena, a Q kolicina proizvodnje. Ako su ukupni troskovi po jedinici
proizvodnje 3, izvesti funkciju dobiti.

Rjesenje. Funkcija ukupne dobiti je D (Q) = P (Q)—T (Q), tj. tazlika ukupnih
prihoda i ukupnih trogskova. Odredimo prvo funkciju ukupnih troskova. Kako je
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5.1 Neodredeni integral

GT (Q) =T (Q), imamo (primjenom metoda parcijalne integracije)
1

@
-1

= /(2Q+1)6QdQ—/Q‘2dQ=/(2Q+1)€QdQ_—1

T(Q) = /T’(Q)dcz:/[(zczﬂ)e@? ]d@

B 0 1 63)| u=2Q+1= du=2dQ
_ /(2Q+1)e W@+ 5= | dg oy — o0
= (2Q+1)6Q—2/6Qdc2+612

1
= (2Q+1)e? — 29+ = 4+ C.
Q
Iz pocetnog uvjeta T (1) = 3 slijedi
1 1, 1
3=(2-1+1)e —2e¢ —1—1—&—0,

odakle je C' = 2 — e, pa je funkcija ukupnih troskova
1
T(Q) = (2Q+1)6Q—26Q+§+2—e.

Iz funkcije potraznje dobije se da je

te je funkcija ukupnih prihoda
P(Q)=Qp(Q)=Q(1-4Q) = Q —4Q".
Konaé¢no je funkcija ukupne dobiti
D@ = P@Q-TQ=Q-1¢*~ |2Q+1e?-2%+ 52—

— Q—4Q2—(2Q+1)6Q+26Q—22—24—6. L

Primjer 5.12 (Radna efikasnost) Nakon t sati rada radnik u nekoj tvornici
ima brzinu promjene produktivnosti 100te= jedinica nekog artikla po satu. Ko-
liko jedinica artikla moZe taj radnik proizvesti u prva 4 sata ako u prva 2 sata rada
proizvede 50e™ 1 jedinica artikla?
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5. Integralni rac¢un

Rjesenje. Poznat nam je podatak Q' (t) = 100te~%*t, odakle je

Q(t) = / Q' (t)dt =100 / te 05t

Primjenom metoda parcijalne integracije, dobijamo

Q) = 100/t6_0'5tdt = | o= o 0By sy 0

—0.5
— 100  —2te 05t — / <N
—0.5
= 100 (—2te‘0'5t+2 / e‘o'5tdt>

= —200te "% + e 0%t L ¢

u=1t=du=dt '

—0.5
= —200te 05 — 4705 4 (.

Iz podatka Q (2) = 50e~! imamo
50e !t = —200-2e ' —4e ' + C,
odakle je C' = 454e~1, paje Q (t) = —200te™ "% — 4e =03 4 454¢ 1. Tako dobijemo
Q(4) = —200-4e™? — de 2 + 454e ™ = —804e ™2 + 454e ™!,

sto predstavlja koli¢inu proizvedenih jedinica artikla koji taj radnik proizvede u
prva Cetiri sata rada. o

Integracija racionalnih funkcija

Funkciju oblika
Py (z)  apa” + ...+ a1w +ag
Qm () bpx™ + ...+ bz + by

nazivamo razlomljenom racionalnom funkcijom. Ako je n > m, za funkciju (5.5)
kazemo da je neprava razlomljena funkcija, a ako je n < m, za funkciju (5.5)
kazemo da je prava razlomljena funkcija. Svaka se neprava razlomljena funkcija,
dijeljenjem polinoma iz brojnika polinomom iz nazivnika, moZze svesti na zbir nekog
polinoma i prave racionalne funkcije, tj.

(5.5)




5.1 Neodredeni integral

gdje su R (x) i Sk (z) polinomi i k < n. Tako se neprava racionalna funkcija

3zt — 22245
2—x+1

)

nakon dijeljenja polinoma 3z% — 222 + 5 polinomom 2 — z + 1, svodi na oblik

3zt — 222 +5
2 —xr+1

9 —5x + 7
=3z° 4+ 3z 2+m2_$+1.
Treba li na¢i neodredeni integral neprave razlomljene racionalne funkcije, onda se
on svodi na ra¢unanje integrala polinoma ($to je zbir tabli¢nih integrala) i integrala
prave razlomljene funkcije. Zbog toga se moramo posebno posvetiti upravo racu-
nanju ovog integrala prave razlomljene racionalne funkcije. Njega je moguce svesti
na zbir jednostavnijih integrala nakon §to pravu razlomljenu funkciju rastavimo na
zbir prostih (parcijalnih) razlomaka. Naime, prvo se polinom iz nazivnika, Q,, (x),
rastavi na proste faktore oblika

(x —a)"™ (n1 €N,a €R) - linearne,
ili l
(:E2 + px + q) ', (l1 eN,a,p,ge R, p?—4q < 0) - kvadratne.
Svakom od faktora (z — a)™ pridruzimo funkciju oblika

Al + Ay + + Anl
r—a (zr—a)P T (x—a)"™’

a svakom od faktora (x2 + pzr + q)l1 pridruzimo funkciju oblika

Mix + N1 Msx + Ny Mlll'—l—Nll
P4prtg (2+pr+q® (P tprtq

Pri tome su A, Ag, ..., An,, M1, N1, ..., M;,, N;, koeficijenti koje treba odrediti.
Postoje razli¢iti pristupi u izracunavanju ovih koeficijenata. Jedan je da uvrstimo
onoliko razli¢itih vrijednosti varijable x koliko imamo i koeficijenata, te onda ri-
jesimo odgovarajuci sistem linearnih algebarskih jednadzbi. Dobro je koristiti i
neke olaksice u tom izracunavanju kako bi se proces $to vise pojednostavio i ubrzao.
Tlustrirat ¢emo to sljede¢im primjerom.

322 —2x+5
(x4 1) (22 4+ 1)

Primjer 5.13 Funkciju rastaviti na zbir prostih (parcijalnih) ra-

zlomaka.

255



5. Integralni rac¢un

Rjesenje. Uocimo da je nazivnik date prave razlomljene funkcije rastavljen na
proste faktore. Zbog toga imamo sljedeci razvoj

3332*23’5+5 Aq Ay Mix + N¢

= +
(z+1)7@=2+1) 2+l (z+1)7° 22+1

Nakon mnozenja s (z + 1)2, dobijamo

322 —2x+5 Mix + N,

I = Ay (z+1)+ Ay + o (z+1)2. (5.6)
Za x = —1, imamo Ay = 5. Ako uzmemo z = 0, iz jednakosti (5.6) dobijamo
5=A1+5+ Ny,
odnosno
A; = —Njy. (5.7)
Uvrstavanjem vrijednosti x = 1 u (5.6), imamo
304, 154 TNy

2

a zbog (5.7) dobije se M; = —1. Konac¢no, uvrstavanjem = = 2 u (5.6), dobijamo

13 -2+ Ny
— =34 54 ———-9
5 1+9o+ 5 ,
odnosno
6 =1541 + 9Ny,

sto zajedno sa (5.7) daje
A =1,N, = —1.

Prema tome, vrijedi

3z —2z+5 1 L5 x4+ 1
(m+1)2(:c2+1) z+1 (x+1)2 2+ 1

&

Kako se, dakle, svaka prava razlomljena racionalna funkcija moze izraziti kao zbir
parcijalnih razlomaka oblika

A Mz + N
(z—a)" (22 +pz +q)F

(k=1,2,..),
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5.1 Neodredeni integral

gdje su A, M, N konstante, a p,q € R za koje vrijedi p?> — 4¢ < 0, onda se i
integral te funkcije moze izraziti kao zbir integrala s podintegralnim funkcijama
oblika gornjih parcijalnih razlomaka. Pokazimo sada kako se racunaju ti integrali.
Prvi od njih se ra¢una posebno za k = 1, a posebno za k > 1:

A 1
/ de = ]S:x—a:t:dx:dt\:A/tdt

r—a

Aln|t|+C = Aln|z —a| + C, (5.8)

A 1
/daz = |S:xa:t:dx:dﬂzA/tkdt:A/t_kdt

Atk A 1
= —k+1+021—k'(x—a)’“‘1+0' (5.9)

Za drugi od njih pokazat ¢emo samo kako se racuna integral u slucaju k£ = 1.
Za k > 1 ractunanje se izvodi analogno. Kao prvo, napigimo kvadratni trinom
22 + px 4 g u tzv. kanonskom obliku:

2 2

2 _ 2)2_11 :( 8)2 dg—p
T +pr—+q <x+2 4+q m+2 + 1

4g — 2
Buduéi da je 4¢ — p? > 0, mozemo smatrati da je 4 1 b_ a?, za neko a > 0.

Sada je
Mx+ N / Mx+ N S:x{-gzatét:%‘urp
—  dxr = [ —, 17— 2 2a
2 +pxr+q (z+2)* +a? d(z+5%) =d(at) = dz = adt
B /M(at—g)+th_M 2tdt+N—M’2’/ 1
B a?t? + a? 20 ) t2+1 a? 241
M [(#+1) N-M?
= — [ Lat+———2arctgt
2a t2+1 T ate
P
2

M N-—-M
= Cn(2+41)+ 2 arctgt+C,
2a a

te preostaje samo vratiti varijablu z.

32 -2 +5
i
(z+1)° (@2 + 1)

Primjer 5.14 Izraéunati/
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5. Integralni rac¢un

Rjesenje. Na osnovu Primjera 5.13 te (5.8) i (5.9), imamo

322 — 2245 1 1 1
/ TR :/ dm+5/2dac—/$2+dm
(z+1)" (= +1) z+1 (z+1) 22 + 1
5 1 ([ 2a 1
=1 |- —— = [ " —da— d
nlz+1| z+1 2/x2+1$ /$2+1x

5 1 24+1)
= Injz+1 - —— /(w)dz—arctgsc

z+1 2] 22+1
5 1
= 1n|$+1|—m—§ln($2+1)—arCtg$+C *

Integracija nekih iracionalnih funkcija

Tako su integrali s iracionalnim funkcijama znatno rjedi u primjenama na ekonom-
skim funkcijama, ipak ¢emo se nakratko osvrnuti na neke tipove takvih integrala.

mx +n

I) Integral oblika /
Vazr? +bx + ¢

dz (a #0)

Ovakav integral rjesava se na slican nacin kao i integrali oblika

mx +n

2
mdw(a#(),b —4CZC<O),

a koji smo razmatrali u prethodnoj podsekciji (predstavljanjem kvadratnog tri-
noma u tzv. kanonskom obliku). U slucéaju a > 0 svodi se na tabliéni integral

oblika / ! / ! d
—_— —dz.
V2 +a? V1—22

dz, a uslucaju a < 0 svodi se na tabli¢ni integral

. 2z 4+ 1 2x — 8
Primjer 5.15 Izracunati integrale: a /dx, b /dx.
J g / Va2 +2r+5 / V1—x— 22
Rjesenje. a) Kvadratni trinom 22 + 2x + 5 predstavimo u kanonskom obliku:

2422 +5=(z+1)°+4,
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5.1 Neodredeni integral

pa imamo
2 1 2 1
2$+ = / T de=|S:z+1=1t=de=di
VR T fet1)?+4
B 2t-1)+1 2t — 1
- \/ﬁ—+4 vfgggf

7t | e
:2/2(15;7) ~n (¢4 V2 +4)
- 2/d<m>—ln(t+m>
2V/E+4-In (t+ V2 +4) +C.
= 2Va? 42045 -In(z+1+ Va2 + 20 +5) +C

b) Analogno prethodnom sluc¢aju imamo

2z — 8§ :/ 2 — 8 Siz+i=Ptot=124
V1—x— 22 /7_ $+ da:z%dt
2. 5=l _ g
_/ idt

¢7 V5 V5

f\/i 2 /f\/; 2dt

—\/5/dt—9/dt

21 — ¢2 V1—t?
1—+¢2)

= —\/E/Hdt—Qarcsint

= —\[/ 1—152 — 9arcsint

= —\f\/l—t2—9arcsmt+0
= —2\/1—x—x2—9arcsin(2f/tl>+C [ )

dz
) Vax? +bx +c
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5. Integralni rac¢un

Integral se rjesava uvodenjem smjene mx +n = n i svodi na integral oblika I).

dz
(x+1)VaZ 42z

Rjesenje. Prema navedenoj uputi, imamo

Primjer 5.16 [zracunati integral: /

a;+1—f:>a:—17

t=
do=d (1) = —7%dt

B / t2dt _ _/ dt _ _/ dt
(1 t 49l B ; /172t+t22+2t72t2 B V1—t?
i

= —arcsmt—i—C——arcsm( >+C’ &

IIT) Integral oblika /R z, " am+[37x7n oszrﬁ’m’n az + B .
’}/$+(5 7;54-5 ,Y:L,_|_5

Ovdje R oznacava podintegralnu funkciju koja je razlomljena racionalna u
odnosu na izraze koji se pojavljuju u zagradi. Integral se rjesava uvodenjem smjene

+ ‘

dz
/ (x+1)Va? + 2z

Joz+ 8
vy + 0’

gdje je n najmanji zajednicki sadrzalac brojeva ni,no, ...,ng. Na taj nacin integral
se svede na integral racionalne funkcije.

Primjer 5.17 Izratunati integral: 1 = /
x

Rjesenje. Posto je NZS (2,3) = 6, onda treba uvesti smjenu t = ¥/z:
— _ 46 t3 _ t2
S:it= fﬁx5t _ 654t
dz = d (t°) = 6tdt 3+ 2
tT(t—1 6 45
o[, i,
t2(t+1) t+1

p)
= 6/ -2t 422 — 22 42U -2+ —— ) dt
t+1

-

o 12 12 12 12
= 66— — 24—t 43
6 5 "1 gttt
12
_ a:—gx/ﬁx5—|—3\/3x2—4\/5—1—6\3/5—12%—1—12111}{"’/5—1—1‘+C. &

—12t+ 12t + 1|+ C
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5.1 Neodredeni integral

Primjer primjene u ekonomiji

Primjer 5.18 (Ukupni troskovi) Poznato je da su graniéni troskovi proizvodnge

neke robe GT (Q) = m

jedinica te robe. Ako su ukupni troskovi na nivou proizvodnje 2 jedinice robe In 16
dolara, koliki su ukupni troskovi proizvodnje prvih 8 jedinica robe?

dolara po jedinici robe kada se proizvede @)

Rjesenje. Prema (5.2) imamo

. R Q
r@)- [er@iw- [ e - [ arig e

Razlomljenu racionalnu funkciju razvijmo u zbir prostih (parci-
@ @12 (
jalnih) razlomaka:
Q A . B
@+D(@+2) (@+1) (@Q+2)

odakle je
RQ=AQ+2)+B((Q+1).

Odavde imamo
Q=-1=>-1=A4

Q=-2=-2=—-B= B=2,
pa je

Q s S
QR+1)(Q+2 Q+1 Q+2

Prema tome,

_ Q _ —1 2
Q) = /(Q+1)(Q+2)dQ_/(Q+1)dQ+/(Q+2)dQ
= —In(@+1)+2In(Q+2)+C.

Koristeci uvjet zadatka prema kojem je T'(2) = In 16, dobijamo
Inl6 =—In3+2In4+C,
odnosno C' = In 3. Funkcija ukupnih troskova proizvodnje robe je oblika

T(Q)=-In(Q+1)+2In(Q +2)+1n3,
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5. Integralni rac¢un

te je

T®) = —In9+2n10+m3=—2In3+1In100+ In3
= In100—In3 ($). &

e} (¢] (¢]

Zadaci za samostalan rad
Izracunati sljedece integrale (1-9):

3.2 r—1 2z
2/ 22 5:c—|—7dx7 C)/s +2 i

1. a) /\/5(:1?2—2) dz, b)/ NG 12¢

1
2. a) /$\5/$2%d$, b)/thwdax, c) /2da:.

sin® x cos?
- 1
3. a) /6_2x+5d£ﬂ, b) 6x—7d:13, c) /2d$
V3x?2 —Te+5 20° +3
4. a) /%dx b) /:U3 (ac2+1)37dx c) /Ide
- a) [ ’ N
5. a) /:ceg”dx, b) /(3—4x) e**dx, c) /mlnx.
Inx xe®
6. ?Inxd b —-d —dx.
a)/a:nxw, )/x2w, c)/mx

xdx (2% +1) da dx
[ /332—3a:+2’ b) /3:34—2332—333’ C)/(:C2—|—1)(m2—4)'

8. a) (2z — 3)dx b) (3x +2)dx
’ Va2 =2z +3 -3 —x? -4z

dx Vi
- a)/(ﬂc—i—Q)\/M’ 0 [ A

10. Zadana je funkcija granicnih troskova GT (Q) = 5Qe® ! i funkcija potraznje
Q (p) = 5e=? — 20, gdje je Q kolicina proizvodnje, a p cijena. Ako su fiksni
troskovi F'T' = 15, izvesti funkciju ukupne dobiti.
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5.2 Odredeni integral

11. Zadana je funkcija grani¢nih prihoda
201
CR+2

Ako je ukupni prihod 20 na nivou proizvodnje 8 jedinica artikla, odrediti
funkciju ukupnih prihoda.

GP(Q)

12. Zadane su funkcije graniénih trogkova GT(Q) = 5Q* + 2 +

T i prihoda
P(Q) = 3Q + 1. Izvesti funkciju dobiti D(Q) ako je T'(0) = 2.

13. Zadana je funkcija grani¢nih prihoda GP (Q) = QIn(Q + 1), kao funkcija
proizvodnje . Ako su trogkovi po jedinici proizvodnje 10, a fiksni troskovi
2, izvesti funkciju ukupne dobiti.

5.2 Odredeni integral
5.2.1 Pojam odredenog integrala

Pretpostavimo da znamo brzinu f (z) = o kojom se odredena veli¢ina F' mijenja
x

i da zelimo pronagci iznos za koji ¢e se veli¢ina F' promijeniti izmedu x = a i x = b.
Prvo bismo, naravno, pronasli F' integracijom i onda izracunali razliku

F(b)— F(a).
Dobijeni numericki rezultat se naziva odredenim integralom funkcije f i oznacava
b
se simbolicki kao / f(z)dz. Tako pojam odredenog integrala mozemo iskazati

a
sljedetom definicijom.

Definicija 5.3 Odredeni integral funkcije f od a do b je razlika

b
[f@ds=F®)-F,

gdje je F' primitivna funkcija funkcije f. Drugim rije¢ima, odredeni integral je
neto promjena u primitivnoj funkciji izmedu x = a i x = b.
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5. Integralni rac¢un

b
Simbol /f (x) dzx ¢itamo kao ”integral funkcije f od @ do b”. Brojeve a i b nazivamo
a

granicama integracije (a je donja, a b gornja granica integracije).

Dio matematicke analize koji se bavi izra¢unavanjem neodredenih i odredenih
integrala naziva se integralnim rac¢unom.

Uobicajeno je da se pri izracunavanju odredenih integrala koristi simbol F' ()|
koji oznacava razliku F (b) — F (a), te se pise

b
a

b
/f(x)dx: F@) = F ) —F(a). (5.10)

Formula (5.10) se naziva Newton! -Leibnitzovom? formulom ili osnovnom formulom
integralnog racuna.

Navedimo neke prakti¢ne probleme koji uklju¢uju neto promjenu ¢ija su rjesenja
odredeni integrali.

Primjer 5.19 (Od graniénih do ukupnih troskova) U odredenoj tvornici
granitni troskovi su 3 (Q — 4)2 dolara po jedinici proizvodnje na mivou proizvod-
nje @ jedinica. Za koliko ¢e se povecati ukupni troskovi ako se nivo proizvodnje
podigne sa 6 jedinica na 10 jedinica?

Rjesenje. Ocito je da e, prema definiciji odredenog integrala, trazena prom-
jena (porast) ukupnih troskova kad se nivo proizvodnje podigne sa 6 jedinica na
10 jedinica biti

10 10
T0)-7(0) - [6T@de- [3@-17dQ
6 6
- [(Q —4)3+CH;0 - [(10—4)%0} - [(1()—6)3 +C
= (216+C)— (8+C) =208
dolara. &

Napomena 5.3 Uocimo da se konstanta C pojavila u oba izraza, F (b) i F (a),
te da je bila eliminirana pri oduzimanju. To ce se uvijek dogadati kod odredenog
integrala, tako da se konstanta C jednostavno izostavlja pri pisanju primitivne

funkcije F.

'Isaac Newton, engleski matematicar, 1642-1727.
2@. Leibnitz, njemacki matematicar, 1646-1716.
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5.2 Odredeni integral

Primjer 5.20 (Investicije i akumuliranje kapitala) Pretpostavimo da je tok
neto investicija dat sa I (t) = 23/t (hiljada dolara za godinu). Koliko ce biti aku-
muliranje kapitala v vremenskom razdoblju izmedu kraja prve i kraja osme godine?

Rjesenje. Podsjetimo se da je akumuliranje kapitala ustvari proces uvetavanja
datog kapitala u datom vremenskom periodu, pa je on funkcija vremena t, u oznaci
K (t). Stopa (odnosno brzina) akumulacije kapitala je, naravno, data kao izvod
funkcije K (t), tj. —. No, stopa akumulacije kapitala u nekom vremenu ¢ identicki

je jednaka stopi (brzini) neto investicija I (t), tj.

dK

odakle je

8 8 8 4
K@) -K(@1) = /I(t)dt:/2{”/idt:2/t§dt:2-tj
3

1 1

hiljada dolara. &

Napomena 5.4 Na osnovu prethodnog primjera lahko je zakljuciti da se koli¢ina
akumuliranog kapitala u vremenu t, mjereno od prvog dana, za bilo koju neto in-
vesticiju I (t), moZe izraziti pomoéu odredenog integrala na sljede¢i nacin:

/I(t)dt: K@)y =K (t)— K(0).
0

Odavde je

tj. kolicina kapitala u bilo kojem vremenu t jednaka je zbiru pocetnog kapitala i
ukupno akumuliranog kapitala do tog vremena.
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5. Integralni rac¢un

Napomena 5.5 Istaknimo da se u modeliranju cesto spominje i pojam bruto
investicija, koju obitno oznatavamo sa I, = I, (t). Veza izmedu bruto i neto
1nvesticija data je jednadzbom

I, =1+ K,

gdje 0 oznacava stopu deprecijacije kapitala, a K stopu zamjene investicija.

Navedimo sada osnovne osobine odredenog integrala.

1. Multiplikativna konstanta k se moze izvuci ispred odredenog integrala:
b b
/k‘f(x)dm = k‘/f(m)d:c.
a a

2. Odredeni integral zbira (razlike) dviju realnih funkcija jednak je zbiru (ra-
zlici) odredenih integrala tih funkcija:

b b

/[f($)ig(m)]dx:/bf(:n)dmi/g(m)dx.

a a

3. Ako se donja i gornja granica integrala podudaraju, odredeni integral je
jednak nuli,

/ f(z)dx = 0.
a
4. Ako granice integracije zamijene mjesta, odredeni integral mijenja predznak:

b

/f(:c)dm——jf(x)dx.
b

a

5. Za bilo koja tri broja a,b i ¢ iz definicionog podrucja podintegralne funkcije
f vrijedi
b b

/f($)d$:/cf(x)dx+/f(:v)daz.

a c
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5.2 Odredeni integral

5.2.2 Metodi izracunavanja odredenog integrala

Ovdje éemo pokazati kako se izvode dva metoda koja se najcesée koriste pri izracu-
navanju odredenog integrala, metod smjene i metod parcijalne integracije. Oni
se izvode po istim principima kao i kod neodredenog integrala, samo §to kod
odredenog integrala pri tome moramo voditi ra¢una i o granicama novih integrala.

Metod smjene
b

Pretpostavimo da u integralu / f (z) dz zelimo varijablu x zamijeniti sa = = g ().

a
Naravno, pri tome smatramo da je funkcija f neprekidna na inetrvalu [a, b] i da je

funkcija g, kao i njen izvod ¢, te funkcija f (g (t)) neprekidne na intervalu [, 3],
gdje je a =g (a),b=g(B). Tada vrijedi

b B
/ f (z) dz = / fla(t)d (&)

Dakle, metod smjene kod odredenog integrala izvodi se po istom principu kao i kod
neodredenog integrala, uz razliku $to se ovdje prera¢unavaju i granice integriranja

b) /ln:z: -

Rjesenje. Upotrijebimo metod smjene u oba integrala.
a) Ovdje se prirodno namec¢e smjena 2 = t, jer je d (x2) = 2zdzx:

za novu varijablu.

V3
Primjer 5.21 Izratunati integrale: a) x,
0

521‘22t2>d($2) :dtéﬁdm:%dt
3 Prorat - .
/ T d reracunavanje gramca.4
T = V3 V3
1+t r=0202=t=t=0

0 S a2 = [ (dx) — [ (dt)

r=v32 (V3) =t=t=13 / /

v3 V3

1 1
=3 arctg V3 — 3 arctg 0

1/ dt )
= = = —arctgz
2) 1+2 7 2708

0

T

3

267



5. Integralni rac¢un

1
b) Smjena u ovom integralu je Inz = ¢, jer je d (Inz) = —dax:
x

l e
/nx = /lnw(ldx>
T
1

1
S:lnrx=t=d(lnz)=dt = —doe =dt
x

Prera¢unavanje granica:
s e 1
=1=hl=t=t=
v=1>hl=t=t=0 :>/(dx)—>/(dt)
r=e=lne=t=t=1 / ;

1

1

t2
= tdt =
frn=5

0

12 0 1
)
0o 2 2 )

Napomena 5.6 I[zracunavanje odredenog integrala pomocu smjene moZze se izvesti
i tako da u potpunosti izratunamo neodredeni integral (dakle, nakon vraéanja smje-
ne na pocetnu varijablu), a onda primijenimo osnovnu fomulu integralnog ra¢una
(5.10). Medutim, to je u najvecem broju slucajeva duZi put nego Sto smo to radili
u prethodnom primgjeru koristeti preracunavanje granica za novu varijablu.

Metod parcijalne integracije

Kao i kod neodredenog integrala i ovdje je metod parcijalne integracije zasnovan
na jednakosti

d (uwv) = udv + vdu.

Naime, ako pretpostavimo da su w i v diferencijabilne funkcije na intervalu [a, 8] i
da su natom intervalu izvodi v’ i v" neprekidne funkcije, tada imamo da je funkcija
wv primitivna funkcija funkcije w'v + uv’. Primjenom osnovne formule integralnog
racuna (5.10), imamo

b

)
a

b
/uv—i—uv de = (uv)

odnosno

b

)
a

b b
/vu'dw + /uv/dx = (uw)
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5.2 Odredeni integral

tj.
b b

/udv = (uv) '

- /vdu. (5.11)

a a

Formula (5.11) je poznata kao formula parcijalne integracije odredenog integrala.
Razlika u odnosu na istu formulu kod neodredenog integrala je u tome §to je neo-
dredeni integral zamijenjen odredenim i §to je izracunati dio integrala numericka

vrijednost
b
wo| =wu(b)v(b) —u(a)v(a)
2 2
Primjer 5.22 Izratunati integrale: a) /xe‘””dm, b) /m In(z+1)dx.

1

Rjesenje. U oba slucaja (kako smo to vidjeli kod neodredenog integrala) moze
se primijeniti metod parcijalne integracije.

2 2
e u=x=du=dx B o2 .
2) /me dx_’dv:e_‘”dxiv:—e_gc = (we )’2+/6 du
= —2e 24 (=2)e? — (e M)y = —2e2 - 26— (¢72 )
—3e72 — 2.
1
2 u=In(x+1)=du= +1dg:
b) /wln(m—i—l)dq;: w2
x
! d'U - $d$ =V = ?

2

2 2
—21113—71112—1 /x—ld:c—i—/ 1 dzx
2 z+1
1 1

1
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—21n3—11n2—1 §—2+ln(2+1) — 1—2—1+1n(1+1)
N 2 2 [\ 2 2
3 1

5.2.3 Primjena odredenog integrala u izracunavanju povrsine lika
u ravni

Postoji iznenadujuca veza izmedu odredenog integrala i geometrijskog koncepta
povrsine lika u ravni. Naime, ako je funkcija y = f (z) nenegativna i integrabilna
b

na [a,b], tj. f(z) > 0 za sve x € [a,b] i postoji odredeni integral /f (x) dz, tada

a
je povrsina krivolinijskog trapeza ograni¢enog: lukom krive y = f(z), pravima
x = a,x = b i intervalom [a, b] ose Oz, data sa

Slika I1
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5.2 Odredeni integral

U slucaju kada treba odrediti povrsinu ravnog lika izmedu lukova krivih y = f ()
iy=g(z), onda je (v. Sliku 12)

b
P=[1f@-g@]ds,

Slika 12

Primjer 5.23 Izracunati povrsinu ravnog lika ogranicenog linijama

Rjesenje. Buduéi da krivolinijski trapez ¢ija se povrsina trazi (v. Sliku I3)
nije ograni¢en odozgo istom krivom, onda je neophodno razdvojiti ga na uniju
dva trapeza od kojih je svaki ponaosob ograni¢en odozgo odgovarajutom Kkrivom.

1
Zbog toga je neophodno prvo odrediti apcisu presjec¢ne tacke krivih y =x iy = —,
x

rjeSavanjem sistema

odnosno jednadzbe
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odakle je x = +1. Iz uvjeta zadatka vidimo da u obzir dolazi samo x = 1. Prema
Slici 13, imamo, dakle, da je P = P; + P», gdje je

2

1
1
Plz/xdx i sz/daj.
T
0

Imamo
i 28 12 02 1
P = /xdm: =— - —=_
2|, 2 2 2
0
2
1
P, = /d:r:ln:rﬁ:an—lnl:an,
T
1
pa je
1
P=-+In2. &
2
y A
2 y=x
- 1.1)
I y=1/x
P1 P2
0 + ! + 1 + -
0 1 2 3
X
Slika I3

Primjer 5.24 [zracunati povrsinu ravnog lika ogranicenog linijama



5.2 Odredeni integral

Rjesenje. Odredimo tacke presjeka datih krivih (v. Sliku I4) rjesavanjem jed-
nadzbe

odnosno

22 (x—1)=0.
Odavde je z = 0 ili z = 1. Odgovarajuce presjetne tacke datih krivih su (0,0) i
(1,1). Primijetimo da, za 0 < x < 1, graf funkcije y = 23 lezi ispod grafa funkcije
y = 22. Zbog toga je trazena povrsina

Slika 14

5.2.4 Primjene odredenog integrala u ekonomiji

Vet smo vidjeli kako se odredeni integral moze primijeniti u slu¢aju izracunavanja
promjene ukupnih trogkova kada su poznati grani¢ni troskovi, kao i u sluc¢aju in-
vesticija i akumulacije kapitala. Sada ¢emo razmotriti jo§ neke aspekte primjene
odredenog integrala u biznisu i ekonomiji.

1. Neto viska dobiti

Pretpostavimo da ¢e nakon x godina od danas dva investicijska plana generirati
dobit brzinama G'D; (x) i GD2 (x) dolara po godini, respektivno, i da ée u sljede¢ih
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5. Integralni rac¢un

N godina brzina GDs (z) biti veta od brzine GD; (), kako je to ilustrirano na
Slici I5.

| viska
Tdobiti

S B
X

Slika I

Razlika G D3 (x) —G Dy (z) predstavlja brzinu kojom dobit generirana drugim planom
prekoracuje dobit generiranu prvim planom, a neto visak dobiti generiran drugim
planom u toku sljede¢ih N godina je odredeni integral ove stope promjene od x = 0
do x = N, tj.

N
Neto viska dobiti = / [GDs () — GD; (x)] dx.
0

Ovo se geometrijski interpretira kao povrsina lika izmedu krivih GDs (z) i GD; (x)
odz=0doxz=N.

Primjer 5.25 Pretpostavimo da ce u sljedetih x godina jedan investicijski plan
generirati dobit brzinom GD1(x) = 30 4+ 2 dolara godisnje, dok te drugi plan
generirati dobit brzinom GDs (z) = 170 + 4z dolara godisnje.

a) Koliko ¢e godina drugi plan biti profitabilniji od prvog?

b) Izracunati neto viska dobiti ako se investira u drugi plan umjesto u prvi za
vremenski period dobijen u dijelu a).

Rjesenje. Imamo situaciju analognu situaciji na Slici I5, prema kojoj je i ovdje

brzina GDs (x) kojom drugi plan generira dobit inicijalno ve¢a od brzine GD; (x)
kojom prvi plan generira dobit.
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5.2 Odredeni integral

a) Drugi plan ¢e biti profitabilniji sve dok ne bude GD; (x) = GDz (z), tj.
30 + 22 = 170 + 4z,

odnosno
z? — 4z — 140 = 0,
odakle je x = 14 (x = —10 ne dolazi u obzir, jer nema ekonomskog smisla). Dakle,
u prvih 14 godina ¢e drugi plan biti profitabilniji od prvog.
b) Za 0 < x < 14 brzina kojom dobit generirana drugim planom prekoracuje

prvi plan je GDy () — GD; (z) dolara po godini. Dakle, neto viska dobiti u toku
cetrnaestogodisnjeg perioda ako se investira u drugi plan je odredeni integral

14 14
/ [GDy (x) — GDq (z)]dx = / (170 + 42) — (30 + 2?)] da
0

0
14

= /(140+4a: —2?) dx
0

2 3
T T
= 140 4. — — —
< T+ 5 3>

2. Neto dobit od industrijske opreme

14

=1437.33 ($). &
0

Neto dobit koju stvara industrijska magina u toku nekog vremenskog perioda je
razlika izmedu brzine ukupnog prihoda koji ta magina ostvari i brzine ukupnih
trogskova poslovanja i servisiranja masine. U primjeru koji slijedu vidjet ¢emo da
se neto dobit masine izra¢unava kao odredeni integral i interpretira se kao povrsina
lika izmedu dvije krive.

Primjer 5.26 Pretpostavimo da, kad je x godina stara, industrijska masina generi-
ra prihod brzinom GP (z) = 5000 — 2022 dolara godisnje i stvara troskove koji se
akumuliragu brzinom GT (z) = 2000 + 1022 dolara godisnje.

a) Koliko je godina koristenje masine profitabilno?

b) Kolika je neto dobit koju stvara masina u vremenskom periodu dobijenom u
dijelu a)?

¢) Interpretirati neto dobit u dijelu b) kao povrsinu podrucja izmedu dvije krive.

Rjesenje. Promatrajmo Sliku I6 na kojoj su predstavljene krive y = GP () i
GT (z).
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5. Integralni rac¢un

5000 |

2000 t

Slika 16

a) Koristenje masine je profitabilno sve dok je brzina kojom se stvara ukupni
prihod veca od brzine akumulacije ukupnih troskova koje stvara ta masina, tj. sve
dok ne bude GP (z) = GT (x), odnosno

5000 — 2022 = 2000 + 1022,

odakle je z = 10 godina.

b) Razlika GP (x) — GT (z) predstavlja brzinu promjene neto dobiti u toku
prvih deset godina koju stvara masina. To implicira da je neto dobit u prvih deset
godina predstavljena odredenim integralom

10 10
/ [GP (z) — GT ()] dz = / [(5000 — 202%) — (2000 + 102%)] da
0 0

10

10
= / (3000 — 302%) dz = (3000 — 10z*) )O
0
= 20000 ($).

c¢) U geometrijskom smislu, neto dobit industrijske masine je jednaka povrsini
lika izmedu krivih y =GP (z) iy =GT (z) odz=0doz=10. &

276



5.2 Odredeni integral

3. Prosjeéna vrijednost ekonomske funkcije

Opéenito, za proizvoljnu neprekidnu funkciju f (z) na nekom intervalu [a, b],
definiramo njenu srednju (prosjeénu) vrijednost na tom intervalu formulom

1
Srednja vrijednost funkcije = - / f(z)dx
—a
[ustrirajmo primjenu formule prosjec¢ne vrijednosti na odredenoj ekonomskoj
funkciji.

Primjer 5.27 (Prosjetna akumulacija dobiti) Pretpostavimo da nam je ukupna
dobit data kao funkcija vremena t, koje se mjeri od sadasnjeq trenutka, u obliku

D(t)=(t+ 1)Vt
u hiljadama dolara. Prognozirati prosjecnu godisnju dobit u naredne 4 godine.

Rjesenje. Prosjetna godisnja dobit u naredne 4 godine je srednja vrijednost
date funkcije ukupne dobiti na intervalu [0, 4], tj

4 4 4
1 1 1
/t+1 YVidt = 4/t+1 )t2dt = 4/ t2—i—t2
0 0 0

YRl

- 4\5 37 o
1 5. 1 5 68

= —. —.2% = — ~4533
0" "6 15

hiljade dolara. &

5.2.5 Nesvojstveni integrali

U tzv. nesvojstvene ili neprave integrale spadaju integrali s beskona¢nim grani-
cama i integrali kod kojih je neograni¢ena podintegralna funkcija. Razmotrimo
svaki od tih sluc¢ajeva posebno.

Integrali s beskonaénim granicama
b

U ovu kategoriju spadaju sljedeéi integrali: /f (z)dz, /f (z)dx i /f (z)dz
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5. Integralni rac¢un

+o0
/ f(z)dx

a
U slucaju ovog integrala pretpostavimo da je funkcija f (x) definirana na intervalu
[e%
[a,4+00) i da postoji integral /f (z) dx za svako a > a. Dati integral definiramo

kao grani¢nu vrijednost

+/Oof (x)dx = aEToo/af (z) dz

ukoliko postoji ta grani¢na vrijednost i tada za nesvojstveni integral kazemo da je
konvergentan (ili da konvergira). Ako ta grani¢na vrijednost ne postoji, onda je
ovaj nesvojstveni integral divergentan i u sustini je besmislen.

1
Primjer 5.28 [zratunati integral /3dx.
x

Rjesenje. Prema navedenom, vrijedi

1 . 1
/ pdr = lim [-gdr= lm (_29[;2>
1
2

. 1 1
= QEIEOO<‘2O;+2>— - b

2. /bf(x) dx

o0
Sli¢no kao i u prethodnom sluc¢aju, ovaj integral definiramo kao

b

/f( :Bgmoo/f

— 00

ukoliko postoji ta grani¢na vrijednost.

1
Primjer 5.29 Izracunati integral /de.
x

—00
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5.2 Odredeni integral

Rjesenje. Imamo

—00
Ovaj se integral moze svesti na izracunavanje integrala tipa 1. i 2. Naime,

+00 c +o00o
/f (x)dx = /f (x)dx + /f (x) dx. (5.12)
400 1
Primjer 5.30 Izracunati integral /zdx.
T4+ 2

Rjesenje. Na osnovu (5.12) imamo

+oo 0 +o0
1 1 1
———dx = —d ———dx.
/az2+2x /x2+2 x+/x2+2‘r
—00 —00 0

Izra¢unajmo pojedinacno ove integrale.

0 1 S:x =2 = dx=+/2dt
/2 Qdm = r=0=t=0
700:164— r— —00=>1— —00
0
_ V2dt f/
N 2t2 4 2 2 +

lim \[ 2 tgt

= 1m = im — arc

B——o0 2 f,2 + 1 B—> oo 2 &
B

B

2
= [ lim (arctg0 — arctg 8) =

2 B——

e

T e
2 4
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5. Integralni rac¢un

“+o00 —+o00
Anal dobii / 1 d Vor . / 1 d V2 &
nalogno se dobije T = aje T =—".
& ] 2 g PRI ey 2
0 —00

Integrali neograniéene funkcije

U ovu kategoriju spadaju integrali ¢ija je podintegralna funkcija neograni¢ena na
intervalu integracije [a,b]. Razmotrit ¢emo nekoliko slucajeva koji se svode na
situaciju kada je podintegralna funkcija neograni¢ena u okolini jedne od krajnjih ta-
¢aka intervala integracije ili je neogranic¢ena u okolini neke unutarnje tacke intervala
integracije.

b
4. / f () dx, pri éemu je funkcija f neogranic¢ena u okolini tacke a, ali je ona

a
integrabilna na [a + ¢, b] za sve dovoljno male ¢ > 0

b
Ukoliko postoji grani¢na vrijednost liﬁ)l / f () dz, onda definiramo
&€
ate

b

[1@ x—gpg/f

a a+te

b

i kazemo da integral / f (z) dz konvergira. U suprotnom kazemo da taj integral

a
divergira.

0

1
Primjer 5.31 Izratunati integral /“dx.
—x

Rjesengje. Podintegralna funkcija f (x) = nije definirana u lijevoj kra-

1
V4 — x2
jnjoj tacki x = —2 intervala integracije [—2,0] i u okolini te tacke je neogranicena,
tj. vrijedi hm

1
1-24/4 — 22

= +o00. Dakle, integral je nesvojstveni i prvo ispitajmo da
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5.2 Odredeni integral

li on konvergira:

0
1
lim —dx
el / VA — 2

—24€

= ‘S:x:2t2>da::2dt}
(0)

0)
lim / 726# = lim / dt
el0 : V4 —4t2 €0 Vv1—t¢2

(—2+€ (—2+e€)

x\ |0
= lim (arcsint) ‘ = lim (arcsin 7>’
elo (—2+e)  €l0 2/ 124

—2+¢

) = 0 — arcsin (—1)

= lim [ arcsin — — arcsin
el0 2

. T
= arcsinl = —.
2

0
1
Posto postoji grani¢na vrijednost lim ————dx, imamo da je ona jednaka
postoji g j i / T j j

—2-+€
promatranom integralu, tj. vrijedi
/ 1 / 1
T
————dz = lim / ———dz=—. &
/2\/4x2 el0 ; V4 — 2 2
— —2+4€

b
5. / f (x) dzx, pri éemu je funkcija f neogranicena u okolini tacke b, ali je ona
a
integrabilna na [a, b — €] za sve dovoljno male € > 0
b—e
Analogno prethodnom slu¢aju, ukoliko postoji grani¢na vrijednost lif(f)l / f(z) dx,
3

a
onda definiramo

/bf (x)dx = lslﬁ)lb/_af (z)dx

i kazemo da integral / f (z) dx konvergira. U suprotnom kazemo da taj integral

a
divergira.
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2
1
Primjer 5.32 Izracunati integral /d:z.
0

Va4 — 2

Rjesenje. Podintegralna funkcija f(z) = nije definirana u desnoj

1
V4 — 22
krajnjoj tacki z = 2 intervala integracije [0, 2] i u okolini te tacke je neogranicena,

1
tj. vrijedi lim——— = +4o00. Prema tome, dati integral je nesvojstveni i prvo
2124 — 22

ispitajmo da li on konvergira:

T\ |2—¢€
lim = lim (arcsin 5)‘

2—¢
/ 1
——dx
€l0 a4 — 2 €10 0
0

. . 3 .
= lim <arcs1n — arcsin 0)

el0

T
= inl=—.
arcsin 5
Zbog toga je

&

dr = lim

2 2—¢
/ 1 / 1 d T
—_— —axr = —.
V4 — 22 elo ) V4 — 22 2
0 0
b

6. / f (x) dzx, pri éemu je funkcija f neogranicena i u okolini tacke a i u okolini

a
tacke b, ali je ona integrabilna na [a + £1,b — £2] za sve dovoljno male i pozitivne
€1 i £9

U ovom se slucaju, za a < ¢ < b, promatrani integral moze svesti na zbir dva
nesvojstvena integrala

/bf<x>dx=/f<x>dx+/bf<x>dx,

od kojih je prvi integral slucaja 4, a drugi integral slucaja 5.

2
1
Primjer 5.33 Izratunati integral /dx.

4 — 2
Z9
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5.2 Odredeni integral

Rjesenje. Ovdje je podintegralna funkcija neograni¢ena samo u krajnjim tackama
intervala integracije, pa je (uzmemo li ¢ = 0), na osnovu prethodna dva primjera,

1 1 1
—dx = da:+/d:v
é\/4—:1:2 /2\/4—3:2 ) VA — 2
T o7

b

7. / f (z) dz, pri ¢emu je funkcija f neograni¢ena u okolini tacke ¢ € (a, b)

a

b

U ovom slucaju integral / f (z) dx konvergira ako i samo ako konvergiraju oba

(1
C

integrala, /f( )dx i /f )dz, od kojih je prvi integral slucaja 5, a drugi je

integral SlucaJa 4.
.. . 1
Primjer 5.34 Izracunati integral | —du.
x

Rjesenje. Podintegralna funkcija je neogranic¢ena u okolini tacke x = 0, pa je
dati integral nesvojstveni i moze se napisati u obliku zbira

—d:c— /dm—l—/daz

Kako je
0 1 0—e 1 1 e
—2d1: = lim —dm = lim (—) =
T €l0 €l0 T)|_q
-1 -1
(1)
= lim|-— = 400
el \ €
i
1 1
1 , !
—dzr = lim —Qd:z: =lim | —— =
T el0 T el0 T/ |
0 0+4¢
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vrijedi
1
1
ﬁdac =4o00. &
Napomena 5.7 Posljednji primjer je vrlo poucan. Naime, ako se me uoci da

je podintegralna funkcija neogranicena u okolini tacke x = 0, onda se pogresnom
primjenom osnovne formule integralnog racuna, moze doci do netacnog zakljucka:

/ 1 1
/ 2= (‘)
1

1
— 1—1=-2
—1

To nam sugerira da kod svakog odredenog integrala prvo treba ustanoviti
da li je on nesvojstveni integral ili nije ¢ tek onda pristupiti njegovom
rjedavanju u skladu s dobigenim zakljuckom.

Napomena 5.8 Uotimo da se sve druge situacije neogranicenosti podintegralne
funkcije mogu svesti na neki od promatranih slucajeva.

¢} (¢] (¢]

Zadaci za samostalan rad

Izracunati sljedece integrale (1-12):

9
1. a /fx—2x+5 0/

2

31:—1 4%
o) / 34
127

1

jus

3 1
2. a) /\/az+5da¢, b) /ctg xdz, / o1 ¢
1 T ~1
2 e2
7’ 9
3. a) /fcﬁ—l—ldm’ b) /:Eln:n /:1: In zdz.
0 e 1

In2 In3 3

3
x
4. a) /\/em+1dx, b) /.’L‘26_Id$, c) /dm.
V1 — 18
0 0 ’

1
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5.2 Odredeni integral

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

€ €

3
Inz z—1 e
. a) /m2dﬂ?7 b) /$31d.'13, C) /lnxdx
2

—_
[y

4 1 821 e+1
nxr xT
0 1 2

5 1
(% +t) Vit + 2t + 1dt.
2) /332—3:13+2 / + +
3 0

0 In5 4 f
er T
——dx.
a)/wz /ﬁ C)/Jﬂﬁx
—1 1
“+o00 “+00 —+00

dx 4 dx
a) /1—’—3327 b) /e dt, C) \/:1:‘2
0

1

0 +o0 J
zq b 2:13d x
a) [ ze®dx, )/xe x, c) /1+:1:2
—00 —o0

/ d 11 i 1
x
b —d .
80/31:3—2:1:7 )/a: “ C)/mQ—i—x
0 21 21

Odrediti povrsinu ravnog lika ogranicenog grafovima funkcija
f@)=2>+2z i g(z) ==

Odrediti povrsinu lika ograni¢enog grafom funkcije y (z) = 2% — 2z — 8, Oz
osom i pravima x =41 x = 5.

Odrediti povrsinu lika izmedu krivih y = 22 — 22 iy = —2? + 4.

U odredenoj tvornici grani¢éni trogkovi su (2Q 4 1) €*? dolara po jedinici
proizvodnje na nivou proizvodnje () jedinica. Za koliko &e se povecati ukupni
troskovi ako se nivo proizvodnje podigne sa 5 jedinica na 12 jedinica?
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17.

18.

19.

20.

Pretpostavimo da je tok neto investicija dat sa I (t) = 2t\/t + 1 (hiljada
dolara za godinu). Koliko ¢e biti akumuliranje kapitala u vremenskom raz-
doblju izmedu kraja prve i kraja pete godine?

Pretpostavimo da ¢e u sljede¢ih z godina jedan investicijski plan generirati
dobit brzinom G D; (x) = 100 + 22 dolara godisnje, dok ée drugi plan generi-
rati dobit brzinom GDj () = 220 + 2z dolara godisnje.

a) Koliko ¢e godina drugi plan biti profitabilniji od prvog?
b) Izracunati neto viska dobiti ako se investira u drugi plan umjesto u prvi

za vremenski period dobijen u dijelu a).

Pretpostavimo da ¢e u sljede¢ih = godina jedan investicijski plan generirati
dobit brzinom GD; (z) = 60e%12* dolara godisnje, dok ¢e drugi plan generi-
rati dobit brzinom G Ds (z) = 160e%%%% dolara godignje.

a) Koliko ¢e godina drugi plan biti profitabilniji od prvog?
b) Izracunati neto viska dobiti ako se investira u drugi plan umjesto u prvi

za vremenski period dobijen u dijelu a).

Pretpostavimo da, kad je z godina stara, industrijska masina generira pri-
hod brzinom GP (z) = 6025 — 822 dolara godisnje i stvara troskove koji se
akumuliraju brzinom GT () = 4681 + 13z2 dolara godisnje.

a) Koliko je godina koristenje magine profitabilno?

b) Kolika je neto dobit koju stvara masina u vremenskom periodu dobijenom
u dijelu a)?
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Poglavlje 6

Diferencijalne jednadzbe

6.1 Osnovni pojmovi
Ocigledno za funkciju y = v’ vrijedi da je njen izvod 3’ = 23:61"2, zbog Cega je
y —2zy = 0. (6.1)

Jednakost (6.1) vrijedi za sve x € (—00, +00) i ona predstavlja jednu relaciju ob-
lika F (z,y,y") = 0, tj. relaciju izmedu neovisne varijable x, funkcije y i njenog
izvoda 1. Naravno, moZemo razmatrati i obrnuti problem, tj. odrediti one funkcije
y =y (z) koje, zajedno sa svojim izvodom, zadovoljavaju relaciju (6.1) za sve vri-
jednosti neovisne varijable x iz odredenog (datog) intervala. Samim tim relaciju
(6.1) smatramo jednadzbom, koju éemo zvati diferencijalnom jednadzbom, s nepoz-
natom funkcijom y koju treba odrediti. No, u jednadzbi takvog tipa mogu se po-
javiti i izvodi (ili diferencijali) viseg reda. Zbog toga é¢emo navesti opéu definiciju
diferencijalne jednadzbe.

Definicija 6.1 Jednadzba oblika
F (m,y,y’,~~-,y(")) =0, (6.2)

gdje je F realna funkcija sa n+2 varijable (tj. F : R"*? — R) i gdje je y nepoznata
funkcija koja se trazi, naziva se obiénom diferencijalnom jednadzbom n-tog
reda.

Termin ”obi¢na” je zbog ¢injenice da postoje i tzv. parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe, odnosno jednadzbe s nepoznatom funkcijom vige od jedne varijable i s
njenim parcijalnim izvodima. Ovdje ¢e biti razmatrane samo obi¢ne diferencijalne
jednadzbe i ubuduce ¢emo rije¢ ”obi¢na’” izostavljati.

287



6. Diferencijalne jednadzbe

Takoder, uoc¢imo da je red diferencijalne jednadzbe jednak redu najviseg izvoda
nepoznate funkcije koji figurira u jednadzbi. Tako je

y" —2xy” + (sinz + 1)y = cosx
diferencijalna jednadzba treteg reda, dok je
(a:2 — 1) y" — 2xy = xe”
diferencijalna jednadzba drugog reda.

Definicija 6.2 Svaka funkcija y = y(x) koja zadovoljava jednadzbu (6.2), tj. da
je
F (.CE, y(x),y (), ...,y (:1:)) =0,

naziva se rjesenjem ili integralom te diferencijalne jednadzbe.

Vrlo Cesto se pri rjesavanju neke diferencijalne jednadzbe ne dobije eksplicitni oblik
nepoznate funkcije, nego implicitni, npr. G (x,y) = 0. Obi¢no se i takvo rjesenje
naziva integralom ili integralnom krivom diferencijalne jednadzbe.

Buduéi da u diferencijalnoj jednadzbi n-tog reda treba izvrsiti n puta integri-
ranje, dobijeno rjesenje ¢e ovisiti ne samo o neovisnoj verijabli, nego i o n konstanti,
C1, ..., Cy, tj. bit e funkcija oblika y = ¢ (z, C1, ..., Cy). Takvo ¢emo rjesenje zvati
optim rjesenjem diferencijalne jednadzbe. Dodijelimo li svim tim konstantama
odredene vrijednosti, dobit ¢emo jedno posebno rjesenje diferencijalne jednadzbe,
koje nazivamo partikularnim rjesenjem ili partikularnim integralom te jednadzbe.
Ako iz dobijenog opcteg rjesenja zelimo odrediti partikularno rjesenje, neophodno
je jednadzbi pridodati uvjete:

) ('IU) = Yo, y/ ($U) = y{)a "'7y(n_1) (330) = y(()nil)>

1)

U slucaju diferencijalne jednadzbe prvog reda opée rjesenje je oblika y = ¢ (x, C),
sto predstavlja jednoparametarsku familiju funkcija (krivih), dok za C' = a se
dobije jedna funkcija (partikularni integral), odnosno jedna kriva (partikularna
kriva) iz te familije.

pri ¢emu brojeve yo, yj, ---» y(()n_ nazivamo pocetnim uvjetima.

Ovdje ¢e biti predstavljena samo tri tipa diferencijalne jednadzbe prvog reda:
diferencijalna jednadzba u kojoj je moguce izvrsiti razdvajanje varijabli, linearna
diferencijalna jednadzba i Bernoullijeva diferencijalna jednadzba.
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6.1 Osnovni pojmovi

6.1.1 Metod razdvajanja varijabli

Ovaj metod podrazumijeva da se u datoj diferencijalnoj jednadzbi, ako je to uopce
moguce izvesti, varijable z i y i njihovi diferencijali odvoje i to tako, sto je najlakse,
da jedna varijabla i njen diferencijal egzistiraju (recimo) samo na lijevoj strani
znaka jednakosti, a druga varijabla i njen diferencijal samo na desnoj strani.
Pretpostavimo da datu diferencijalnu jednadzbu prvog reda mozemo svesti na
oblik
F(z)G(y)dz+ H (z) K (y)dy = 0. (6.3)

Odavde je (prvo napravimo razdvajanje diferencijala dz i dy)
F(z) G (y) de = —H (z) K (y) dy,
a nakon dijeljenja s H (z) 1 G (y) (uz uvjete H (z) # 0 i G (y) # 0) imamo
(

F(z) K (y)

@)™~ ay”

Sada smo izvrsili potpuno razdvajanje varijabli i mozemo pristupiti integriranju
obje strane ove jednakosti, nakon ¢ega dobijamo opéi integral date jednadzbe:

Fl), _ [KQ)
H(x) ™ = /G@)d“c’

odnosno, ako je f (z H Z iglw) = /‘g((;j))d%

fa)+gy)=C.
Primjer 6.1 Data je diferencijalna jednadzba
(z — 2)ydx — 322 (y + 2) dy = 0.

a) Odrediti opte rjesenje ove jednadZbe.
b) Naéi ono rjesenje date jednadzbe za koje je y (1) = 1.

Rjesenje. a) Data jednadzba je oblika (6.3), pa se moze izvrsiti razdvajanje
varijabli. Naime, imamo

(z — 2) ydx = 322 (y + 2) dy,

odnosno 5 49
i —Sdey (x #0,y #0).

2

289



6. Diferencijalne jednadzbe

Integrirajmo obje strane posljednje jednadzbe

—2 2
/ZC _3/y+

Izracunavanjem integrala, imamo

2
ln|x|+;:3y+61n\y|+0,

odnosno
In ‘% =3y — 2 +C,
Yy x
ili, drugacije zapisano,
x = Cybed™ (6.4)

gdje je C1 = e“. Sa (6.4) dato je opée rjesenje date diferencijalne jednadzbe.
b) Zamjenom = = 1 i y = 1 u opéem rjesenju, dobije se C; = e~ !, te je trazeno
partikularno rjesenje

$_y6€3y 7—1 *

Primjer 6.2 Naci ono rjesenje diferencijalne jednadzbe
(1—w2)y'+yM—xy:O
za koje je y (0) = 1.
Rjesenje. Data se jednadzba moze napisati u obliku

(1—x2)dy:y<x—\/1—m2>dm,

odnosno

dy_a:—\/l—a:de
y 1 —2a2 '

Odavde je

T2 "

/ dy [z—V1- x2
a nakon izra¢unavanja integrala imamo
1 2 :
In|y| = fgln ‘1 —x ‘ —arcsinz + C,

odnosno

y /1 — 2 = Ce—arcsinx

290



6.1 Osnovni pojmovi

je opée rjesenje date jednadzbe za x € (—1,1). Zamjenom x =0 iy = 1 u opéem
rjeSenju, dobije se C' = 1, pa je trazeno partikularno rjesenj

1

earcsinm 1 — 2 ’

y:

6.1.2 Linearna diferencijalna jednadzba prvog reda

Linearna diferencijalna jednadzba prvog reda je jednadzba oblika

Y+ fy=g). (6.5)

Moze se rijesiti na nekoliko nac¢ina. Jedan od njih je da datu jednadzbu pomnozimo
s el J@4dz  Nakon toga dobije se jednadzba

ylel 1@ o () el T@dey — g (1) el F@)dr,

odnosno

<yef f(as)dx)’ — g (a) el F@)z,

odakle je
yel f@dz /g (z) el T@dr gy 4 ¢,

Konaéno, imamo opée rjesenje jednadzbe (6.5) u eksplicitnom obliku
y=e /@1 [/g (z) el @ gy 4 O] (6.6)

Primjer 6.3 Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

/

Y y=x+ 1.

x
2+ 1
Rjesenje. Ovo je linearna diferencijalna jednadzba. Da bismo iskoristili for-
mulu (6.6), izracunajmo odgovarajuée integrale.

T 1 2z
de = — [ -2 do=—2 [ 2 4
[twde = - [ a5 [ Hds

= —;/d[ln(xz—i-l)] :—%ln(x“rl)

1
2

= In (932-1-1)
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6. Diferencijalne jednadzbe

Odavde je
o1 In( +1)_% (x2 +1)—% _ 1
2 +1
i
e /7 (a*+1) (:1:24-1)%:\/2727—1-1.
Sada je

[ f(@)dz g :/ +1.;d
/g(x)e x (r+1) 7 x

1 / 2z dz + / 1 d
- | ——dx ———dx
Va2 41 Va2 +
A
= Va22+1+n ( ) ,
pa je opce rjesenje date jednadzbe

yZ\/$2+1[\/$2+1+1n($+\/$2+1)+0}. &

6.1.3 Bernoullijeva jednadzba

Jednadzba oblika
Y+ f(x)y=g()y", acR\{0,1} (6.7)

se naziva Bernoullijevom diferencijalnom jednadinom. Buduéi da ova jednadzba
dosta li¢i na linearnu diferencijalnu jednadzbu, za ocekivati je da se ona na neki
nac¢in moze svesti na linearnu. To se zaista moze i posti¢i, nakon §to se data
jednadzba prvo podijeli sa y:

y Y+ @)y =g (), (6.8)

a potom uvede smjena
Yyl = 2, (6.9)

gdje je z = z (z) nova nepoznata funkcija. Diferenciranjem jednakosti (6.9), imamo
(1-a)y Yy =7,

odnosno

z'. (6.10)



6.1 Osnovni pojmovi

Zamjenom (6.10) u (6.8), dobijamo

1

ﬂz’—i—f(:z:)z:g(x),

tj.
d+(1-a)f(x)z=(1-a)g(x),

a ovo je linearna diferencijalna jednadzba.

Primjer 6.4 Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

my'—4y—x2\/§20.

Rjesenje. U pitanju je Bernoullijeva diferencijalna jednadzba jer se moze

napisati u obliku
/ 4 1
Y - —y=ay2.
x

Podijelimo posljednju jednadzbu sa y%:

1, 4
y Yy -y =u
x
Uvedimo smjenu y% = z, gdje je z = z(x) nova nepoznata funkcija.
diferenciranja imamo
1 1,
iy 2y =z,
odnosno
1y /
Yy 2y = 2z2.

Zamjenom u jednadzbi (6.11), dobijamo linearnu jednadzbu

4
27— —z=u,
x

odnosno
, T
Z——z=—.
T 2

Nadimo njeno opce rjesenje. Kako je
2
/d:v =2In|z| = Inz?
x
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6. Diferencijalne jednadzbe

to je

z = e’ </ ;:e_l”Qd:L'+C’> = 22 (/; . x_zdx—i-()’)

= 72 <;ln|m]+0>.

Sada je, zbog y = 22,
1 2
y =t <21n|x|—|—0>

opce rjesenje date jednadzbe. &

6.2 Primjena diferencijalnih jednadzbi u ekonomiji

Pokazimo prvo kako se metod razdvajanja varijabli u diferencijalnoj jednadzbi
prvog reda moze primijeniti u ekonomiji. Ranije smo vidjeli da je mjera sposobnosti
ekonomske veli¢ine y da reagira na promjenu druge ekonomske veli¢ine = iskazana
koeficijentom elasti¢nosti F ;. No, ¢esto nam je potrebno rijesiti obrnut problem,
tj. kad je poznat koeficijent elasti¢nosti E, , () = f (x) neke funkcije y = y (),
treba odrediti tu funkciju. Koriste¢i Marshallovu formulu (3.20), tj.

B.=2.Y
’ y dx
imamo d
r dy

sto je diferencijalna jednadzba prvog reda u kojoj je moguce razdvojiti varijable
na sljedeé¢i nacin
dy _ ()

Yy T
Primjenom integrala na obje strane posljednje jednakosti, dobijemo

In |y| :/ff)d:c—HMCI.

ol - [
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6.2 Primjena diferencijalnih jednadzbi u ekonomiji

odnosno fo)
x
Y= Cel i,

Tako smo dobili eksplicitni oblik trazene funkcije y.
Primjer 6.5 Odrediti funkciju potrainje @ = Q(p) ako je uz jedini¢nu cijenu
potraznja jednaka 28 i vrijeds
2p° +p
EQ7p = 2 _ :
p*+p—30

Rjesenje. Prema Marshallovoj formuli (3.20), u ovom slu¢aju imamo

p dQ  2p*+p

Q dp  p*+p-30
odnosno (nakon skraé¢ivanja sa p obje strane posljednje jednakosti)

1 dQ  2p+1
Q dp  p?+p-30
$to je diferencijalna jednadzba prvog reda. Nakon razdvajanja varijabli, dobije se
dQ 2p+1
Q pPHp- 307

/dQ / 2% + 1
P2 +p— 30
Kako je (2p+ 1)dp = d (p? + p — 30), vrijedi
/ 2p+l /d(P2+P—30)

p2—9p—10"7 P> +p—30
= ln‘p2—|—p—30}+ln|C|,

pa imamo

pa je
In|Q| =1In|(p*+p — 30)

tj. opce rjesenje dobijene diferencijalne jednadzbe je
Q= (p*+p—30)C.

Iz uvjeta zadatka je @ (1) = 28, na osnovu Cega iz opéeg rjesenja (za p = 1 i

Q@ = 28), dobijamo

28 = —28C,
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6. Diferencijalne jednadzbe

odnosno C' = —1, pa je trazena funkcija potraznje

Qp)=-p*—p+30. &

Primjer 6.6 Odredite funkciju ukupnih troskova kao funkciju proizvodnje Q) ako

je
__Q

Pre =50 13y

gdje je T prosjecni trosak, a uz jediniénu proizvodnju ukupni troskovi iznose 3.

Rjesenje. Prema datim podacima, koriste¢i Marshallovu formulu, imamo dife-
rencijalnu jednadzbu B
Qdar _ Q@
TdQ ~ 2Q+8)
iz koje, nakon razdvajanja varijabli, dobijamo

d 1
_— = 7(1 5
T 2(Q+8) @
pa je B
dr 1 1
_— = = 7d ,
/ T 2/(Q+8) ?
odnosno 1
InT = 51n(Q+8)+lnC,
tj.

T=0CvVQ+8.

Ukupni troskovi su dati sa
T(Q) =QT(Q) =CQVQ+8,
odakle se, zamjenom @@ =11 T (1) = 3, dobije
3=CV09,
tj. C' =1, pa je trazena funkcija ukupnih trogkova

TQ) =QvVQ+8 &
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6.2 Primjena diferencijalnih jednadzbi u ekonomiji

Diferencijalnim jednadzbama se matematicki opisuju razni procesi u prirodi
i drustvu, pa tako i u ekonomiji. Takvi matematicki zapisi se nazivaju mate-
matickim modelima, a buduéi da se kod diferencijalnih jednadzbi razmatra neo-
visna varijabla (koja je najcesée vrijeme t) u neprekidnom (kontinuiranom) smislu
(tj. ona uzima sve vrijednosti iz nekog intervala realnih brojeva), onda se modeli
predstavljeni diferencijalnom jednadzbom nazivaju kontinuirani modeli. Osim ovih
modela postoje i diskretni modeli, gdje se neka pojava ili proces razmatra preko
diskretne neovisne varijable (najcesce diskretnog vremena), o ¢emu ¢e biti rijeci u
narednom poglavlju.

Razmotrimo sada jedan kontinuirani model u ekonomiji predstavljen linearnom
diferencijalnom jednadzom prvog reda. Rije¢ je o modelu trzisne ravnoteze.
Naime, u prvom poglavlju smo razmatrali ovaj model u slu¢aju jednog proizvoda,
ali neovisno o vremenu, tj. zahtijevali smo da je u svakom trenutku ponuda @,
tog proizvoda jednaka njegovoj potraznji (J4. Uzimajuci najjednostavniju situaciju
kada su potraznja i ponuda predstavljene, redom, linearnim funkcijama:

Qi=a—bpiQs=—c+dp (a,b,c,d su pozitivni parametri),

a—+c

b+d
jeste u ravnotezi (v. Sekciju 1.3.1). Medutim, u stvarnosti je situacija obi¢no dru-

gacija. Naime, tesko da ¢e se desiti da se na trziste iznese proizvod koji u startu ima
ravnoteznu cijenu, nego ¢e se ta cijena vremenom prilagodavati uvjetima trzista i
postat ¢e jednaka ravnoteznoj cijeni nakon odredenog vremena ¢. Tako ovaj prob-
lem razmatramo u dinamickom smislu, dakle, da nam cijena proizvoda na trzistu
ovisi o proteklom vremenu od momenta izlaska proizvoda na trziste, tj. cijena je
funkcija vremena: p = p(¢). Samim tim su i funkcije ponude i potraznje takoder
funkcije vremena t. Kako onda postaviti odgovaraju¢i matematicki model? Pret-
postavit ¢emo da je pocetna cijena (u vremenu ¢ = 0) bila p (0) = pg. Takoder,
jednostavnosti radi, mozemo pretpostaviti da je brzina promjene cijene u odnosu
na vrijeme u svakom trenutku direktno proporcionalna visku potraznje Qg — Qs ak-
tuelnom u promatranom vremenu. Brzina promjene cijene u odnosu na vrijeme se
izrazava kao izvod funkcije cijene, pa na osnovu navedenih pretpostavki dobijamo
sljedecu relaciju

ravnotezna cijena je bila p = , kao rjesenje jednadzbe Qg = Qs, kada trziste i

dp _

g = ¢ (@i=Qs) (a>0). (6.12)

Nas cilj je odrediti funkciju cijene p (t) koja zadovoljava prethodnu relaciju. Jasno
je da ¢e brzina promjene cijene biti jednaka nuli u momentu dostizanja trzisne
ravnoteze, tj. kada je Q4 = @Qs. Pretpostavljat ¢emo i da funkcija p(t) nije
konstantna u vremenu, jer bi taj uvjet automatski bio zadovoljen.
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6. Diferencijalne jednadzbe

Uzimajuéi najjednostavniji slu¢aj kada su funkcije ponude i potraznje linearne
funkcije cijene, relacija (6.12) postaje

d
d—f =oa(a—bp+c—dp),
odakle se dobija linearna diferencijalna jednadzba
dp

%—i—a(b—l—d)p:a(a—i—c),

kojom je predstavljen model kretanja cijene na trzistu jednog proizvoda ovisno o
vremenu. Rjesavanjem ove jednadzbe dobije se njeno opce rjesenje

p(t) = e~ ob+d)t [/ a(a+c) et Dtg 4 o

odnosno n
a-+c
0 = Ce—alb+dt
pt) =y T o
Kako je p (0) = po, t].
a—+c
- C=p+C
Po b+d+ p+ )
dobije se
C:po_ﬁ7

pa je trazena funkcija cijene

p(t) = (po—p) e+ 4+ p.
No, prirodno se namece pitanje: dali ¢e se cijena vremenom primicati ravnoteznoj
vrijednosti p 7 Kako je a > 0, vrijedi

lime
t—oo

—a(b+d)t _ 0’
pa je
limp (t) = p,
t—o0
tako da je odgovor na postavljeno pitanje potvrdan.
Razmotrimo jos jedan primjer primjene linearnih diferencijalnih jednadzbi u
opisivanju kretanja cijene.

Primjer 6.7 (Nekretnine) Cijena odredene kuce trenutno je 200000 ($). Pret-
postavimo da je procijenjeno da te poslije t mjeseci cijena p(t) rasti brzinom
0.01p (t) + 1000t dolara mjesecno. Koja ¢e cijena kuée biti nakon 9 mjeseci od
sada?
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6.2 Primjena diferencijalnih jednadzbi u ekonomiji

Rjesenje. Prema datim pretpostavkama model kretanja cijene ku¢e u vremenu
t dat je sljedetom diferencijalnom jednadzbom

d
P — 0.01p (t) + 1000t
dt
odnosno p
1%
— — 0.01p(t) = 1000¢.
p p(t)

Opce rjesenje ove jednadzbe je
p(t) = ef00M [ / 1000te~/ 0'01dtdt+0}

e ot [1000 / te "M dt + C]

u=t=du=dt
dv = e 00 = o = —100e0-01

001t [1000 <—100teo~0” + 100 / eO'Oltdt> + C]

= —100000 ( 4 100) + Ce® 0,

Zat =01 p(0) = 200000, odavde dobijemo da je C = 10200000, pa je funkcija
cijene data sa
p (£) = =100000 (¢ + 100) + 10200000¢"".

Nakon 9 mjeseci cijena kuce ¢e iznositi

p(9) = —10900000 + 10200000’ ~ 260577.69 ($). &

(¢] (e] e}

Zadaci za samostalan rad

Rijesiti sljedece diferencijalne jednadzbe (1-5):

2+ y?
1. 2 (22— 1) = 3zy =0 b)y = —2.
a) y(m ) Y ’ )y 3+ 22
Y 2x

2. a dy +
)y—i—x 4 Yy+x

de =0, b)2(z*+1)dy+ 32?yde =0.

1 1
/ _— 2: I Ty — =
3. a)y+1+xy+x 0, by Y- 0.

299



6. Diferencijalne jednadzbe

4.

5.

2
2y + L =VEtl b)Y+ o = Ve

a) y +2xy — 223y =0, b)ay +y—axy?lnx =0.

Odrediti partikularno rjesenje date jednadzbe uz dati pocetni uvjet (6-7):

6.

10.

11.

12.

/

1
Y Zy(y—l);y=§zax=0-

22

Y —ay—e? =0;y=4zaxz=0.

Odrediti funkciju potraznje @ = Q(p) ako je uz jediniénu cijenu potraznja

jednaka 121 i vrijedi
2

Egp=———.
“r T p(p+ 10)
Odrediti funkciju potraznje @ = Q(p) kao funkciju cijene p, ako je

p
Egp,=——",
a uz jedini¢nu cijenu potraznja @) jednaka 10.

Odrediti funkciju potraznje @ = Q(p) kao funkciju cijene p ako je

Q
Eoo=—%—
P,Q Q_127

a uz jedini¢nu cijenu potraznja ) jednaka 10.
Odredite funkciju ukupnih troskova kao funkciju proizvodnje @ ako je

2Q
B . —
e Q+8

gdje je T prosjecni trosak, a uz jedini¢nu proizvodnju ukupni troskovi iznose
27.

Cijena odredene robe trenutno je 3% po jedinici. Procijenjeno je da ¢e poslije
t sedmica cijena p (t) rasti brzinom 0.02p (¢) + €%!* centi sedmicno. Koja ¢e
cijena te robe biti nakon 10 sedmica od sada?
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Poglavlje 7

Diskretni dinamicki modeli

Kako smo napomenuli u prethodnom poglavlju, diskretni dinamic¢ki modeli opisuju
pojave ili procese preko diskretne neovisne varijable, recimo vremenske varijable
t, koja prolazi nekim podskupom cijelih brojeva. Ove su situacije mnogo Ceste
u stvarnosti, jer nas obi¢no zanima stanje neke veli¢ine u odredenim vremenskim
intervalima (danima, sedmicama, mjesecima, kvartalima, godinama i sl.). Ako je,
dakle, neovisna diskretna varijabla vrijeme ¢, onda se odgovarajuca funkcija koja
ovisi o ¢, oznacava sa x (t) ili xy, mada je najvise u upotrebi oznaka z,, gdje n
oznacava redni broj vremenskog intervala. Na taj nacin diskretni dinamicki model
biva predstavljen nekom relacijom (jednadzbom) u kojoj se kao nepoznanica javlja
niz x,. Te jednadzbe se nazivaju diferentnim jednadzbama. Zbog toga je prvo
neophodno upoznati se s osnovnim pojmovima vezanim za diferentne jednadzbe,
a nakon toga pre¢i na proucavanje njihove primjene u ekonomiji.

7.1 Diferentne jednadzbe prvog reda

Definicija 7.1 Jednadzba oblika

Tnt1 = f(xn), n=0,1,.. (7.1)

gdge je f : I — I (I interval realnih brojeva), se naziva diferentnom jednadzbom
prvog reda.

Zasto se jednadzba (7.1) naziva bas diferentnom jednadzbom? Otkuda je dobila
taj naziv? Naime, diferentne jednadzbe su intenzivno proucavane kao diskretni
analogoni diferencijalnih jednadzbi

/

' =g(x), x(ty) = .



7. Diskretni dinamicki modeli

Ukoliko izvod ’ (t) aproksimiramo koli¢nikom

z(t+ h) — z(t)
h Y
za dovoljno malo h, i stavimo

tn =to+nh, z(ty) =xn, Az, =Tpi1 — Ty,

dobijamo
Azy, = hg(zy).

Dakle, aproksimacijom izvoda diferencijalnih jednadzbi, a §to je moguée uéiniti na
vise nacina, dolazimo do novih oblika jednadzbi koje zapravo nazivamo diferentnim
jednadzbama.

Rjesenje jednadzbe (7.1) je svaki niz {xy,},-, koji zadovoljava jednadzbu (7.1)
zasven = 0,1, .... Zaneke klase diferentnih jednadzbi, prije svega za neke linearne,
moguce je do¢i do opceg rjesenja. Medutim, u opéenitom slucaju to je vrlo tesko
postiéi. Teorija diferentnih jednadzbi je u ovom trenutku na pocetku svog razvitka,
tako da je jako malo klasa diferentnih jednadzbi, ¢ak i prvog reda, koje se mogu
efikasno rijesiti. Zbog toga ¢emo se u ovom poglavlju posvetiti problemu rjesa-
vanja linearnih diferentnih jednadzbi, te njihovoj primjeni u praksi. Takoder, bice
rije¢i o dinamici pojedinih diferentnih jednadzbi. Dinamika diferentne jednadzbe
vrlo Gesto je vrlo komplicirana. Tako je, za razliku od diferencijalnih jednadzbi,
moguée haoti¢no ponaganje rjesenja Cak i u slucaju diferentnih jednadzbi prvog
reda (npr. slucaj Riccatijeve ili logisticke diferentne jednadzbe). Kod diferencijal-
nih jednadzbi to je moguce tek u sluc¢aju kad su one treteg reda. Jednostavnosti
radi, mi ¢emo se baviti proucavanjem samo nekih najjednostavnijih oblika linearnih
diferentnih jednadzbi.

7.1.1 Linearne jednadzbe prvog reda

Definicija 7.2 Jednadzba oblika
Tptl = ApTp + by, n=0,1,2 ..., (7.2)

gdje su {an} i {by} poznati nizovi realnih brojeva, naziva se linearnom dife-
rentnom jednadzbom prvog reda.

U slucaju kada je b, =0 (n =0,1,...), jednadzba (7.2) se naziva homogenom,
dok se inace, to jest kada je b, # 0 za bar jedno n € {0,1,2,...}, jednadzba (7.2)
naziva nehomogenom.
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7.1 Diferentne jednadzbe prvog reda

Uoc¢imo da se u jednadzbi (7.2) moze opéenito smatrati da indeks n polazi od
nekog fiksnog prirodnog broja ng > 1 . Medutim, smjenom z,,_,, = T, taj slucaj
svodimo na slucaj jednadzbe (7.2).

Obicno se jednadzbi (7.2) dodaje takozvani uvjet pocetnih vrijednosti

xo = Q. (7.3)

Diferentna jednadzba (7.2), zajedno s pocetnim uvjetom (7.3), ¢ini tzv. problem
pocetnih vrijednosti (skr. PPV).

Moguée su izvjesne modifikacije jednadzbe (7.2) u ovisnosti o tome da li su
nizovi {an} i {b,} konstantni ili ne:

Tptl = apZTp +b, n=0,1,2,.., (7.4)

Tpy1 =0aZTp +by, n=0,1,2,..,

Tpi1=arp+b, n=0,1,2 .., (7.6)
pri ¢emu su a € R\ {0} i b € R poznate konstante.

Rjesavanje homogene jednadzbe
Razmotrimo prvo slu¢aj homogene linearne jednadzbe prvog reda:
Tpil = apTn, =012 ... . (7.7)

Rjesenje ove jednadzbe se moze jednostavno dobiti iteriranjem:

Tn = 0Op—-1Tp—-1 = An-1 (aanmnf2) = an—-1an—2 (an73$n73) = .=
n—1
= Gp_10p_3...00T0 = Hai 20.
=0

Dakle, opé¢e rjesenje jednadzbe (7.7) je dato sa

n—1
Ty = (HaZ) C, (7.8)
i=0
gdje je C proizvoljna konstanta, dok odgovarajuce rjesenje PPV ima oblik

n—1
Ty = (Hai> a. (7.9)

Specijalno, ako je a; = a za sve i € {0,1,...,n — 1}, tada to rjesenje ima oblik

T = a"xy. (7.10)
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7. Diskretni dinamicki modeli

Primjer 7.1 Jednadzba
Tn+l =3Tp, n=0,1,2 ..
mma opce rjeSenje
xy, =C - 3",
gdje je C' proizvolyna konstanta. Odgovarajuce rjesenje PPV je

Tp = - 3"

Primjecujemo da je svako rjesenje neograniceno. &

Primjer 7.2 Jednadzba

3n+1
T+l — 3n—|—7$n:0’ n=20,1,2,...

ima opée rjesenje (prema (7.8))

n—1,.
31+1
= C
n H3i+7
=0
1
7

7 10 3n—8 3n—-5 3n-—2

4
10 13 16 " 3n—2 3n+1 3n+4
4C
Bn+1)(Bn+4)’

(C' - proizvoljna konstanta), iz tega se da zakljuciti da x, — 0 (n — 00). &

Nehomogena linearna jednadzba

Razmatrajmo sada slu¢aj nehomogene linearne diferentne jednadzbe prvog reda
u najopéenitijem obliku (7.2). Jedinstveno rjesenje ove jednadzbe moze se naéi
takoder jednostavnim iteriranjem i primjenom matematicke indukcije. Naime,

r1 = apxg+ bo,

a1r1 +b1 = aq (aol'o + bo) + b1 = aragxg + a1bg + by,
asTy + by = ay (alaofBo + arbg + bl) + by =
= a2a1a0%0 + aga1by + azby + be,

Z2

x3
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7.1 Diferentne jednadzbe prvog reda

iz ¢ega se moze zakljuciti da za sve n € Z* vrijedi:

Tp = (Haz> o +Z < ﬁ ) : (7.11)

r=0 \i=r+1

Pri tome smo, po definiciji, uzimali da je

-1 n—1
[[ei=1i]Jai=1 (7.12)
=0 i=n
Naravno da ¢e se formula (7.11) malo modificirati u slucaju jednadzbi (7.4),
(7.5) ili (7.6).
Gornje razmatranje se moze objediniti u obliku sljedeteg teorema.

Teorem 7.1 Neka su {a,} i {by} nizovi realnih brojeva. Tada postoji jedinstveno
rjedenje jednadzbe (7.2) uz pocetni uvjet o = a € R. Takvo rjeSenje je oblika

Ty = <Ha> a+z ( II @ ) e m=1,2,.., (7.13)

r=0 \i=r+1

vodeéi pri tome racuna o notaciji (7.12).

Specijalno, kada je a, = a ili b, = b (n =0,1,2,...), to jest kad je jednadzba
(7.2) oblika (7.4), (7.5) ili (7.6), vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 7.2 Neka sua,b € R, a # 0. Tada postoji jedinstveno rjesenje jednadzbi
(7.4), (7.5), odnosno (7.6) uz potetni uvjet xo = o € R. U slucaju jednadzbe (7.6)
to je rjesenje dato sa

o+ bn, ako jea =1,
Ty = n=0,12.. . (7.14)
b b _
a— a+7, ako je a # 1,
1—a 1-—
Rjesenje jednadzbe (7.5) ima oblik
n—1
Ty = aa” + Za"_k_lbk, n=12,.., (7.15)
k=0

dok rjesenje jednadzbe (7.4) ima oblik
n—1 n—1 n—1
Ty = (Hai>a+ > ( I1 ai> b, n=12, .. (7.16)
i=0 r=0 \i=r+1

vodeéi pri tome racuna o notaciji (7.12).
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Napomena 7.1 Neka je b # 0. Uocimo da je, u slucaju a = 1, svako rjeSenje
jednadzbe (7.6) neograniceno. Takoder, u slu¢aju a # 1, jednadzba (7.6) ima kon-
stantno rjeSenje

n=0,1,2,... (7.17)

b
T =
n 1_@’

Takvo se rjeSenje naziva ekvilibrijum rjesenje jednadzbe (7.6). Svako drugo
rjedenje jednadzbe (7.6), za |a| < 1, konvergira ka ekvilibrijum rjesenju.

Primjer 7.3 Rijesiti problem pocetnih vrijednosti

Tpt1 —3xp=¢€", (n=0,1,2,...), zo=2.

Rjesenje. Data jednadzba je oblika (7.5), pa se njeno opée rjesenje moze,
koriste¢i (7.15) i uvjet o« = xg = 2, predstaviti u obliku

n—1

rn=2-3"4+» 3" lF n=12,.. . &
k=0

Primjer 7.4 Naci rjesenje diferentne jednadzbe
Tpy1=2n+1)z, +3"(n+1), (n=0,1,2,...), zp=1

Rjesenje. Prema (7.13) imamo

n—1 n—1 n—1
Tn = HQ(Z’+1)+Z< 11 2(i+1)> 3k (k+1)!
=0 k

=0 \i=k+1
n—1 n—1 3 k
— 97y | n—k—1 ok _ 9n I n—1 | b
n! + Zn 2 3 2"+ 2" n Z 5
k=0 k=0
3\ _ n
= 2'nl+ 2”*1n!7(2) Lo (1 - <3> — 1)
31 2
2
= 3"n! . &
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7.1 Diferentne jednadzbe prvog reda

7.1.2 Primjene diferentnih jednadzbi prvog reda u ekonomiji

Razmatracemo neke slucajeve iz prakse koji se mogu matematicki modelirati, pri
¢emu su ti modeli linearne diferentne jednadzbe prvog reda.

Primjena diferentnih jednadzbi u ekonomiji je vrlo rasprostranjena, jer se mnogi
ekonomski procesi mogu modelirati u obliku diferentnih jednadzbi. Svakako je

vvvvv

su: rast nacionalnog dohotka, model paukove mreze (cobweb model) i tome sli¢no.

Obracun kamate

Ovdje ¢emo razmotriti nekoliko slucajeva obracuna kamate na ulozena sredstva,
pri cemu se podrazumijeva da se kamata obra¢unava na zateCeni iznos na kraju
obrac¢unskog perioda, a da se eventualna ulaganja izvode iskljucivo ili na pocetku
ili na kraju obra¢unskog perioda.

Slucéaj 1 Pretpostavimo da se na pocetku jednog obracunskog perioda u banku
uloZio iznos movca I. Postavlja se pitanje: koje ¢e stanje movca biti na kraju
n-tog obracunskog perioda ako se na kraju svakog obracunskog perioda zaracunava
kamata po stopir (u decimalnom obliku kao r = 15, gdje je p% kamatna stopa u
procentima)?

Ozna¢imo sa I, stanje racuna na kraju n-tog perioda (tako da je Iy = I). Na
kraju (n + 1)-vog perioda ovo stanje ¢e biti uveéano za obra¢unatu kamatu na taj
iznos, tj. za iznos rl,. Dakle, vrijedi

Iy =1, +rl,,

odnosno
Inyiw=014+r)1,, n=0,1,2 ... (7.18)

Ocito je (7.18) homogena diferentna jednadzba prvog reda oblika (7.7), ¢ije je
rjesenje dato sa (7.10), pri ¢emu je a = 1 + r, odnosno

ILn=0+nr)"Iy=010+r"1, (7.19)
a to i predstavlja trazeno stanje racuna na kraju n-tog obracunskog perioda.

Primjer 7.5 Odrediti broj godina potrebnih da se odredena suma novca ulozena u
banku udvostruci, ako se na nju primjenjuje ukamacivanje na kraju svake godine
na zateteni iznos novca s kamatnom stopom od 2% godisnje.
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7. Diskretni dinamicki modeli

Rjesenje. Oznacimo li sa I, iznos novca na kraju n-te godine, vidimo da je on
rjesenje diferentne jednadzbe

Iny1 = (1+7) I,
gdje je r = 0,02 kamatna stopa. Prema (7.19) imamo
I, = (1 + T‘)n Iy,

gdje je Iy iznos ulozene sume novca. Prema uvjetima zadatka imamo I,, = 21y, pa
vrijedi

log2 log 2
log (1+7) log(1+ 35)

2pg=(1+r)"Ip=n= = 35.0027.

Dakle, za 35 godina ¢ée se suma novca, uz navedene uvjete, udvostruciti. &

Slucaj 2 Pretpostavimo da se konstantna suma novca R deponuje na kraju svakog
obracunskog perioda u nekoj banci, pri cemu se ma zateteni iznos primjenjuje
obracun kamate na kraju svakog obracunskog perioda sa stopom r. Ponovo nas
zanima isto pitanje: koje je stanje racuna na kraju n-tog obratunskog perioda?

Ocito je da je stanje racuna na kraju (n + 1)-og obra¢unskog perioda jednak
zbiru iznosa novca stanja raCuna na kraju n-tog perioda, kamate obracunate na
taj iznos po stopi r i novca u iznosu R koji se uplacuje za svaki obra¢unski period,
tj.

ILiyi=014r)I,+R n=0,12 .. (7.20)
gdje je Ip = 0. Rjesenje ove diferentne jednadzbe je
1 "1
h:RLiQ——. (7.21)
T

Sluéaj 3 Razmotrimo sada situaciju slicnu prethodnom slucaju, samo $to ¢emo
pretpostaviti da se konstantna suma novca R deponuje na pocetku svakog obracun-
skog perioda.

Naime, i ovdje se dobije ista diferentna jednadzba, tj. (7.20), s tim da ovdje
pocetni ulog Iy nije 0, nego je Iy = R. Prema formuli (7.14), za Iy = R,a =
1+7b= R, imamo

w= (b= =) O =
- (s ueor- 2
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7.1 Diferentne jednadzbe prvog reda

odnosno
(147" =1
" .

I,=R (7.22)
Slucaj 4 Pretpostavimo da je na pocetku prvog obracunskog perioda deponovano
novca u 1znosu, I u nekoj banci i pretpostavimo da se konstantna suma novca R de-
ponuje na kraju svakog obracunskog perioda. Ako se na zateceni iznos primjenjuje
obracun kamate na kraju svakog obratunskog perioda sa stopom r, koje te stanje
racuna biti na kraju n-tog obratunskog perioda?.

Kao i u prethodna dva sluc¢aja imamo istu diferentnu jednadzbu (7.20), pri
¢emu je Iy = I. Prema formuli (7.14), za Iy = I,a = 1+ r,b = R, imamo

R R
L=l ——— ) (1 e~
(O 1—(1+7’)>(+r)+1—(1+7')
odnosno
R R
L,=(I+—)(1 " 7.23
(14 ) asnr -2 (7.23)
Amortizacija

Amortizacija je proces kojim se otplatuje odredeni zajam putem niza periodi¢nih
rata, pri ¢emu svaka od njih sadrzi i dio otplate osnovnog duga (glavnice) i dio
kamate koja se zaracunava na neotplaceni dio duga za svaki vremenski period
posebno. Pretpostavljamo, dakle, da je u pitanju obracun kamate na zateceni
iznos, koji se primjenjuje po stopi r za svaki vremenski period otplate ukupnog
duga. Sa p, oznac¢imo neotplaceni dio duga nakon n-te uplate g, (dakle, uplate u
opéem sluc¢aju ne moraju biti jednake).

Formulacija naseg modela ovdje je bazirana na ¢injenici da je neotplaceni dio
duga pp+1, nakon (n + 1)-ve rate otplate duga, jednak zbiru neotplacenog dijela
duga p, nakon n-te rate otplate duga i kamate rp,, obrac¢unate u toku (n + 1)-og
perioda, umanjenog za ratu g,. Dakle,

Pn+1an+7‘]9n—gn=(1+7“)]9n—9n, n=0,1,..

Prema (7.15), imamo

i
L

=047 "po—> (147" g.
0

e
Il
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U praksi, rata otpla¢ivanja duga g, je konstantna i, recimo, jednaka G. Zamjenom
u posljednjoj jednakosti, dobija se

n—1
pno= (1+m)"po—(1+r)"GY (1+r) "
k=0
= (14+7)"po—[(1+7)" —1] <f) . (7.24)

Ako Zelimo zajam otplatiti u tacno n rata, postavlja se pitanje kolika ¢e biti rata
otplate duga? Naravno, tada je p, = 0, pa zamjenom u (7.24), imamo

(7.25)

Primjer 7.6 Napraviti amortizacioni plan po principu mjesetne otplate zajma od
100$ wz kamatnu stopu od 5% mjeseéno. Amortizacioni plan treba da sadrii:
mjesec (odnosno broj rate), neplateni dio glavnice potetkom mjeseca, iznos rate
otplate duga na kraju mjeseca (anuitet), strukturu anuiteta, koja podrazumijeva
iznos kamate obratunate na neplaceni dio duga na kraju obratunskog perioda (tj.
mjeseca) i dio otplate glavnice. Plan praviti prema pretpostavci da ¢e zajam biti
otplaten u pet rata.

Rjesenje. Izra¢unajmo prvo iznos mjesecne rate otplate duga (anuiteta). Uzi-

majuéi da je po = 100$ i r = 5% = 1i, iz (7.25) dobijamo

00
5
G = 100 100 —23,09748(8) ~ 23,10($).
1-(1+125)

Tabela 7.1 Amortizacioni plan

. Neplacer‘u . Kamata od 5% Otpla.ta
Mjesec dio glavnice | Anuitet . . glavnice
A (dio anuiteta) .
poc. mj. (dio an.)
1 100, 00$ 23.10% 5,003 18,10%
2 81,90 23.10 4,10 19,00
3 62,90 23,10 3,14 19,96
4 42,94 23,10 2,15 20,95
5 21,99 23,10 1,10 92,00
6 0,00
Ukupno: 115,509 15,49% 100,01%
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Uocimo da je na kraju prvog mjeseca na dug od 100$ obracunato 5% kamate,
gto iznosi 5,008, pa je dio anuiteta koji se odnosi na otplatu glavnice 23,10$ —
5,008 = 18,10%. Zbog toga je pocetkom drugog mjeseca neotplaceni dio glavnice
100,00% — 18,10% = 81,90%. Na taj se iznos obracunava 5% kamate, $to iznosi
4,108$, pa je dio anuiteta koji se odnosi na otplatu glavnice 23, 10$—4, 10$ = 19, 00$,
i tako dalje. Iz ovoga se vidi da se vremenom uceste kamate u anuitetu smanjuje,
a dio koji se odnosi na otplatu glavnice raste. &

Rast nacionalnog dohotka

Opisimo sada jedan od klasi¢nih modela koji se koriste u prouc¢avanju rasta na-
cionalnog dohotka u ekonomiji koja se razvija. Nacionalni dohodak se sastoji od
dvije komponente: potrosnje i investicija. U daljem izlaganju zanimace nas va-
rijacije ovih kvantiteta tokom vremena. Smatrat ¢emo da je vrijeme podijeljeno
u jednake intervale, recimo godine, i uvedimo funkcije Y, C i I za nacionalni do-
hodak, potrosnju i investicije, respektivno. Dakle, domen svake od ovih funkcija
bi¢e skup (vremenskih) t-vrijednosti: 0,1, 2, ..., a Y3, Cy, I; oznacavaée respektivno
vrijednosti tih funkcija u vremenu ¢. Prema tome, nacionalni dohodak se moze
izraziti u obliku

Y,=C,+1; t=0,1,2,... . (7.26)

Pretpostavljat ¢emo da je potrosnja s nacionalnim dohotkom povezana relacijom
Ci=c+mY; t=0,1,2,..., (7.27)

gdje su ¢ i m konstante (koje se odreduju iz ¢injenice da je C; = ¢ kad je Y; =0
i da je ACy = mAY;). Uocimo da ovdje pretpostavljamo da su ove konstante
neovisne o t, tako da je ustvari veza izmedu potrosnje i dohotka neizmijenjena s
porastom vremena t. Postavimo sljedeta ograni¢enja na parametre c i m:

c>0, 0<m<L (7.28)

Druga od ovih nejednakosti samo predstavlja ¢injenicu da neki rast dohotka dje-
limi¢no, ali ne u potpunosti, izaziva i rast potrosnje.

Pretpostavimo, u cilju orijentacije, da smo u periodu pune zaposlenosti, s do-
hotkom na takvom nivou da se on ne trosi u cijelosti, ve¢ da se odredeni dio
ostavlja za investicije. Kad se investira, ovaj ¢e dio izazvati neki rast u kapacitetu
(ili u ukupnom nacionalnom dohotku) sistema i ako puna zaposlenost bude sacu-
vana, investicijski trogkovi ¢e takoder imati porast. A ovaj rast u investiranju ¢e
opet izazvati rast kapaciteta, koji ¢e opet povecati investiranje, itd. Stopa rasta
investiranja sa zahtjevom da se sa¢uva puna zaposlenost se naziva Harrodova'

1J R.Hicks, Mr. Harrod’s Dynamic Theory, Economica, New series, 16 (1949), 106-121.
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"garancijska stopa". Nag je cilj da odredimo ovu garancijsku stopu i da opisemo
rast i investiranja i nacionalnog dohotka s vremenom.

Mi moramo, naravno, napraviti nekakav iskaz o preciznom ponaganju u kome
¢e nivo investiranja uticati na nacionalni dohodak. Pretpostavimo da postoji neka
konstanta, tzv. faktor rasta, koju éemo oznacCavati sa r, za koju vrijedi

AY, =Y —Yi=rl, t=0,1,2,... . (7.29)

Rast u kapacitetu izazvana jedinicom investiranja je, dakle, jednaka r i pret-
postavimo da je
r > 0. (7.30)

Prvo izvedimo diferentne jednadzbe koje zadovoljavaju funkcie Y i I. Polazeéi od
(7.29) i koristeéi (7.26) i (7.27), imamo

Yipn—-Y: = rl
r(Yr = Ch)
= rYi—r(c+mYy),

odnosno
Yimi=[1l+r(1-—m)]Ys—rc t=0,1,2,... . (7.31)

Ovo je linearna diferentna jednadzba prvog reda s konstantnim koeficijentima koju
zadovoljava funkcija nacionalnog dohotka.

Da bismo pronasli odgovarajuc¢u jenadzbu za investicijski razvoj, podimo od
(7.26):

Iiyi =1L = (Yir1 — Ciyr) — (Vi = Cy)
= (Yig1 —Y) — (Cip1 — ).

Koristeéi (7.29) i (7.27), dobija se
It+1 — It = T_[t —m (}/;F‘r]. — }/t) = T‘It — mrIt.

Dakle,
Liywn=[14r(1-m)] t=0,1,2,... . (7.32)

Diferentna jednadzba (7.32) ima rjesenje
L=[1+r1-m)'Iy t=0,1,2,..
i, zbog ¢injenice da je r (1 —m) > 0, niz {I;} divergira ka +oc.
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7.1 Diferentne jednadzbe prvog reda

Analogno se rjesava diferentna jednadzba nacionalnog dohotka (7.31), koristeci
formulu (7.14) za a =1+ 7 (1 —m),b = —rc. Pri tome je tacka ekvilibrijuma (v.
(7.17)):

b c

Y* = .
1—a —m

(7.33)
Zato je rjesenje jednadzbe (7.31) (za dato Yj) dato sa
Vi=1+r1-m)]'YVo-Y*)+Y* t=0,1,2,..,

tako da, ako je Yp > Y™, niz {Y;} takoder divergira ka +oc.

Harrod je promatrao specijalni slu¢aj u kome je ¢ = 0. U ovom sluc¢aju, kao $to
se najbolje vidi iz ¢injenice da jednadzbe (7.31) i (7.32) imaju isti oblik, dohodak i
investiranje moraju rasti po istoj garantiranoj stopi, u obliku konstante r (1 —m),
da bi se sa¢uvala puna zaposlenost.

Primjer 7.7 Pretpostavimo da je u odredenom periodu ekvilibrijum dohotka u
visini Yo = 100, dok je Cy = 60 ¢ Iy = 40. Funkcija potrosnje je Cy = 0,60Y;_1,
a tnvestiranje je autonomno. Iznenada, iz nekog razloga, investiranje se mijenja
od 40 na 50. Analizirati stabilnost novog ekvilibrijuma (u smislu da je ekvilibrijum
Y* stabilan ako vrijedi tEEIOOY% =Y*).

Rjesenge. Budu¢i da je Y; = Cy+ I; i I; = 50 (t = 1,2, ...), to dobijamo
Y, =0,60Y;—1 +50 (t=1,2,..).

Ovo je ocito linearna diferentna jednadzba prvog reda, iz koje slijedi (novi ekvilib-
rijum)

50
~1-0,60

*

— 125,
a prema (7.14) imamo kao rjesenje te jednadzbe niz
Y; = (Yy — 125) (0,60)" +125 = —25(0,60)" + 125 (t=1,2,...).

Odavde je ocito tliin Y; = 125 = Y'*, sto znadi da je novi ekvilibrijum zaista sta-
— 100

bilan. Zanimljivo je pratiti numericki pregled stanja iskazanog gornjim modelom
(v. Tabelu 7.2).
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Tabela 7.2 Numericki pregled nacionalnog dohotka, potrosnje i investicija

Period | Investicije | Potrosnja | Dohodak
0 40 60 100
1 50 60 110
2 50 66 116
3 50 69,6 119,6
4 50 71,76 121,76
) 50 73,056 123,056
6 50 73,8336 123, 8336
t — 400 50 Cy — 75,00 | Y; — 125
)
(e) o (o)

Zadaci za samostalan rad

1. Rijesiti sljedecte diferentne jednadzbe:
n

a) Tn+1 = mxm
3n+1
b) Tp+1 = mmn,

¢) Tpy1 — 2"z, = 0.

2. Nadi opce rjesenje svake od sljede¢ih diferentnih jednadzbi:
a) Tni1 — 2Tn, = 3,
b) Zpt1 — 3z, =327,
C) Tpy1 — 4x, = 4",

3. Nadi opce rjesenje svake od sljede¢ih diferentnih jednadzbi:

n
+1

a) Tp1 — Tp =2,
n

b) xpt1 — (n+ 1)z, =3"(n+ 1),
¢) Tpy1 = T + (n+1)%.
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4. Nati rjesenje svakog od sljede¢ih PPV:
a) Tni1 — 3y, =€", w1 =2, n=123, ..,
b) zpy1+2(n—1)x,+2n+3=0, 20=0, n=0,1,2, ..

c) Tpy1 —4x, =3-5", xo=-1, n=0,1,2,...

5. Rijesiti svaku od narednih jednadzbi i odrediti lim x,:

n—00
1

a) anrl_xn:m’ ro=1, n=0,1,2,.,
1

b) Tpy1 — Tn = nz L wo=1, n=0,1,2,..

6. Napraviti amortizacioni plan po principu mjese¢ne otplate zajma od 500$ uz
kamatnu stopu od 8% mjese¢no. Amortizacioni plan treba da sadrzi: mjesec
(odnosno broj rate), neplaceni dio glavnice poc¢etkom mjeseca, iznos rate
otplate duga na kraju mjeseca (anuitet), strukturu anuiteta, koja podrazu-
mijeva iznos kamate obra¢unate na neplac¢eni dio duga na kraju obra¢unskog
perioda (tj. mjeseca) i dio otplate glavnice. Plan praviti prema pretpostavci
da &e zajam biti otplacen u Sest rata.

7. Pretpostavimo da se konstantna suma novca 2500% deponuje na kraju svakog
obrac¢unskog perioda u nekoj banci, pri ¢emu se na taj novac primjenjuje
obra¢un kamate na zateceni iznos sa stopom 6,5% po svakom obrac¢unskom
periodu. Koliko novca banka duguje na kraju svakog obracunskog perioda?

8. Odrediti broj godina potrebnih da se odredena suma novca ulozena u banku
utrostruc¢i, ako se na nju primjenjuje obracun kamate na zateCeni iznos s
kamatnom stopom od 8,5% godignje.

9. Pretpostavimo da smo investirali 5000$ sa godisnjom kamatnom stopom 8%
na 10 godina (obracun kamate na zateceni iznos). Koliko ¢emo novca imati
na kraju tog perioda, ako se kamata obracunava:

a) godisnje,

b) polugodisnje,
¢) kvartalno,

d) mjesecno,

e) dnevno?
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10. U elementarnom ekonomskom modelu trznice, cijena p, nekog proizvoda
nakon n godina je povezana sa zalihama s,, nakon n godina formulom

DPn :a_bsn7

gdje su a i b pozitivne konstante, budu¢i da velika nabavka prouzrokuje da
cijena bude niska u datoj godini. Pretpostavimo da su cijena i nabavka u
alternativnim godinama proporcionalne: kp, = s,4+1 (k > 0).

a) Pokazati da p,, zadovojava jednadzbu py,y1 + bkp, = a.
b) Rijesiti dobijenu jednadzbu pod a) po p,.

c¢) Ako je bk < 1, pokazati da se cijena stabilizira. Drugim rije¢ima, pokazati
da p,, konvergira ka kona¢noj granici kad n — oco. Sta se moze o¢ekivati ako
je bk > 17

7.2 Diferentne jednadzbe viSeg reda

7.2.1 Linearne diferentne jednadzbe s konstantnim koeficijentima

Promatrajmo linearnu diferentnu jednadzbu k-tog reda:
Tntk T P1Tptk—1 + P2Tnik—2+ ...+ PkZn =0 (n=mng,no+1,...)  (7.34)

gdje su p; (i = 1,...,k) konstante i pp # 0. Nas cilj je da nademo fundamen-
talni skup rjesenja (tj. skup m linearno nezavisnih rjesenja) i shodno tome opée
rjeSenje jednadzbe (7.34), kao linearnu kombinaciju elemenata fundamentalnog
skupa. Procedura je relativno jednostavna.

Pretpostavimo da rjesenja jednadzbe (7.34) imaju oblik A", gdje je A komplek-
san broj. Zamjenom ove vrijednsoti u jednadzbu (7.34) dobijamo:

Mpp Nty =0 (7.35)

Ova jednadzba se naziva karakteristicnom jednadzbom diferentne jednadzbe (7.34),
a njeni korijeni A se nazivaju karakteristicnim korijenima.

Primijetimo da, zbog pr # 0, nijedan od karakteristi¢nih korijena nije jednak
nuli. Razmotrit ¢emo dva slucaja.

1. Slucaj a. Pretpostavimo da su karakteristi¢ni korijeni A1, Ag, ..., Ax medu-
sobno razliciti. Tada vrijedi sljedeci teorem.
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7.2 Diferentne jednadzbe viSeg reda

Teorem 7.3 Ako su karakteristicni korijeni A1, s, ..., Ar medusobno razliciti,
tada je skup {7, Ay, ..., AL} fundamentalni skup rjesenja jednadzbe (7.34).

Iz toga slijedi da je opée rjesenje jednadzbe (7.34) dato sa

k
Ty = Z C;\!, C; proizvoljne konstante. (7.36)
i=1

Primjer 7.8 Data je diferentna jednadzba
Tpyo — TTpi1 + 10z, =0 (n=0,1,...).

a) Naéi opte rjeSenje date jednadzbe.
b) Naéi rjesenje date jednadzbe uz pocetne uvjete xg =1 i x1 = 2.

Rjesenje. a) Odgovarajuca karakteristicna jednadzba ima oblik
N —7TA+10=0,

odakle se dobijaju karakteristi¢ne vrijednosti A; = 2, Ao = 5, pa je fundamentalni
skup rjesenja {2",5"}. Opce rjesenje date diferentne jednadzbe ima oblik

Ty =0C1-2"+Cy-5™. (7.37)
b) Koristeé¢i opée rjesenje (7.37) i pocetne uvjete, imamo
n=0=1=xy=C1+ Co,

n=1= 2=z =2C1 + 5C,.

Odavde se dobija C; = 11 Cs = 0, pa je trazeno rjesenje PPV: x, = 2™, &
2. Slutaj b. Pretpostavimo da su karakteristi¢ni korijeni A1, Ao, ..., A\, razliciti
sa videstrukostima mi,ma, ..., m, respektivno, pri ¢emu je

mi+mo+...+m, = k.

T

Teorem 7.4 Skup S = |JS; je fundamentalni skup rjesenja jednadzbe (7.84),
i=1

gdje je S; = {AF, AT n2AT . ™I (1=1,2,..27).
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Posljedica 7.1 Opée rjesenje jednadzbe (7.34) je dato sa:
Ty = Z )\? (CzO + Ciin + Ci2n2 +...+ Cimi_lnmifl) . (738)
i=1

Primjer 7.9 Rijesiti jednadZbu
Tpt3 — 9Tnt2 +8xpy1 — 4z, =0
x0=0,21 = -1, 20 = 1.
Rjesenje. Odgovarajuta karakteristicna jednadzba je
A BN 48\ —4=0,

a karakteristi¢ni korijeni su A1 = 1, Ao = A3 = 2, pa je fundamentalni skup rjesenja
{1,2",n2"}. Opce rjesenje je

T, = C12" + Con2™ + D11™ = C12"™ + Cyn2™ + D;.
Da bismo odredili konstante C,Cs i D1, koristimo pocetne vrijednosti

20=C1+D1=0
r1 =2C1 +2C05+ D1 = -1
ro =4C1 +8Cy 4+ Dy = 1.

Rjesavanjem ovog sistema dobijamo
C1=-50=2,D1=5.
Prema tome, trazeno rjeSenje jednadzbe je

T, = —5-2"4+n2"tl 45
(2n —5) - 2" +5.

[ )

Pretpostavimo sada da medu korijenima karakteristi¢ne jednadzbe ima kom-
pleksnih, koji se, kao §to znamo pojavljuju u parovima konjugirano kompleksnih
brojeva. Pokazatemo da svakom takvom paru odgovaraju dva realna linearno
nezavisna rjesenja. Neka je A\; = a 4+ tb, Ay = a — tb. Tada je

b
A2 =7 (cosf £isin), r=+/a?+0b? thZE, 0#kr (keZ),
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7.2 Diferentne jednadzbe viSeg reda

odakle slijedi
Tp = A = 71" (cosnf + isinnd) .

Odavde se vidi da karaktersiticnom korijenu A; odgovaraju dva realna rjesenja

M) = cosnd, @ = r"sinnd, (7.39)
koja su linearno nezavisna. S druge strane, konjugirano kompleksnom korijenu Ao

odgovaraju realna rjesenja
XM =" cosnf, X = —r"sinnd, (7.40)

koja su ocito linearno zavisna sa rjesenjima (7.39). Prema tome, paru konjugirano
kompleksnih korijena karakteristi¢ne jednadzbe odgovaraju linearno nezavisna re-
alna rjesenja oblika (7.39) ili (7.40).

Ako, medutim, konjugirano kompleksni par korijena karakteristi¢ne jednadzbe
ima visestrukost m, onda su odgovaraju¢a fundamentalna (linearno nezavisna)
rjeSenja:

™ cosnd, r" sin @, nr™ cos nd, nrsinf, ..., n™ 1r" cos nf, n™ 1" sin 6.

Zaklju¢ujemo da se pronalazenjem svih fundamentalnih rjeSenja koja odgo-
varaju svim realnim korijenima i svih rjeSenja koja odgovaraju svim parovima
konjugirano kompleksnih korijena karakteristi¢ne jednadzbe, dobija fundamentalni
skup rjesenja homogene jednadzbe (7.34).

Primjer 7.10 Rijediti jednadzbu

3Tpyo — 6p41 + 4z, =0.

Rjesenje. 1z karakteristi¢ne jednadzbe 3A% — 6\ + 4 = 0 dobijamo

3 2
Al,gzlii\g:\/g<cosgj:ising>.

Zbog toga je opce rjesenje promatrane jednadzbe

2 )" [ercos (%) +casin ("5)]. m=0.1.2
Tp = | —= c — cosm|— )|, n=0,1,2 ..,
v3) 6 2 6

pri ¢emu su ¢ i ¢ proizvoljne konstante. &
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7.2.2 Linearne nehomogene jednadzbe i metodi rjesavanja

Do sada smo razmatrali linearne homogene diferentne jednadzbe, a u slu¢aju takvih
jednadzbi s konstantnim koeficijentima pokazali smo kako se konstruira njihovo
opce rjesenje. Otvorenim je ostalo pitanje rjesavanja linearnih nehomogenih jed-
nadzbi. Zbog toga ¢emo se sada fokusirati na rjeSavanje linearne nehomogene
jednadzbe k-tog reda

Tp+k + P1Tn+k—1 + -« + DTy = T, (7.41)

gdje su, kako smo to na pocetku ovog poglavlja istakli, p; (i = 1, ..., k) i r,, konstante
i pri ¢emu je py # 0.

Logi¢no je, naravno, kao i u slu¢aju homogene jednadzbe, postaviti sljedece
pitanje: Da li rjesenja jednadzbe (7.41) formiraju vektorski prostor? Drugim ri-
je¢ima, da li je linearna kombinacija dva rjesenja jednadzbe (7.41), takoder, rjesenje
jednadzbe (7.41)7

Odgovor na ova pitanja daje sljedeci primjer.

Primjer 7.11 Promatrajmo jednadzbu

Tpio — Dxpay + 6z, = 3 - 27,
a) Pokazati da su o (B3n—1)-2771 2 = —3n. 21 rjesenja date
jednadzbe.
b) Pokazati da x,, = xg) — xg) nije rjesenje date jednadzbe.
¢) Pokazati da x, = Cn(2"~1) nije rjesenje date jednadzbe, gdje je C konstanta.

Rjesenje.

a) Neposrednim uvrstavanjem nizova azg) i q:7(12) u datu jednadzbu, vidi se da
su to zaista njena rjeSenja.

b) Imamo x, = a;%l) — :c%z) = 2771 Zamjenjujuéi ovo u datu jednadzbu,
dobijamo

2l _5.9" 46.2" 1 =272 -5 4+3)=0#3-2"

¢) Zamjenom x,, u datu jednadzbu, lahko se vidi da taj niz nije njeno rjesenje.

)
Iz prethodnog primjera moze se izvuci sljedeci zakljucak.

i) Nasuprot homogenim diferentnim jednadzbama, rjesenja nehomogenih dife-
rentnih jednadzbi ne formiraju vektorski prostor. Ni suma (razlika), ni proizvod
rjesenja nehomogene jednadzbe nije (opéenito) njeno rjesenge.
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1 ;.2

ii) Iz dijela b) vidi se da razlika rjesenja xy,’ i x,  nehomogene jednadzbe je
zapravo rjedenje odgovarajuce homogene jednadzbe.

Na taj nac¢in moze se iskazati opcenitiji rezultat.

Teorem 7.5 Ako su %(11) i 1:7(12) rjesenja jednadzbe (7.41), onda je x, = :U%l) — :nﬁf)

rjeSenje odgovarajuce homogene jednadzbe.
Tn+k +p1xn+k71 + ... +pkxn =0. (742)

Dokaz. Oduzimanjem jednakosti

1 1
xSH)—k +p1:1:§lik_1 +... +pk:17,(11) =Tn,

2 2
f”iw)rk +p1$7(1)rk71 +... +pk:1‘$12) _——

dobija se
0 = xﬁllik — zzzfi)rk} +p1 [atglk_l — xgi)rk_l] + ...+ [:1:7(11) — :,;53)}
= Tptk T DP1Tpyk—1 + ... + PpTn.
|

Uobicajeno je da se opée rjesenje homogene jednadzbe (7.42) naziva komple-
mentarnim rjesenjem nehomogene jednadzbe (7.41) i oznacava se sa a;Sf).

Bilo koje rjesenje nehomogene jednadzbe (7.41) zvatemo partikularnim rjese-

njem jednadzbe (7.41) i oznac¢avatemo ga sa 2P

Budué¢i da odranije znamo kako se odreduje komplementarno rjesenje nehomo-
gene jednadzbe (7.41), to je sada moguée znati i njeno opce rjesenje.

Teorem 7.6 Bilo koje (1j. opte) riesenje jednadzbe (7.41) moZe se napisati kao

k
zn =P 4+ 29 = 2P 4 Z CizV, (7.43)
i=1
gdje je {x,(}),xff), - ,x%k)} fundamentalni skup rjeSenja homogene jednadzbe (7.42).

Dokaz. Primijetimo da je z, — xﬁf ) rjesenje homogene jednadzbe (7.42). Prema

tome,

k
Ty — 2P = Z CizV
i=1
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za neke konstante a;. ®

U mnogim slu¢ajevima jako je tesko naéi opce rjesenje nehomogene jednadzbe.
No, situacija je nesto povoljnija kada su u pitanju linearne diferentne jednadzbe s
konstantnim koeficijentima. Za takve slu¢ajeve preostaje jo§ samo pronaéci nacin
kako se odreduje partikularno rjesenje x%p ), Postoje razli¢iti metodi za njihovo
odredivanje: metod neodredenih koeficijenata, metod varijacije konstanti, metod
operatora, metod generirajucih funkcija i metod Z-transformacije. Ovdje Ce biti

demonstriran metod neodredenih koeficijenata.

7.2.3 Metod neodredenih koeficijenata

Metod neodredenih koeficijenata za izracunavanje partikularnog rjesenja xﬁf’ ) jed-
nadzbe (7.41) je jedan od jednostavnijih metoda i zbog toga ¢emo upravo njemu
prvo posvetiti paznju. Analogno istoj situaciji kao kod diferencijalnih jednadzbi,
i ovdje se, u osnovi, metod sastoji u tome da se inteligentno pretpostavi oblik
partikularnog rjesenja, s nepoznatim (neodredenim) koeficijentima, a zatim da
se ta funkcija (niz) zamijeni u diferentnoj jednadzbi (7.41) i tako odrede nepoz-
nati koeficijenti. Naravno da se ovaj metod ne moze efikasno upotrijebiti u svim
situacijama, to jest za potpuno proizvoljan niz r,. Ipak, ovim metodom mogu biti
uspostavljena neka pravila za odredivanje partikularnog rjesenja ako je r,, linaerna
kombinacija izraza koji su oblika

a",sin(bn), cos(bn), ili n* (7.44)
ili njihovih proizvoda
asin(bn), a"n*, a™nk cos(bn). (7.45)
Tabela 7.3. sadrzi nekoliko tipova funkcija 7, i njihovih odgovaraju¢ih partiku-
larnih rjesenja.

Tabela 7.3
Oblik niza r, Oblik partikularnog rjeSenja x%p)
a” Cia”
k .
nk > Cin’
i=0
k .
nka™ <Z Cm’) a"
i=0
sin bn, cos bn C1sinbn + Cy cos bn
a™ sin bn, a™ cos bn (C1sinbn 4+ Co cosbn)a™
E ] k .
a™n¥ sin bn, a"n* cos bn (Z C’mz> a"sin (bn) + <Z Dm1> a™ cos (bn)
i=0 1=0

322



7.2 Diferentne jednadzbe viSeg reda

Napomenimo da se prethodno razmatranje moze primijeniti i za slucaj kada
se niz 7, moze predstaviti u obliku zbira nizova koji se bitno razlikuju. Naime,
ako je r, = 7’9) + ...+ Tﬁlm), tada se partikularno rjesenje nehomogene jednadzbe
(7.41) trazi u obliku zbira a:,(lp) = x%pl) + ...+ x;pm), pri cemu je a:,(lpi) partikularno
rjeSenje jednadzbe

Ttk + P1Tnik—1+ -+ PrTn = rff) (i=1,...m).

Razmatranje ¢emo podijeliti u nekoliko slu¢ajeva u ovisnosti o obliku niza 7,.
A) Slucaj kada je niz r, oblika
Ty = Py (n)a”,
gdje je Py, (n) polinom po n stepena m.

A1) Ako a nije korijen karakteristi¢cne jednadzbe diferentne jednadzbe

(7.42), tada partikularno rjesenje 2®) trazimo u obliku

xﬁbp) =Qm (n)a",
gdje je Qn, (n) polinom stepena m, ¢ije koeficijente treba odrediti.

A2) Ako je a korijen karakteristi¢ne jednadzbe diferentne jednadzbe (7.42)
(

visestrukosti v, tada partikularno rjesenje z,’ ) trazimo u obliku
2P =n"Qp (n) a™
B) Sluc¢aj kada je niz r,, oblika
rn = [Py (n) cos (nb) + Ps (n) sin (nb)] a”.
Neka je m = max {r, s}.

B1) Ako se a™cos (nb) i a"sin (nb) ne pojavljuju u (opéem) rjesenju :cgf)
homogene diferentne jednadzbe (7.42), tada se partikularno rjesenje CC%p ) trazi u
obliku

aP) = (@7, (n) cos (nb) + Q2, (n) sin (nb)] a”,

gdje su QL i @2, polinomi stepena m s neodredenim koeficijentima.
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B2) Ako se a” cos (nb) ili a” sin (nb) pojavljuju u (opéem) rjesenju 2 ho-
mogene diferentne jednadzbe (7.42) s vigestrukoséu v, tada se partikularno rjesenje

)

xﬁf trazi u obliku

2@ =n” (@}, () cos (nb) + Q2, (n) sin (nb)] a™.

Napomenimo jo§ da se u izrazu niza r, stepen a"™ moze i da ne pojavi, pa se
tada i ne ukljuc¢uje ni u partikularno rjesenje.

Primjer 7.12 Rijesiti diferentnu jednadzbu
Tnto + 3Tpt1 — 4x, = n3". (7.46)

Rjesenje. Karakteristi¢ni korijeni homogene jednadzbe su Ay = 11 Ao = —4,
pa je
2l = C1 4+ Cy (—4)™.
Zbog toga imamo

zP) = (a1 + agn) 3"

Zamjenom ove relacije u (7.46) dobijamo

a13"? + ag(n 4 2)3"? 4+ 3a13" ! + 3ag(n + 1)3" T — 4a13™ — 4agn3" = n3"
& (14a1 + 27ag + 14aon)3"™ = n3".

Odavde je
14aq1 4+ 27a2 = 0,
l4as =1,
ili 1Pt'k1 jesenje date jednadzbe j
ili a; = ———, ao = —. Partikularno rjesenje date jednadzbe je
1 96" 2~ 11 J J J J

a njeno opce rjesenje je

27 1
x, =C1+Cy (—4)" + <— + n) 3. b
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Primjer 7.13 Rijesiti diferentnu jednadzbu

xma+&%:ﬂ.wgncg>. (7.47)

Rjesenje. Karakteristicna jednadzba odgovarajuce homogene jednadzbe je
A +9=0.

Karakteristi¢ni korijeni su:

Dakle, r—319—7,pa‘]e

(C) = 3" [Cﬁ cos <n2 ) + Cysin <n2ﬂ-)} '

Primijetimo da se r, = 3" sin (%) pojavljuje u xSf). To je slucéaj B2), prema kojem
je
zP) =n [acos <n2 ) + bsin <n2 )} 3", (7.48)

gdje su a i b koeficijenti koje treba odrediti.
Zamjenom (7.48) u (7.47), dobijamo

(n+2) [acos (n?w —|—7r) + bsin (n?ﬂ —|—7r)] -3ty

n nmw n_ e ano (T
—I—9n[acos<2>+bsm(2)}-3 =5-3 51n<2>

Zamjenom cos ("7” + 7r) = 7(:05( 2”) i sin ("7 ) fsm( 2”) i poredenjem
koeficijenata koji stoje uz kosinus, dobijamo a = 0. Analogno, poredenjem koefici-
jenata koji stoje uz sinus, dobijamo b = —%.

Zamjenom ovih vrijednosti nazad u (7.48), dobijamo

(p) = —in?)” sin <mr) ,

Tn 18 2

a opce rjesenje jednadzbe (7.47) je

Ty = [C’l cos (mr) + Oy sin (n27r> — 1—58nsm (n;r)} R L 3
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Primjer 7.14 Rijesiti diferentnu jednadzbu
Tnasg — 3Tpto + TTpi1 — Dy =20 — 142 3™, (7.49)
Rjesenje. Odgovarajuta homogena jednadzba je
Tnt3 — 3Tpy2 + TTpy1 — Dz = 0.

Njena karakteristicna jednadzba ima jedan realni korijen A =1 i dva konjugirano
komleksna korijena Ao 3 = 14 24, pa je rjeSenje homogene jednadzbe dato sa

2l = C) + 5% (Cy cosny + Cssinny),

pri ¢emu je ¢ = arctan?2 (i r = v/5).
Uo¢imo prvo da desnu stranu polazne jednadzbe (7.49) mozemo zapisati u
obliku
2n—1)-1"+2-3™

Dakle, partikularno rjesenje trazimo kao
zP) = (a+bn)n +c- 3"
Uvrstavajuéi to u polaznu jednadzbu dobijamo
(a + 3b)n + 3a + 9b + bn? + 3bn — 3 [(a + 2b)n + 2a + 4b + bn* + 2bn] +
+7[(a+b)n+a+b+bn®+bn| —5an + bn?)+
+¢-3"3 —3¢. 32 4 7¢. 37— 5c. 37
=2n—1+2-3"
Odavde slijedi

8b =2,
4a 4+ 4b = —1,
16¢ = 2,
odnosno
a——1 b—1 c:l.
2’ 4’ 8

Dakle, partikularno rjesenje ima oblik

2
w_m_n 1 o
z,! 1 2+83.

Na osnovu toga, opce rjeSenje polazne diferentne jednadzbe je

n n?2 n 1
:cn:Cl+55(Cgcosngo+035inng0)~I—Z—§—|—§-3”

gdje je ¢ = arctg2. &
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7.2.4 Primjene u ekonomiji
Pregovori izmedu radnika i menadzmenta

Sada ¢emo konstruirati jedan relativno jednostavan model pregovora o visini placa
izmedu radnika i menadzmenta. U tim pregovorima radnici zahtijevaju (redovnu)
platu od, recimo, Ry dolara godisnje, dok je pocetna ponuda menadzmenta, recimo,
My dolara godisnje. RjeSenje ovog problema treba da se nade posredstvom pre-
govora izmedu ova dva tabora. U svakom koraku pregovora radnicki predstavnici
podnose zahtjev o visini pla¢e menadzmentu. Opcenito, ocekuje se da menadzment
ponudi iznos plaée koji je manji od radnickog zahtjeva, a to onda ima za posljedicu
potrebu za nastavkom pregovora. Matematicki model ove situacije moze biti kon-
struiran pomocu pretpostavke da u svakom koraku pregovora menadzment kori-
gira svoju prethodnu ponudu dodavanjem nekog dijela a razlike izmedu potraznje
i ponude u zadnjem koraku. S druge strane, za ocekivati je da ¢e i radnici svoju
prethodnu ponudu korigirati oduzimanjem nekog dijela b razlike izmedu potraznje
i ponude u zadnjem koraku.

Oznacimo, respektivno, sa M,, i R,, ponudu menadzmenta i potraznju radnika
u n-tom koraku. Dinamicke jednadzbe kojima se opisuje ovaj pregovaracki proces
izgledaju ovako:

Mpi1 = My+a(Ry—M,)
Royi = Rn—b(R,— M,), (7.50)

gdje su a i b pozitivne konstante koje zadovoljavaju sljedece uvjete
0<a<l, 0<b<l (7.51)
Jednadzbe (7.50) se mogu napisati i u obliku

Mpyi = (1—a)M,+aR, (7.52)
bM,, + (1 — b) Ry,. (7.53)

R
Eliminacijom R,, dobija se diferentna jednadzba
Mpio—(2—-a—b)Myi1+(1—a—0) M, =0.
Njena karakteristi¢na jednadzba je
M —2—-a-A+(1—-a—-b)=0,

Cija su rjeSenja
AM=1 d=1—-a-0b.
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Prema tome, M,, ima sljede¢i prikaz
M,=ci+c(1—a—5)",
gdje su c; i c2 proizvoljne konstante.
S druge strane, iz (7.52) za R, imamo

1 1—a
Rn:* n+1l —
a

My,

odnosno,
b
R,=c——c2(1—a—0)".
a
Konstante ¢; i ¢co mozemo odrediti uvodenjem pocetnih uvjetas:

c1 + ca = My,

Cl — —Cy = Ro.
a
Dakle,
aRo + bMy a(Ro — My)
_ cg=—————-.
a+b a+b
Zbog Ry > My, imamo da je ¢; > 0, a co < 0, pa je kona¢no
(IR() + bMo . a(Ro — Mg)
a+b a+b

Ccl1 =

M, =

(]‘ _a_b)nv

aR() + bM() b(Ro — Mg)
+
a+b a+b
Analizom ovih jednakosti dolazimo do sljede¢ih zakljucaka:

R, = (I —a—"0b)".

i) Ako zelimo imati monotonu konvergenciju, to jest da se M,, stalno poveéava,
a R, stalno smanjuje, onda je

O<a+b<l.

ii) Konacan iznos plac¢e, w, dogovoren izmedu radnika i rukovodstva je

aR() + bMO

w= My =Ry =
a+b

Napomenimo da w lezi izmedu Ry i My, §to smo i mogli pretpostaviti, to jest

My < w < Ry.
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Model nacionalnog dohotka

Razmotrimo sada model nacionalnog dohotka. Nacionalni dohodak D,, se odreduje,
recimo, na kraju svakog kvartala u toku godine i sastoji se od sljedeca tri dijela:

i) troska potrosaca pri nabavci roba za potrognju, Pp;
ii) podsticajnog privatnog investiranja u kupovinu glavne opreme, I,;;
iii) troska vlade, V,.
Dakle, jednadzba nacionalnog dohotka je
Dy, =P, + 1, +V,. (7.54)

Prema dobijenom modelu nacionalnog dohotka, ekonomist Paul A. Samuelson
napravio je tri pretpostavke koje povezuju ove varijable:

i) Trosak potrosaca P, u bilo kojem kvartalu proporcionalan je nacionalnom
dohotku D,,_; prethodnog kvartala.

ii) Podsticajno privatno investiranje I,, u bilo kojem kvartalu je proporcionalna
rastu potrosnje tog kvartala u odnosu na prethodni kvartal, to jest veli¢ini
P,, — P,_1 (to je tzv. princip ubrzanja).

iii) Vladin trosak je konstantan za svaki kvartal.

Nag zadatak je ispitati ponasanje nacionalnog dohotka podvrgnutih gornjim pret-
postavkama. Znaci, prvo moramo prevesti gornje tri pretpostavke u matematicke
relacije, tako da njihovim koristenjem dobijamo jednostavnu jednadzbu za na-
cionalni dohodak. Iz pretpostavke i) imamo

P, =aD,_1, (7.55)

gdje je a konstanta proporcionalnosti, tzv. marginalna tendencija potrosnje. Ubuduce
¢emo smatrati da je
0<a<l

Pretpostavka ii) ima sljede¢u matematicku reprezentaciju
I, =b(P, — P,_1), (7.56)

gdje je b konstanta proporcionalnosti, tzv. veza (odnos).

Ovaj izraz stanja znaci da kada se potro$nja smanjuje, to jest kad je P, — P,_1 <
0, postoji tendencija da proizvodaci izvrse povlacenje novcanih sredstava namije-
njenih za investicije, dok u sluc¢aju kad se potro$nja povetava, odnosno kad je
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P, — P,_1 > 0, proizvodaci ¢e Zeljeti povecati svoje investicijske troskove.
Pretpostavimo da b zadovoljava sljede¢i uvjet

0<b< 1
Zamjenom jednakosti (7.55) u (7.56), dobijamo
I, = ab(Dy—1 — Dy—2). (7.57)
Treta pretpostavka je da je vladin trosak isti za sve kvartale, to jest vrijedi
Vi = v, (7.58)

gdje je v konstantna vrijednost vladinog troska.

Sada smo u moguénosti do¢i do jednadzbe koja opisuje kretanje nacionalnog do-
hotka u n-tom kvartalu. Tako, zamjenom jednakosti (7.55), (7.57) i (7.58) u jed-
nadzbu (7.54), dobijamo

Dy =aDp1 + ab(Dn—l - Dn—Z) + v,
odnosno
Dyi2—a(l+b)Dyy1 + abD,, = v, n=1,2,3,4,..., (7.59)

a Do i Dy su dati. Ovo je linearna diferentna jednadzba drugog reda s konstantnim
koeficijentima. Njeno rjesenje daje dinamicko ponasanje nacionalnog dohotka. Ova
jednadzba povezuje nacionalni dohodak u nekom periodu (kvartalu) sa nacional-
nim dohotkom u neka dva predhodna perioda (kvartala). Ona, takoder, sadrzi dva
parametra, marginalnu tendenciju potrosnje a i vezu b.

Za posebne vrijednosti ovih parametara i za date vrijednosti pocetnih uvjeta Dy i
Dy, rjesavanjem jednadzbe (7.59), dobijamo eksplicitnu ovisnost nacionalnog do-
hotka u diskretnom vremenu n. Medutim, ponasanje raznih eventualnih rjesenja
moze biti razumljivo i bez njihovog eksplicitnog izracunavanja. Prvo, neka je D*
konstantno rjesenje jednadzbe (7.59). To odgovara ekvilibrijumu vrijednosti na-
cionalnog dohotka i moze se dobiti rjesavanjem jednadzbe

D* —a(1+b)D* 4+ abD* = v,

odakle je
pr=_"
1—a’
Uvjet 0 < a < 1 garantira da je ekvilibrium vrijednosti nacionalnog dohotka
pozitivan.
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Drugo, kako smo to ranije vidjeli, oba korijena jednadzbe
M 4tad+ay=0 (7.60)
su po apsolutnoj vrijednosti manja od 1 ako i samo ako je
14+a1+ae >0,

1—a1+az >0,
1—as > 0.

Mi ¢éemo sada ovaj rezultat primijeniti na homogeni dio diferentne jednadzbe
odredene jednadzbom (7.59), to jest na jednadzbu

Duts — a(1 +b)Dysy + abDy = 0.
Njena karakteristi¢cna jednadzba je
M —a(1+ D)X+ ab = 0. (7.61)
Poredenjem jednadzbi (7.60) i (7.61), dobijamo sljedece rezultate:
1—a(l+0b)+ab>0,

14 a(1+4b)+ab> 0,
1—ab>0.

Ako a i b zadovoljavaju ove tri relacije, onda je nacionalni dohodak D* stabilan
ekvilibrijum vrijednosti. Lahko je vidjeti da je upravo to slucaj. Prva od ovih
relacija daje a < 1, koja se slaze sa uvjetom 0 < a < 1. Sli¢no, druga i treta
relacija su automatski zadovoljene zato §to su a i b pozitivni i manji od 1. Medu-
tim, mi zaklju¢ujemo da ¢e niz vrijednosti nacionalnog dohotka konvergirati ka
ekvilibrijumu D*, neovisno o pocetnim uvjetima. Zaista, ako je

4b

a<(1+®”

(7.62)

onda su korijeni jednadzbe (7.61) (konjugirano) kompleksni brojevi koji leze unu-
tar jedini¢nog kruga, pa niz vrijednosti nacionalnog dohotka oscilirajuéi konver-
gira ka D*. S druge strane, ako uvjet (7.62) nije zadovoljen, onda su korijeni
jednadzbe (7.61) realni i leze u intervalu (0,1), pa niz vrijednosti nacionalnog
dohotka monotono konvergira ka D*.
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o O (]

Zadaci za samostalan rad

. a) Naéi partikularno rjesenje PPV

T+ — (Tny1 + 122, =0, xo=1, x1=2.

b) Naci Z5.

a) Naéi opce rjesenje diferentne jednadzbe 49 — 4xpy1 — bz, = 0.

b) Odrediti partikularno rjesenje date diferentne jednadzbe koje zadovoljava
sljedete pocetne uvjete: zg =0, 1 = —1.

a) Naéi opce rjesenje diferentne jednadzbe x, 49 — 62541 + 9z, = 0.

b) Odrediti ono rjesenje date jednadzbe koje zadovoljava pocetne uvjete:
o — 2, T = 3.

. Naci rjesenje PPV

Tpt2 — 2\/§xn+1 +4x, =0, x9=-1, x1=0.

a) Rijesiti diferentnu jednadzbu x,13 + Tpi2 — Tpy1 — T, = 0.

b) Na¢i ono rjesenje date jednadzbe koje zadovoljava pocetne uvjete: xg = 2,
Tr1 = 1, Tr9 = —1.

Naéi opce rjesenje svake od diferentnih jednadzbi (6-17):

10.

11.

12.

. Tpyo — 6xp41 + 142, = 0.
e Tp+4 + 2.’I}n+2 +x, = 0.
. Tpts — 3Tn+1 — 2z, = 0.

. Tpy3 — (Tpgo + 18xp41 — 122, = 0.

Tpio —4Tpi1 +32, =2-3"+n2+n—-1, (n=1,2,..).
22p19 — 2Tpi1 +xp =02 —4n+ 5", (n=1,2,..).

5Tpio — 3Tpi1 — 22, = 3n+ (—2)", (n=1,2,...).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

3Tpyo — 8Tpt1 — 3z, =3"—2n+1, (n=0,1,2,..).

Tpio —3Tpi1 +22, =1—-3n+n2+2", (n=1,2,..).

Tpio+ Tpyr — 20, =n2+2n+5-(=2)", (n=1,2,...).

Tny2 + 4Tns1 — 120, =5cos (), (n=1,2,...), xo=0, x1=1.
Tpio+2Tpi1 +22, =2"+n2+1, (n=1,2,..), zo=-1, x7=2

U sluc¢aju modela nacionalnog dohotka graficki predstaviti D,,, P, i I, ko-
riste¢i skup parametara: V,, =40,a=0,61b=0,5sa Dy = 1001 D; = 130.

Neka u modelu pregovora izmedu radnika i menadzmenta vrijedi

1 1
= — b = — = 1 M = .
a 47 5, R() 00, 0 50

a) Na istom grafiku nacrtati R, i M,, zan =0,1,...,10.

b) U ovom modelu, proces pregovora traje neprekidno zauvijek. Konstruirati
definiciju "kraja procesa pregovaranja" tako da je potreban samo konacan
broj koraka u pregovaranju.
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