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Rezime

Za razliku od hiperboli£kih ta£aka ekvilibrijuma, gdje je lokalna stabilnost obu-
hva¢ena kroz nekoliko teorema i gdje uvijek imamo jasnu situaciju, ispitivanje sta-
bilnosti nehiperboli£kog ekvilibrijuma u diferntnim jednadºbama i diskretnim dina-
mi£kim sistemima je speci�£no i zahtijeva dodatna ispitivanja i upotrebu razli£itih
tehnika i metoda. Ovaj rad posve¢uje paºnju upravo nehiperboli£kom ekvilibrijumu
kod diferentnih jednadºbi drugog reda, te jednodimezionalnih i dvodimenzionalnih
diskretnih dinami£kih sistema.

Prvo poglavlje (Stabilnost nehiperboli£kog ekvilibrijuma diferentne jednadºbe pr-
vog reda) obuhvata diferentnu jednadºbu prvog reda, to jest, jednadºbu oblika

xn+1 = f(xn), n = 0, 1, ...,

koja ujedno predstavlja i jednodimenzionalni diskretni dinami£ki sistem.
Na samom po£etku su de�nisani osnovni pojmovi, te je uveden pojam stabilnosti

ta£aka ekvilibrijuma, a zatim je posebna paºnja posve¢ena stabilnosti nehiperbili£-
kih ta£aka ekvilibrijuma. Nehiperboli£ki ekvilibrijum se pojavljuje u slu£aju kada
je |f ′(x̄)| = 1, pri £emu je x̄ ta£ka ekvilibrijuma navedene diferentne jednadºbe pr-
vog reda, odnosno, �ksna ta£ka preslikavanja f . Razmatrana su dva slu£aja i to
kada je f ′(x̄) = 1 i f ′(x̄) = −1, te su navedeni kriteriji za utvr�ivanje stabilnosti
nehiperboli£kog ekvilibrijuma u oba slu£aja.

U drugom poglavlju (Stabilnost nehiperboli£kog ekvilibrijuma dvodimenzionalnih
diskretnih dinami£kih sistema) razmatran je dvodimenzionalni diskretni dinami£ki
sistem:

xn+1 = f(xn, yn)
yn+1 = g(xn, yn)

}
n = 0, 1, ...,

odnosno, diferentna jednadºba drugog reda:

xn+1 = f(xn, yn−1), n = 0, 1, ....

Uvedeni su osnovni pojmovi o stabilnosti, analogni onima u prvom poglavlju, a
zatim je navedeno nekoliko metoda za ispitivanje stabilnosti nehiperboli£kih ta£aka
ekvilibrijuma (to su one ta£ke u kojima Jakobijan matrica pridruºenog lineariziranog
sistema ima bar jednu svojstvenu vrijednost po modulu jednaku jedan). Tako je opi-
san metod Lyapunovljeve funkcije, metod invarijante, metod centralne mnogostru-
kosti, KAM metod, Neimark-Sackerova bifurkacija, te metod monotonih preslikava-
nja. Svaki od ovih metoda ilustrovan je pomo¢u odgovaraju¢ih, paºljivo odabranih,
primjera.
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Summary

Unlike hyperbolic equilibrium points, where local stability is included through se-
veral theorems and where we always have a clear situation, the stability analysis of
non-hyperbolic equilibrium points in di�erential equations and discreete dynamical
systems is speci�c and requires additional tests and the use of di�erent techniques
and methods. This paper devotes attention precisely at the non-hyperbolic equili-
brium of the di�erential equations and discreete dynamical systems.

First chapter (Stability of non-hyperbolic equilibrium of the �rst-order di�erential
equation) include �rst-order di�erential equation, i.e. equation of the form

xn+1 = f(xn), n = 0, 1, ....

At the begining, the basic concept are de�ned and we introduce the concept of an
equilibrium point and then special attention is paid to the stability of non-hyperbolic
equilibrium points, i.e., in the case when |f ′(x̄)| = 1, where x̄ is an equilibrium point
of listed �rst-order di�erential equation or �xed point of map f . Two cases are
considered, when f ′(x̄) = 1 and when f ′(x̄) = −1, and the criteria for determining
stability of non-hyperbolic equilibrium in both cases are listed.

In the second chapter (Stability of non-hyperbolic equilibrium of the two-dimensional
discrete dynamical systems) it was discussed two-dimensional discrete dynamical
system:

xn+1 = f(xn, yn)
yn+1 = g(xn, yn)

}
n = 0, 1, ...,

or second-order di�erential equation:

xn+1 = f(xn, yn−1), n = 0, 1, ....

Basic concepts of stability are introduced, analogous to those in the �rst chapter, and
then several methods for investigating the stability of non-hyperbolic equilibrium
points (these are the points where the Jacobian matrix of the associated linearized
system has at least one eigenvalue per modulo equal to one) are listed. So, the Lya-
punov function method, the invariant method, the Method of center manifold, the
KAM method, the Neimark-Sacker bifurcation, and the Method of monotone maps
are described. Each of these methods is illustrated with an appropriate, carefully
selected, example.
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Poglavlje 1

Uvod

Posljednjih nekoliko decenija izu£avanje diferentnih jednadºbi je intenzivirano, a
uglavnom je motivirano problemima iz prakse. Naime, veliki broj procesa koji se
odvijaju oko nas (iz biologije, �zike, medicine, ekonomije,...) moºe se predstaviti
uz pomo¢ diskretnih modela, to jest, diferentnih jednadºbi ili sistema diferentnih
jednadºbi. To su procesi koji se naj£e²¢e prate u diskretnom vremenu. Tako�er,
veliki napredak u razvoju tehnologije, odnosno, odgovaraju¢ih softverskih programa
i paketa, olak²ao je, a time i ubrzao razvijanje ove oblasti.

Diskretni dinami£ki sistem (DDS) opisujemo kao autonomni sistem diferentnih
jednadºbi

xn+1 = F (xn), n = 0, 1, ..., (1.1)

gdje je je F : Rn → Rn (n ∈ N). Rje²enje posmatranog sistema (1.1) je niz {ξn}∞n=0

koji zadavoljava dati sistem za svako n = 0, 1, ... i ono uklju£uje konstantu C, koja
moºe biti izra£unata ako je dat po£etni uvjet x0 = α.

Ta£ka ekvilibrijuma x̄ DDS (1.1) je rje²enje jednadºbe

x̄ = F (x̄).

Dakle, ta£ka ekvilibrijuma je �ksna ta£ka preslikavanja F .
Fiksna ta£ka preslikavanja F k naziva se periodi£nom ta£kom perioda k sistema

(1.1). To je, zapravo, rje²enje jednadºbe

p = F k(p).

Pozitivna orbita ta£ke x0 za sistem (1.1) je skup

O+(α) = {x0, F (x0), F 2(x0), ...}.

Ako je x̄ ta£ka ekvilibrijuma DDS (1.1), tada uvo�enjem smjene

yn = xn − x̄ i G(y) = F (y + x̄)− F (x̄),

1
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DDS (1.1) prelazi u sistem
yn+1 = G(yn).

Nije te²ko uo£iti da je 0 ta£ka ekvilibrijuma dobijenog sistema i da ona odgovara
ta£ki ekvilibrijuma x̄ sistema (1.1). Dakle, bez smanjenja op¢enitosti, moºe se pret-
postaviti da je 0 ta£ka ekvilibrijuma DDS (1.1).

Veoma je vaºno u praksi ispitati stabilnost DDS (1.1), odnosno, stabilnost nje-
gove ta£ke ekvilibrijuma. Ukoliko sve svojstvene vrijednosti Jakobijana JF (x̄) leºe
unutar jedini£nog diska, ekvilibrijum x̄ je lokalno asimptotski stabilan, a ukoliko je
bar jedna svojstvena vrijednost izvan jedini£nog diska, rije£ je o nestabilnom ekvili-
brijumu.

Postoje razli£iti pristupi u ispitivanju stabilnosti DDS, i to se uglavnom moºe, s
manjim ili ve¢im naporom, izvesti u slu£aju tzv. hiperboli£kog ekvilibrijuma, to jest,
kada nijedna svojstvena vrijednost Jakobijana JF (x̄) nije po modulu jednaka jedan.
Me�utim, poseban problem predstavlja ispitivanje stabilnosti tzv. nehiperboli£kog
ekvilibrijuma, to jest, u slu£aju kada je barem jedna svojstvena vrijednost Jakobijana
JF (x̄) po modulu jednaka jedan. Vaºno je napomenuti da se tada postupa razli£ito
od slu£aja do slu£aja i da ne postoji poseban metod za to.

Predmet prou£avanja ovog rada je, upravo, nehiperboli£ki ekvilibrijum kod dis-
kretnih dinami£kih sistema oblika (1.1), koji zahtijeva posebnu paºnju i posebne
tehnike i metode za utvr�ivanje stabilnosti odnosno nestabilnosti.

Prvi dio obra�uje stabilnost nehiperboli£kog ekvilibrijuma u jednodimenzional-
nom slu£aju, to jest kada je F : R → R, i ovdje postoje dovoljni uvjeti za utvr�i-
vanje stabilnosti nehiperboli£kog ekvilibrijuma. Ekvilibrijum je nehiperboli£ki ako
je |F ′(x̄)| = 1. Dakle, razmatraju se dva slu£aja, i to kada je F ′(x̄) = 1 i kada je
F ′(x̄) = −1.

U slu£aju F ′(x̄) = 1, koriste¢i Test drugog izvoda, Test tre¢eg izvoda odnosno
Test izvoda vi²eg reda, mogu¢e je do¢i do zaklju£ka o stabilnosti nehiperboli£kog
ekvilibrijuma. Ovdje se uvode i pojmovi polustabilnosti odozdo i polustabilnosti
odozdo ta£ke ekvilibrijuma. Test izvoda vi²eg reda predstavlja op¢i kriterij za utvr-
�ivanje lokalne asimptotske stabilnosti, polustabilnosti, odnosno, nestabilnosti ne-
hiperboli£ke ta£ke ekvilibrijuma x̄.

Ne²to sloºenija situacija je u slu£aju kada je F ′(x̄) = −1, zbog mogu¢nosti pojave
periodi£nih rje²enja minimalnog perioda dva i zbog £injenice da orbita O+(x0) =
{x0, F (x0), ..., F n(x0)} oscilira oko ekvilibrijuma x̄. Zato se ovdje uvodi pojam Sc-
hwarzianovog izvoda ili Schwarziana u ta£ki ekvilibrijuma, te je pomo¢u njega mo-
gu¢e dobiti dovoljne uvjete za lokalnu asimptotsku stabilnost ili nestabilnost nehi-
perboli£kog ekvilibrijuma. U ovom slu£aju tzv. Murakamijev teorem je op¢i kriterij
koji daje odgovor na pitanje stabilnosti nehiperboli£kog ekvilibrijuma.

U nekim slu£ajevima mogu¢e je izvesti zaklju£ak o stabilnosti nehiperboli£kog
ekvilibrijuma elementarnim putem, odnosno, posmatraju¢i pona²anje rje²enja u bli-
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zini ta£ke ekvilibrijuma.
Koriste¢i Dijagram paukove mreºe, mogu¢e je gra�£ki prikazati pona²anje rje²e-

nja oko ta£ke ekvilibrijuma.
Drugi dio rada posve¢en je dvodimenzionalnim diskretnim dinami£kim siste-

mima, odnosno, diferentnim jednadºbama drugog reda. U ovom slu£aju (to jest,
kada je F : R2 → R2 u DDS (1.1)) ili u slu£aju diferentne jednadºbe drugog reda

xn+1 = f(xn, xn−1), n = 0, 1, ..., (1.2)

ispitivanje stabilnosti nehiperboli£kog ekvilibrijuma postaje vrlo ozbiljan problem.
Naime, Teorem linearizirane stabilnosti daje odgovor kada je rije£ o stabilnosti hiper-
boli£kog ekvilibrijuma, ali stabilnost nehiperboli£kog ekvilibrijuma ostaje otvorena.

Ipak, u nekim slu£ajevima postoje metodi pomo¢u kojih se moºe utvrditi nje-
gova stabilnost. Metod Lyapunovljeve funkcije jedan je od na£ina za utvr�ivanje
stabilnosti nehiperboli£kog ekvilibrijuma. On se moºe koristiti i za vi²edimenzi-
onalne sisteme, ali ¢emo se ovdje zadrºati na dvodimenzionalnom slu£aju. Prvo
se uvodi pojam Lyapunovljeve funkcije, a onda ako su ispunjeni uvjeti Lyapunolje-
vog teorema stabilnosti, moºe se utvrditi stabilnost, lokalna asimptotska stabilnost,
odnosno, globalna asimptotska stabilnost ta£ke ekvilibrijuma.

Jedan od metoda pomo¢u kojeg se mogu izvesti zaklju£ci o stabilnosti nehiperbo-
li£kog ekvilibrijuma je i metod invarijante. Naime, ukoliko DDS (1.1) ili jednadºba
(1.2) posjeduju invarijantu, tada se uz pomo¢ Lyapunovljeve funkcije, pod odre-
�enim uvjetima, korite¢i tzv. Diskretni Dirichletov teorem moºe odrediti priroda
stabilnosti nehiperboli£kog ekvilibrijuma. Isti se metod moºe koristiti i u trodimen-
zinalnom slu£aju DDS (1.1) ili u slu£aju diferentne jednadºbe tre¢eg reda

xn+1 = f(xn, xn−1, xn−2), n = 0, 1, .... (1.3)

U ovom radu pokazana je primjena ovog metoda na ispitavanje stabilnosti nehiper-
boli£kog ekvilibrijuma Lynessove diferentne jednadºbe

xn+1 =
a+ xn
xn−1

, n = 0, 1, ...,

gdje je a > 0 parametar.
Tako�er, naveden je i primjer primjene metoda invarijante na ispitivanje stabil-

nosti nehiperboli£kog ekvilibrijuma za Toodovu diferentnu jednadºbu tre¢eg reda

xn+1 =
a+ xn + xn−1

xn−2

, n = 0, 1, ...,

pri £emu je a > 0.
Metod invarijantne nije previ²e sloºen za primjenu, ali je ponekad jako te²ko

prona¢i invarijantu, iako je njena egzistencija obezbije�ena teoremom, kada je rije£
o nehiperboli£kom ekvilibrijumu.
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Navedena dva metoda, metod Lyapunovljeve funkcije i metod invarijante, mogu
se koristiti i za ispitivanje stabilnosti hiperboli£kog ekvilibrijuma.

U dvodimenzionalnom slu£aju DDS (1.1), kao i u slu£aju diferentne jednadºbe
(1.2) mogu¢e je koristiti tzv. Teorem centralne mnogustrukosti, kako bi se do²lo
do spoznaje o prirodi stabilnosti nehiperboli£kog ekvilibrijuma, mada je taj metod
vrlo kompleksan. Centralna mnogostrukost je, najjednostavnije re£eno, skup Mc

u prostoru manje dimenzije, gdje se o stabilnosti polaznog sistema moºe zaklju£i-
vati promatraju¢i pona²anje na skupu Mc. S obzirom da je stabilnost jako dobro
razra�ena u jednodimenzionalnom slu£aju, ovaj metod predstavlja vrlo mo¢no sred-
stvo za ispitivanje stabilnosti u dvodimenzionalnom slu£aju. Ovaj metod se moºe
primijeniti na ispitivanje stabilnosti nehiperboli£kog ekvilibrijuma u dva slu£aja, i
to:

� Jedna svojstvena vrijednost matrice Jakobijana JF je 1, a druga je unutar
jedini£ne kruºnice.

� Jedna svojstvena vrijednost matrice Jakobijana JF je -1, a druga je unutar
jedini£ne kruºnice.

U ovom radu je pokazana primjena metoda centralne mnogostrukosti na diferentnu
jednadºbu drugog reda

xn+1 =
Ax2n + Exn−1

x2n + f
, n = 0, 1, ...,

pri £emu je A,E, f ∈ (0,∞).
Ponekad je mogu¢e ispitivati stabilnost nehiperboli£kog ekvilibrijuma u dvo-

dimenzionalnom DDS (1.1) ili diferentnoj jednadºbi drugog reda (1.2) u najte-
ºem slu£aju, kada su obje svojstvene vrijednosti Jakobijana JF (x̄), odnosno Jf (x̄),
konjugovano-kompleksni brojevi po modulu jednaki jedan. To je tzv. elipti£ki slu£aj.

Ukoliko preslikavanja F ili f imaju osobinu da £uvaju povr²inu (tzv. area pre-
serving map), tada se koristi tzv. KAM (Kolmogorov-Andre-Moser) teorija. Pres-
likavanje F je preslikavanje koje £uva povr²inu ako za njegovu Jakobijevu matricu
JF (x) vrijedi

det JF (x) = 1,

za sve x ∈ R2. Glavni rezultat koji se primjenjuje ovdje je tzv. KAM teorem
na osnovu kojeg se utvr�uje stabilnost nula ekvilibrijuma, tako ²to se pomo¢u tri
odgovaraju¢e transformacije koordinata sistem dovede u tzv. Birkho�ov normalni
oblik.

U radu je ilustrovana primjena KAM metoda na diferentnu jednadºbu drugog
reda

xn+1 =
Ax3n +B

axn−1

, n = 0, 1, ...,

4
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pri £emu su A,B, a parametri i A,B, a > 0.
S druge strane, ukoliko preslikavanja ne £uvaju povr²inu, ali zadovoljavaju odre-

�ene dodatne uvjete o egzistenciji tzv. Neimark-Sackerove bifurkacije, mogu¢e je
zaklju£iti da je nehiperboli£ki ekvilibrijum stabilan, ali ne i asimptotski. Dakle,
Neimark-Sackerova bifurkacija se pojavljuje u diskretnim dinami£kim sistemima
koji zavise o parametru, sa �ksnom ta£kom £iji Jakobijan ima par konjugovano-
kompleksnih svojstvenih vrijednosti. Najjednostavnije re£eno, bifurkacija se javlja
kada mala promjena vrijednosti parametra izaziva iznenadne kvalitativne ili topo-
lo²ke promjene pona²anja sistema. Naziv "bifurkacija" prvi je uveo Henri Poincare
1885. Lokalne bifurkacije, koje mogu biti u potpunosti analizirane posmatraju¢i
lokalnu stabilnost evilibrijuma, periodi£nih ta£aka ili invarijantnih skupova, kada
parametar prolazi kroz kriti£nu vrijenost, javljaju se u nehiperboli£kim ta£kama.
Neimark-sackerova bifurkacija je diskretni analogon Hopfove bifurkacije. Razliku-
jemo Neimark-Sackerovu superkriti£nu i subkriti£nu bifurkaciju. U prvom slu£aju,
�ksna ta£ka je stabilna za vrijednost bifurkacionog patrametra manju od Lyapu-
novljevog koe�cijenta λ0 (koji se dobije u procesu prelaska na normalnu formu), a
nestabilna za vrijednost parametra ve¢u od λ0. Fiksna ta£ka je za neku malu pozi-
tivnu vrijednost parametra okruºena izoliranom zatvorenom invarijantnom krivom,
koja je jedinstvena i stabilna. Sve orbite koje startaju izvana ili iznutra u odnosu
na zatvorenu krivu, ali ne u koordinatnom po£etku, teºe ka krivoj pod odre�enim
iteracijama. U drugom slu£aju, nestabilna zatvorena kriva postoji za vrijednost
parametra manju od Lyalunovljevog koe�cijenta λ0. Struktura orbita na invarijant-
nom krugu zavisi od £injenice da li je koli£nik izme�u ugla rotacije i 2π racionalan
ili iracionalan. Ako je racionalan, orbite na invarijantnoj krivoj su periodi£ne, a ako
je iracionalan, orbite na krugu su guste.

Primjena ovog metoda u radu je pokazana na primjeru jedne homogene raci-
onalne diferentne jednadºbe drugog reda s kvadratnim £lanovima

xn+1 =
Ax2n +Bxnxn−1 + Cx2n−1

ax2n + bxnxn−1 + cx2n−1

, n = 0, 1, ...,

pri £emu su A,B,C, a, b, c pozitivni parametri.
U kori²tenju metoda centralne mnogostrukosti, KAM teorije ili u slu£aju Neimark-

Sackerove bifurkacije, neophodno je dobiti odgovaraju¢u (Birkho�ovu) normalnu
formu (

rn+1

sn+1

)
=

(
cosω − sinω
sinω cosω

)(
rn
sn

)
+

(
Ol

Ol

)
,

odakle onda proizilaze naredni koraci u ispitivanju.
Naravno, praksa pokazuje da se ispitivanje prirode stabilnosti nehiperboli£kog ek-

vilibrijuma u dvodimenzionalnom DDS (1.1) ili diferentnoj jednadºbi drugog reda(1.2)
moºe izvoditi i na neki poseban na£in, speci�£an za svaki slu£aj pojedina£no. Tako
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se, recimo, u slu£aju kada je preslikavanje F kooperativno ili kompetitivno, to jest,
kada je preslikavanje F takvo da je rastu¢e po obje varijable ili je opadaju¢e po
prvoj, a rastu¢e po drugoj varijabli, mogu koristiti metodi teorije nizova u par-
cijalno ure�enom skupu R2. U metodu monotonih preslikavanja kori²teno je tzv.
jugo-isto£no (se) parcijalno ure�enje na R2, de�nirano sa (x1, y1) ⪯se (x2, y2) ako je
x1 ≤ x2 i y1 ≥ y2. Sli£no, sjeverno-isto£no (ne) parcijalno ure�enje na R2 de�ni²e
sa (x1, y1) ⪯ne (x2, y2) ako je x1 ≤ x2 i y1 ≤ y2.

Metod monotonih preslikavanja ilustrovan je primjenom na diferntnu jednadºbu

xn+1 =
xn−1

ax2n + exn−1 + f
, n = 0, 1, ...,

gdje su parametri i a, e, f pozitivni brojevi i a+ e+ f > 0.
Zbog obima rada i kompleksnosti materije, ovdje nije razmatran slu£aj tzv. re-

zonantnog ekvilibrijuma 1:1 (to jest, kada su obje svojstvene vrijednosti matrice
Jakobijana JF (x̄) jednake jedan).

O metodu centralne mnogostrukosti, KAM teoriji i Neimark-Sakerovoj bifurkaciji
pisali su M. Kulenovi¢, O. Merino, G. Ladas, S. Elaydi, M. Nurkanov¢, Z. Nurkanovi¢
i dr. dok se o metodu monotonih preslikavanja moºe na¢i u radovima M. Kulenovi¢a,
M. Nurkanovi¢a, Z. Nurkanovi¢, M. Gari¢- Demirovi¢ , S. Moranjki¢, S. Hrusti¢ i
dr.

Slike u radu su ra�ene pomo¢u softverskog alata Wolfram Mathematica 12.0 i
LaTexa, dok je posljednja preuzeta iz [5].
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Poglavlje 2

Stabilnost nehiperboli£kog

ekvilibrijuma diferentne

jednadºbe prvog reda

2.1 Stabilnost

U okviru ovog poglavlja posmatra¢emo diferentnu jednadºbu prvog reda:

xn+1 = f(xn), n = 0, 1, ..., (2.1)

pri £emu je f : I → I data funkcija de�nisana na intervalu I realnih brojeva. Ona
ujedno predstavlja i jednodimenzionalni diskretni dinami£ki sistem, ali ¢emo u ovom
poglavlju koristiti termin "diferentna jednadº ba". Rje²enje jednadºbe (2.1) je svaki
niz {ξn}∞n=0 koji zadovoljava jednadºbu (2.1) za svako n = 0, 1, .... Za neke klase
diferentnih jednadºbi mogu¢e je na¢i op¢e rje²enje, me�utim, u op¢em slu£aju, to je
jako te²ko. Ako je dat po£etni uvjet x0 = α, problem rje²avanja jednadºbe (2.1) na-
ziva se problem po£etnih vrijednosti (PPV). Op¢e rje²enje jednadºbe (2.1)
je niz {ξn}∞n=0 koji zadovoljava jednadºbu (2.1) za svako n = 0, 1, ... i ukulju£uje
konstantu C koja se moºe izra£unati ako je dat po£etni uvjet. Partikularno rje-
²enje je rje²enje koje se dobije iz op¢eg rje²enja za odre�enu vrijednost konstante
C, odnosno, predstavlja rje²enje odgovaraju¢eg PPV. Kako je ve¢ re£eno, za neke
diferentene jednadºbe nije mogu¢e prona¢i rje²enje. Zato se umjesto rje²avanja jed-
nadºbe posmatra i ispituje pona²anje njenog rje²enja u zavisnosti od po£etnog uvjeta
x0.

2.1.1 Ta£ka ekvilibrijuma i periodi£nost

Uvedimo pojmove ekvilibrijuma i periodi£nosti rje²enja diferentne jednadºbe (2.1).(v.
[12] )
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De�nicija 2.1.1. [8, 12]

1. Pozitivna orbita ta£ke x0 = α jednadºbe (2.1) je niz

O+(α) := {x0, x1, x2, ...} = {α, f(α), f 2(α), ...}.

2. Ta£ka ekvilibrijuma (�ksna ta£ka ili ta£ka ravnoteºe) jednadºbe (2.1) je
ta£ka x̄, takva da je

f(x̄) = x̄.

3. Eventualna ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (2.1) je ta£ka x∗ ∈ R za koju
postoji r ∈ N i �ksna ta£ka x̄ tako da je

f r(x∗) = f(f(...f︸ ︷︷ ︸
r

(x∗))) = x̄.

4. Ta£ka p ∈ R naziva se periodi£nom ta£kom perioda k, ako je

fk(p) = p.

5. Ta£ka p ∈ R naziva se periodi£nom ta£kom minimalnog perioda k (ili
prostog perioda k) ako je k broj za koji vrijedi

fk(p) = p,

i
f l(p) ̸= p za sve l = 1, 2, ..., k − 1.

Ako je p periodi£na ta£ka minimalnog perioda k, tada se O+(p) naziva peri-
odi£nom orbitom i ona je tada kona£an skup O+(p) = {x0, x1, x2, ..., xk−1}.
Za orbite koje nisu periodi£ne kaºe se da su neperiodi£ne.

6. Ta£ka p∗ ∈ R naziva se eventualnom periodi£nom ta£kom minimalnog
perioda k, ako postoji r ∈ N i periodi£na ta£ka p (minimalnog perioda k) tako
da je

f r(p∗) = p i f r−1(p∗) ̸= p.

Ina£e, oznaka f r(x) predstavlja r-tu iteraciju preslikavanja f koja po£inje od
ta£ke x.

8
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Primjer 2.1.1. Odrediti ta£ke ekvilibrijuma, neke eventualne ta£ke ekvilibrijuma,
periodi£ne ta£ke minimalnog perioda dva, eventualno periodi£ne ta£ke minimalnog
perioda dva, kao i odgovaraju¢e periodi£ne orbite za tzv. tent preslikavanje

xn+1 = T2(xn), n = 0, 1, ...,

gdje je

T2(x) =

{
2x, x ≤ 1

2

2(1− x), x > 1
2

Rje²enje. Ta£ke ekvilibrijuma traºimo rje²avaju¢i jednadºbu

x̄ = T2(x̄).

S obzirom na de�niciju tent preslikavanja, ima¢emo dva slu£aja.
Za x ≤ 1

2
rje²avamo jednadºbu

2x̄ = x̄,

i dobijemo x̄ = 0, ²to je prva ta£ka ekvilibrijuma posmatrane jednadºbe.
Ako je x > 1

2
, tada rje²avamo jednadºbu

2(1− x̄) = x̄,

te dobijamo drugu ta£ku ekvilibrijuma x̄ = 2
3
.

Odredimo eventualne ta£ke ekvilibrijuma reda 1 i 2.
Za r = 1 i x̄ = 0 imamo

T2(x
∗) = 0 ∧ x∗ ̸= 0.

Odakle slijedi x∗ = 1 (razmatraju¢i slu£ajeve x ≤ 1
2
i x > 1

2
).

Dalje, za x̄ = 2
3
, slijedi

T2(x
∗) =

2

3
∧ x∗ ̸= 2

3
,

odakle se dobije x∗ = 1
3
. Odgovaraju¢e pozitivne orbite su

O+(1) = {1, 0, 0, ...}, O+

(
1

3

)
=

{
1

3
,
2

3
,
2

3
, ...

}
.

Neka je r = 2. Vrijedi

T 2
2 (x) =


4x, x ≤ 1

4

2(1− 2x), 1
4
< x < 1

2

2(2x− 1), 1
2
< x < 3

4

4(1− x), x ≥ 3
4

9



Jasmina Rahmanovi¢ Magistarski rad

Za x̄ = 0 je
T 2
2 (x

∗) = 0 ∧ T2(x∗) ̸= 0.

Uzimaju¢i u obzir sve slu£ajeve preslikavanja T 2
2 , dobije se x

∗ = 1
2
.

Za drugu ta£ku ekvilibrijuma, x̄ = 2
3
, imamo da je

T 2
2 (x

∗) =
2

3
∧ T2(x∗) ̸=

2

3
,

te se dobije x∗ = 1
6
i x∗ = 5

6
.

Odgovaraju¢e pozitivne orbite su oblika

O+

(
1

2

)
=

{
1

2
, 1, 0, 0, ...

}
,

O+

(
1

6

)
=

{
1

6
,
1

3
,
2

3
,
2

3
, ...

}
,

O+

(
5

6

)
=

{
5

6
,
1

3
,
2

3
,
2

3
, ...

}
.

Odredimo sada periodi£na rje²enja minimalnog perioda dva. Dakle, rje²avamo jed-
nadºbu

T 2
2 (p) = p ∧ T2(p) ̸= p.

Uzimaju¢i u obzir de�niciju funkcije T2, dobiju se dvije periodi£ne ta£ke p = 2
5
i

p = 4
5
. Odgovoraju¢e pozitivne orbite

O+

(
2

5

)
=

{
2

5
,
4

5
,
2

5
, ...

}
,

O+

(
4

5

)
=

{
4

5
,
2

5
,
4

5
, ...

}
.

Rje²avanjem jednadºbi

T 2
2 (x) =

2

5

i

T 2
2 (x) =

4

5
,

dobiju se eventualno periodi£ne ta£ke perioda dva, a to su x = 1
10
, x = 9

10
i x = 3

5
,

odnosno x = 3
10
, x = 1

5
i x = 7

10
,dok su odgovaraju¢e pozitivne orbite

O+

(
1

10

)
=

{
1

10
,
1

5
,
2

5
,
4

5
,
2

5
, ...

}
,
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O+

(
9

10

)
=

{
9

10
,
1

5
,
2

5
,
4

5
,
2

5
, ...

}
,

O+

(
3

5

)
=

{
3

5
,
4

5
,
2

5
,
4

5
,
2

5
, ...

}
,

O+

(
3

10

)
=

{
3

10
,
3

5
,
4

5
,
2

5
,
4

5
, ...

}
,

O+

(
1

5

)
=

{
1

5
,
2

5
,
4

5
,
2

5
,
4

5
, ...

}
,

O+

(
7

10

)
=

{
7

10
,
3

5
,
4

5
,
2

5
,
4

5
, ...

}
.

■

Navedimo i sljede¢a dva zna£ajna rezultata (koji se jednostavno dokazuju) u
slu£aju kada je f neprekidno preslikavanje.

Teorem 2.1.1. Neka je f : I → I neprekidno preslikavanje, gdje je I = [a, b]
zatvoreni interval u R. Tada f ima �ksnu ta£ku.

Teorem 2.1.2. Neka je f : I → R neprekidno preslikavanje takvo da je f(I) ⊃ I.
Tada f ima �ksnu ta£ku u I.

2.1.2 Pojam stabilnosti

De�nicija 2.1.2. [8, 12, 13] Neka je f : I → I preslikavanje i x̄ ∈ I �ksna ta£ka
od f, gdje je I interval u skupu realnih brojeva R.

1. Ta£ka ekvilibrijuma x̄ jednadºbe (2.1) je stabilna ako za svako ε > 0 postoji
δ > 0 tako da

|x0 − x̄| < δ ⇒ |xn − x̄| < ε,

za sve n ≥ 0.

2. Ta£ka ekvilibrijuma x̄ jednadºbe (2.1) naziva se nestabilnom, ako nije sta-
bilna.

3. Ta£ka ekvilibrijuma x̄ jednadºbe (2.1) naziva se lokalnim atraktorom ako
postoji γ > 0 takvo da

x0 ∈ I i |x0 − x̄| < γ ⇒ lim
n→∞

xn = x̄.
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4. Ta£ka ekvilibrijuma x̄ jednadºbe (2.1) naziva se lokalno asimptotski stabil-
nom ili sinkom ako je ona stabilna i ako je lokalni atraktor.

5. Ta£ka ekvilibrijuma x̄ jednadºbe (2.1) naziva se globalnim atraktorom na
intervalu I ako

x0 ∈ I ⇒ lim
n→∞

xn = x̄.

6. Ta£ka ekvilibrijuma x̄ jednadºbe (2.1) se naziva globalno asimptotski sta-
bilnom ako je ona stabilna i ako je globalni atraktor.

7. Ta£ka ekvilibrijuma x̄ jednadºbe (2.1) se naziva odbijaju¢om ta£kom, ili
repelerom, ako postoji r > 0 takvo da, za svako x0 ∈ I, za koje je 0 <
|x0 − x̄| < r, postoji N ≥ 1 tako da je

|xN − x̄| ≥ r.

Napomena 2.1.1. Stavljaju¢i da je

yn = xn − x̄ i g(y) = f(x̄+ y)− f(x̄)

i uvr²tavaju¢i to u jednadºbu (2.1), dobijamo

yn+1 = f(x̄+ yn)− x̄ = f(x̄+ yn)− f(x̄) = g(yn). (2.2)

Nije te²ko uo£iti da je 0 ta£ka ekvilibrijuma transformirane jednadºbe (2.2) i da
ona odgovara ta£ki ekvilibrijuma x̄ jednadºbe (2.1). Dakle, moºemo, bez smanjenja
op¢enitosti, pretpostaviti da je 0 ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (2.1). Rje²enje

xn = 0, n = 0, 1, ...

jednadºbe (2.1) se ponekad naziva trivijalnim rje²enjem.

Napomena 2.1.2. Razne de�nicije stabilnosti ta£ke ekvilibrijuma jednadºbe (2.1)
moºemo pro²iriti na bilo koje rje²enje {x̄n}∞n=0 jednadºbe (2.1).

2.1.3 Linearizirana stabilnost

Ovdje ¢emo navesti tzv.Teorem linearizirane stabilnosti ili Test prvog izvoda, koji
daje dovoljne uvjete za stabilnost, odnosno, nestabilnost �ksne ta£ke diferentne
jednadºbe (2.1), koriste¢i vrijednost prvog izvoda preslikavanja u �ksnoj ta£ki.

Teorem 2.1.3. (Teorem linearizirane stabilnosti - Test prvog izvoda)[8, 12]
Neka je x̄ �ksna ta£ka preslikavanja f : I → I, pri £emu je I interval realnih brojeva,
koje je neprekidno diferencijabilno u okolini ta£ke x̄. Tada vrijede sljede¢e tvrdnje.
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(i) Ako je
|f ′(x̄)| < 1,

tada je x̄ lokalno asimptotski stabilno(sink).

(ii) Ako je
|f ′(x̄)| > 1,

tada je x̄ odbijaju¢a ta£ka (repeler), tj. x̄ je nestabilan ekvilibrijum.

Naºalost, ako je
f ′(x̄) = 1,

Teorem linearizirane stabilnosti ne daje nikakve informacije o stabilnosti ekvilibri-
juma x̄. U tom slu£aju potrebna su dodatna ispitivanja.

De�nicija 2.1.3. Neka je I interval realnih brojeva i f : I → I neprekidno diferen-
cijabilna funkcija, a x̄ neka je ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (2.1).

1. x̄ se naziva hiperboli£kom �ksnom ta£kom ako je

|f ′(x̄)| ≠ 1.

2. x̄ se naziva nehiperboli£kom �ksnom ta£kom ako je

|f ′(x̄)| = 1.

Slu£aj nehiperboli£kog ekvilibrijuma je speci�£an i mora se posebno razmatrati,
ne samo kod diferentnih jednadºbi prvog reda, nego op¢enito. Pokazuje se da je to
ispitivanje dosta sloºeno i da se vrlo £esto ne moºe do¢i do potpunih rezultata.
Sada ¢emo navesti jedan teorem koji je, zapravo, pro²irenje prethodno navedenog
Teorema linearizirane stabilnosti. Teorem ¢emo navesti bez dokaza.

Teorem 2.1.4. [8, 12] Neka je I interval realnih brojeva i f : I → I neprekidna
funkcija. Pretpostavimo da je x̄ ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (2.1), i da je, za neko
r > 0, funkcija f neprekidno diferencijabilna na intervalu (x̄−r, x̄+r). Tada vrijedi:

(i) ako je
|f ′(x̄)| < 1

ili

|f ′(x)| < 1 za sve x ∈ (x̄− r, x̄+ r)\{x̄},

ekvilibrijum x̄ je lokalno asimptotski stabilan;
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(ii) ako je
|f ′(x̄)| > 1

ili

|f ′(x)| > 1 za sve x ∈ (x̄− r, x̄+ r)\{x̄},

ekvilibrijum x̄ je repeler.

Navedimo jo² jedan zna£ajan rezultat.

Teorem 2.1.5. [12] Razmotrimo diferentnu jednadºbu

xn+1 = λxn + f(xn)xn, n = 0, 1, ... (2.3)

gdje je λ ∈ R, I je interval koji sadrºi 0, f : I → R funkcija koja je neprekidna u 0,
takva da je f(0) = 0 i λx+ f(x) ∈ I za sve x ∈ I. Vrijede sljede¢e tvrdnje.

(i) Ako je |λ| < 1, trivijalno rje²enje jednadºbe (2.3) je lokalno asimptotski sta-
bilno.

(ii) Ako je |λ| > 1, trivijalno rje²enje jednadºbe (2.3) je nestabilno.

(iii) Ako je |λ| = 1, trivijalno rje²enje jednadºbe (2.3) moºe biti stabilno ili moºe
biti nestabilno.

Dokaz tvrdnje iii) ilustrovat ¢emo sa sljede¢a dva primjera.

Primjer 2.1.2. Neka je x0 ∈ [0, 1]. Promatrajmo diferentnu jednadºbu

xn+1 = xn − x2n, n = 0, 1, ... (2.4)

Nula ekvilibrijum jednadºbe (2.4) je sink. Dokazati.

Rje²enje. Ovdje je λ = 1, f(x) = −x, I = [0, 1]. Ako je x0 = 0, onda je xn ≡ 0 za
sve n ≥ 0. Ako je x0 = 1, opet je xn ≡ 0 za sve n ≥ 1. Kona£no je, za 0 < x0 < 1,

0 < xn+1 = xn − x2n < xn.

Dakle, niz{xn}∞n=0 je monotono opadaju¢i i ograni£en odozdo. Zato postoji lim
n→∞

xn =

l, za neko l ∈ [0, 1). Kako je l = l−l2, slijedi l = 0. Dakle, svako rje²enje, s po£etnim
uvjetom 0 < x0 < 1, monotono opada ka nuli. ■
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Primjer 2.1.3. [8, 12] Neka je x0 ∈ [0,∞). Promatrajmo diferentnu jednadºbu

xn+1 = xn + x2n, n = 0, 1, ... (2.5)

Nula rje²enje jednadºbe (2.5) je repeler. Dokazati!

Rje²enje. Ovdje je λ = 1, f(x) = x, I = [0,∞). Ako je x0 > 0, onda je

xn+1 = xn + x2n > xn,

pa je ili lim
n→∞

xn = ∞, ili lim
n→∞

xn = l, za neki pozitivan broj l. Ako bi takav broj l,

zaista, postojao, imali bismo l = l + l2, ²to je nemogu¢e.
Zbog toga zaklju£ujemo da rje²enje {xn}∞n=0 monotono divergira ka ∞, pa je, dakle,
nula ekvilibrijum repeler. ■

2.2 Stabilnost u nehiperboli£kom slu£aju

Stabilnost nehiperboli£kog ekvilibrijuma zahtijeva posebnu paºnju i posebna razma-
tranja, jer kako smo vidjeli, Teorem linearizirane stabilnosti ne daje nikakve odgovore
kada je u pitanju nehiperboli£ki ekvilibrijum, tj. kada je |f ′(x̄)| = 1.
Da bismo dali odgovor na pitanje o stabilnosti nehiperboli£kog ekvilibrijuma, raz-
matra¢emo dva kvalitativno razli£ita slu£aja: f ′(x̄) = 1 i f ′(x̄) = −1.

1. Slu£aj: f ′(x̄) = 1,[12]
Uvedimo prvo pojam polustabilnosti ekvilibrijuma.

De�nicija 2.2.1. Ta£ku ekvilibrijuma x̄ nazivamo polustabilnom odozdo
ako postoji broj r > 0 takav da vrijede sljede¢e tvrdnje.

i) Ako je niz {xn}∞n=0 rje²enje jednadºbe (2.1) sa x̄ − r < x0 < x̄, tada je
taj niz monotono strogo rastu¢i i konvergira ka x̄.

ii) Ako je niz {xn}∞n=0 rje²enje jednadºbe (2.1) sa x̄ < x0 < x̄ + r, tada
postoji prirodan broj N ≥ 1 takav da je

x̄ < x0 < ... < xN−1 < x̄+ r ≤ xN .

De�nicija 2.2.2. Ta£ku ekvilibrijuma x̄ nazivamo polustabilnom odozgo
ako postoji broj r > 0 takav da vrijede sljede¢e tvrdnje.

i) Ako je niz {xn}∞n=0 rje²enje jednadºbe (2.1) sa x̄ − r < x0 < x̄, tada
postoji prirodan broj N ≥ 1 takav da je

xN ≤ x̄− r < xN−1 < ... < x0 < x̄.
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ii) Ako je niz {xn}∞n=0 rje²enje jednadºbe (2.1) sa x̄ < x0 < x̄ + r, tada je
taj niz monotono strogo opadaju¢i i konvergira ka x̄.

De�nicija 2.2.3. Ta£ku ekvilibrijuma x̄ nazivamo polustabilnom ako je ona
polustabilna odozdo ili polustabilna odozgo.

Sada ¢emo navesti kriterij za ispitivanje polustabilnosti ta£ke ekvilibrijuma x̄
jednadºbe (2.1), u slu£aju kada je f ′′(x̄) ̸= 0, tzv. Test drugog izvoda.

Teorem 2.2.1. (Test drugog izvoda)[12] Pretpostavimo da je f ∈ C2[I, I], f ′(x̄) =
1 i f ′′(x̄) ̸= 0. Tada je ekvilibrijum x̄ jednadºbe (2.1) polustabilan. Preciznije:

i) ako je f ′′(x̄) < 0, tada je ekvilibrijum x̄ jednadºbe (2.1) polustabilan
odozgo;

ii) ako je f ′′(x̄) > 0, tada je ekvilibrijum x̄ jednadºbe (2.1) polustabilan
odozdo.

Dokaz. i) Pretpostavimo da je f ′′(x̄) < 0. Budu¢i da je f ∈ C2[I, I], slijedi
da postoji neko r > 0 tako da, ako je 0 < |x− x̄| < r, tada vrijedi

f ′(x) > 1 ako je x̄− r < x < x̄

i

0 < f ′(x) < 1 ako je x̄ < x < x̄+ r.

Vidimo, dakle, da je f rastu¢a funkcija na intervalu (x̄− r, x̄+ r).
Dokaºimo sada da je x̄ jedina ta£ka ekvilibrijuma funkcije f u intervalu (x̄−
r, x̄+ r). U tu svrhu pretpostavimo suprotno, to jest da postoji x̃ ∈ (x̄− r, x̄+
r), x̃ ̸= x̄ i f(x̃) = x̃.
Ako je x̄− r < x̃ < x̄, tada postoji ξ ∈ (x̃, x̄) tako da je (zbog f ′(ξ) > 1)

x̃ = x̃− x̄+ x̄ = f(x̃)− f(x̄) + x̄ = f ′(ξ)(x̃− x̄) + x̄ < (x̃− x̄) + x̄ = x̃,

²to je nemogu¢e.
Ako je x̄ < x̃ < x̄+ r, tada postoji ξ ∈ (x̄, x̃) tako da je (zbog f ′(ξ) < 1)

x̃ = x̃− x̄+ x̄ = f(x̃)− f(x̄) + x̄ = f ′(ξ)(x̃− x̄) + x̄ < (x̃− x̄) + x̄ = x̃,

²to je, takodjer, nemogu¢e.
Prema tome, x̄ je jedina ta£ka ekvilibrijuma funkcije f u intervalu (x̄−r, x̄+r).
Pretpostavimo da je x̄− r < x0 < x̄. Tada postoji η ∈ (x0, x̄) tako da je (zbog
f ′(η) > 1)

x1 = f(x0) = f(x0)− x̄+ x̄ = f(x0)− f(x̄) + x̄
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= f ′(η)(x0 − x̄) + x̄ < (x0 − x̄) + x̄ = x0.

Kako je x̄ jedina ta£ka ekvilibrijuma funkcije f u intervalu (x̄ − r, x̄ + r), to
postoji prirodni broj N ≥ 1 takav da je

xN ≤ x̄− r < xN−1 < ... < x0 < x̄.

Neka je sada x̄ < x0 < x̄ + r. Budu¢i da je f rastu¢a funkcija na intervalu
(x̄, x̄+ r), vrijedi x̄ = f(x̄) < f(x0) = x1. Tako�er, postoji η ∈ (x0, x̄) tako da
je (zbog f ′(η) < 1)

x1 = f(x0) = f(x0)− x̄+ x̄ = f(x0)− f(x̄) + x̄

= f ′(η)(x0 − x̄) + x̄ < (x0 − x̄) + x̄ = x0.

Dakle, s obzirom da je x̄ jedina ta£ka ekvilibrijuma funkcije f u intervalu
(x̄−r, x̄+r), zaklju£ujemo da je niz {xn}∞n=0 strogo opadaju¢i i da kon- vergira
ka x̄, ²to zna£i da je ekvilibrijum x̄ jednadºbe (2.1) polustabilan odozgo.

ii) Dokaz za slu£aj f ′′(x̄) > 0 je analogan dokazu pod i).

Primjer 2.2.1. Ispitati stabilnost ta£aka ekvilibrijuma diferentne jednadºbe

xn+1 =
xn

1 + 2xn
(n = 0, 1, ...), x0 ∈ [0, 1].

Rje²enje. Data jednadºba ima jedinstvenu ta£ku ekvlibrijuma x̄ = 0. Kako

je f(x) =
x

1 + 2x
, imamo f ′(0) = 1, tj., ekvilibrijum x̄ je nehiperboli£ki. Dalje

je f ′′(0) = −4 < 0, pa prema Teoremu 2.2.1, x̄ = 0 je polustabilan odozgo. ■

Sljede¢i teorem daje kriterij polustabilnosti u slu£aju kada je f ′′(x̄) = 0, tzv.
Test tre¢eg izvoda.

Teorem 2.2.2. (Test tre¢eg izvoda)[12]Pretpostavimo da je f ∈ C3[I, I], f ′(x̄) =
1 i f ′′(x̄) = 0. Tada vrijede sljede¢e tvrdnje.

i) Ako je f ′′′(x̄) < 0, tada je x̄ lokalno asimptotski stabilan (sink).

ii) Ako je f ′′′(x̄) > 0, tada je x̄ repeler.

Dokaz. i) Pretpostavimo da je f ′′′(x̄) < 0. Uzimaju¢i u obzir pretpostavke
teorema, tada postoji r > 0 takav da vrijede sljede¢e tvrdnje.

(a) f ′′(x) > 0 za x̄− r < x < x̄,

(b) f ′′(x) < 0 za x̄ < x < x̄+ r,
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(c) 0 < f ′(x) za x̄− r < x < x̄+ r.

Drugim rije£ima, f je rastu¢a funkcija na intervalu (x̄− r, x̄+ r).
Neka je x̄− r < x < x̄. Postoji ξ ∈ (x, x̄) takav da je

f(x) = f(x̄) + f ′(x̄)(x− x̄) +
1

2
f ′′(ξ)(x− x̄)2

= x̄+ (x− x̄) +
1

2
f ′′(ξ)(x− x̄)2

> x̄+ (x− x̄) = x.

Sli£no se pokazuje da, za x̄ < x < x̄+ r, vrijedi f(x) < x. Prema tome, vrijedi
nejednakost

(f(x)− x)(x− x̄) < 0 za sve x ∈ (x̄− r, x̄+ r) \ {x̄}. (2.6)

Tako�er, x̄ je jedina ta£ka ekvilibrijuma funkcije f u intervalu (x̄ − r, x̄ + r).
Sada smo u mogu¢nosti pokazati da je x̄ sink.

1. Neka je x̄− r < x0 < x̄. Tada je x1 = f(x0) < f(x̄) = x̄, jer je f rastu¢a
funkcija. Zbog (2.6) i x0 < x̄, imamo x1 = f(x0) > x0, odnosno

x̄− r < x0 < x1 < x̄.

Indukcijom zaklju£ujemo da vrijedi

x̄− r < x0 < x1 < ... < xn < ... < x̄,

tako da postoji l ∈ (x̄ − r, x̄] takav da je niz {xn}∞n=0 strogo rastu¢i i
da konvergira ka l. Zbog toga, l mora biti ta£ka ekvilibrijuma funkcije
f . No, kako je x̄ jedini ekvilibrijum u (x̄− r, x̄], to zna£i da niz {xn}∞n=0

strogo rastu¢i konvergira ka x̄.

2. Neka je x̄ < x0 < x̄ + r. Analogno kao u slu£aju 1. dokazuje se sada da
niz {xn}∞n=0 strogo opadaju¢i konvergira ka x̄.

ii) Pretpostavimo da je f ′′′(x̄) > 0. uzimaju¢i u obzir pretpostavke teorema,
tada postoji r > 0 takav da vrijede sljede¢e tvrdnje.

(a) f ′′(x) < 0 za x̄− r < x < x̄,

(b) f ′′(x) > 0 za x̄ < x < x̄+ r.

Neka je sada x̄− r < x < x̄. Tada postoji ξ ∈ (x, x̄) takav da je

f(x) = f(x̄) + f ′(x̄)(x− x̄) +
1

2
f ′′(ξ)(x− x̄)2

= x̄+ (x− x̄) +
1

2
f ′′(ξ)(x− x̄)2

< x̄+ (x− x̄) = x.
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Analogno se pokazuje da, za x̄ < x < x̄ + r, vrijedi f(x) > x. Tako�er, x̄ je
jedina ta£ka ekvilibrijuma funkcije f u intervalu (x̄ − r, x̄ + r). Sada smo u
mogu¢nosti dokazati da je x̄ repeler.

1. Neka je x̄ − r < x0 < x̄. Tada je x1 = f(x0) < x0 < x̄. Budu¢i da je x̄
jedini ekvilibrijum u (x̄− r, x̄+ r), slijedi da postoji prirodni broj N ≥ 1
takav da je

xN < x̄− r < xN−1 < ... < x0 < x̄.

2. U slu£aju da je x̄ < x0 < x̄ + r, sli£no se pokazuje da postoji prirodni
broj N ≥ 1 takav da je

x̄ < x0 < ... < xN−1 < x̄+ r < xN .

Primjer 2.2.2. [12]Ispitati karakter stabilnosti ta£aka ekvilibrijuma jednadºbe

xn+1 = x3n + xn (n = 0, 1, ...), x0 ∈ [0, 1].

Rje²enje. Data jednadºba ima jedinstvenu ta£ku ekvilibrijuma x̄ = 0. Kako je
f(x) = x3+x, imamo f ′(0) = 1, ²to zna£i da je x̄ je nehiperboli£ki ekvilbrijum.
Kako je f ′′(0) = 0 i f ′′′(0) = 6 > 0, prema Teoremu 2.2.2, ta£ka ekvilibrijuma
x̄ = 0 je nestabilna. Preciznije, x̄ je repeler.

U ovom slu£aju karakter stabilnosti ta£ke ekvilibrijuma mogli smo ustanoviti
i elementarnim putem. Naime, ako je x0 > 0, tada je x1 = x30 + x0 > x0.
Koriste¢i indukciju, moºe se pokazati da je xn > xn−1 za n = 0, 1, .... Dakle,
niz (xn) konvergira ka ta£ki ekvilibrijuma ili divergira ka +∞. No, kako je
x̄ = 0 jedina ta£ka ekvilibrijuma, zaklju£ujemo da {xn} divergira ka +∞.
Ako sada pretpostavimo da je x0 < 0, tada je x1 = x30 + x0 < x0, odnosno,
indukcijom se dobije xn < xn−1 za n = 1, 2, .... Ovo implicira da {xn} divergira
ka −∞. Prema tome, ekvilibrijum x̄ = 0 je repeler.

Ovo se vidi i na Slici 1.1, kori²tenjem stepenastog gra�ka (ili paukove mreºe)
na funkciju f(x) = x3 + x. ■

Primjer 2.2.3. Ispitati prirodu stabilnosti ekvilibrijuma x̄ = 0 diferentne jed-
nadºbe

xn+1 = sinxn (n = 0, 1, 2, ...).

Rje²enje. Vidimo da je f(x) = sin x. Kako je f ′(0) = 1 (x̄ je nehiperboli£ki
ekvilibrijum), f ′′(0) = 0 i f ′′′(0) = −1 < 0, pa je ekvilibrijum x̄ = 0, prema
Teoremu 2.2.2, lokalno asimptotski stabilan (sink), v. Sliku 1.2.

19



Jasmina Rahmanovi¢ Magistarski rad

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-2

-1

1

2

Slika 2.1: Fenomen paukove mreºe za funkciju f(x) = x3 + x
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Slika 2.2: Paukova mreºa za funkciju f(x) = sinx

■

Test izvoda vi²eg izvoda je op¢enitiji rezultat od prethodna dva teorema. Na-
vest ¢emo ga u nastavku.

Teorem 2.2.3. (Test izvoda vi²eg reda)[12] Neka je x̄ ta£ka ekvilibrijuma
jednadºbe (2.1). Pretpostavimo da je f ∈ Ck[I, I](k ≥ 2) i da je

f ′(x̄) = 1, f (j)(x̄) = 0 (j = 1, 2, 3, ..., k − 1), f (k)(x̄) ̸= 0.

i) Ako je k paran broj, tada je x̄:

a) polustabilan odozdo ako je f (k)(x̄) > 0,

b) polustabilan odozgo ako je f (k)(x̄) < 0.

ii) Ako je k neparan i f (k)(x̄) > 0, tada je x̄ nestabilan (repeler).
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iii) Ako je k neparan i f (k)(x̄) < 0, tada je x̄ lokalno asimptotski stabilan.

Dokaz. i) Pretpostavimo da je k paran broj. Prema Taylorovom teoremu, za
dovoljno malo h, postoji ξ ∈ (x̄, x̄+ h) tako da je

f(x̄+ h) = f(x̄) + f ′(x̄)h+
f ′′(x̄)

2!
h2 + ...+

f (k−1)(x̄)

(k − 1)!
hk−1 +

f (k)(ξ)

k!
hk. (2.7)

Ako je f (k)(x̄) > 0, tada zbog neprekidnosti funkcije f (k), za dovoljno malo h,
vrijedi f (k)(ξ) > 0. Zbog toga iz (2.7) slijedi

f(x̄+ h) = x̄+ h+
f (k)(ξ)

k!
hk > x̄+ h.

Analogno

f(x̄− h) = x̄− h+
f (k)(ξ)

k!
hk > x̄− h.

Odavde slijedi f(x̄ + h) > x̄ + h i x̄− h < f(x̄− h), £ime je dokazana polus-
tabilnost odozdo. Analogno se dokazuje polustabilnost odozgo.

Dokazi za slu£ajeve ii) i iii) izvode se kao i u slu£aju i).

Primjer 2.2.4. Ispitati prirodu stabilnosti ta£ke ekvilibrijuma x̄ = 0 dife-
rentne jednadºbe

xn+1 = xn − x7n + 3x8n, n = 0, 1, 2, ....

Rje²enje. Nije te²ko uo£iti da je f(x) = x−x7+3x8, pa je f ′(0) = 1 (to jest,
x̄ je nehiperboli£ka ta£ka ekvilibrijuma), f ′′(0) = f ′′′(0) = f (4)(0) = f (5)(0) =
f (6)(0) = 0 i f (7)(0) = −5040 < 0. Prema Teoremu 2.2.3, x̄ = 0 je asimptotski
stabilan ekvilibrijum. ■

Primjer 2.2.5. [12]Ispitati prirodu stabilnosti ekvilibrijuma x̄ = 0 diferentne
jednadºbe

xn+1 = xne
−xk

n (n = 0, 1, 2, ...),

gdje su xn ∈ R, a k prirodni broj.

Rje²enje. Neka je f(x) = xe−xk
. Koriste¢i razvoj funkcije e−xk

u stepeni red,
slijedi

f(x) = x
[
1 +

(
− xk

)
+

1

2!

(
− xk

)2
+

1

3!

(
− xk

)3
+ ...

]
= x− xk+1 +

1

2!
x2k+1 − 1

3!
x3k+1 + ....
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Odavde slijedi

f ′(0) = 1, f (j)(x̄) = 0 (j = 2, 3, ..., k), f (k+1)(x̄) = −(k + 1)! < 0.

Dakle, x̄ = 0 je nehiperboli£ki ekvilibrijum i prema Teoremu 2.2.3 vrijedi:

a) ako je k paran, onda je ekvilibrijum x̄ = 0 asimptotski stabilan,

b) ako je k neparan, onda je ekvilibrijum x̄ = 0 nestabilan (polustabilan
odozgo).

■

2. Slu£aj: f ′(x̄) = −1
Neka je g : I → I de�nirana sa g(x) = f(f(x)). Promatrajmo diferentnu
jednadºbu

yn+1 = g(yn), n = 0, 1, .... (2.8)

Lema 2.2.1. [12] Pretpostavimo da je g ∈ C(I).

i) Ako je x̄ ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (2.1), tada je x̄ i ta£ka ekvilibri-
juma i jednadºbe (2.8).

ii) Ako je x̄ ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (2.1) lokalno asimptotski stabilna
u odnosu na jednadºbu (2.8), onda je ona stabilna i u odnosu na jednadºbu
(2.1).

iii) Ako je x̄ ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (2.1) repeler u odnosu na jednadºbu
(2.8), onda je ona repeler i u odnosu na jednadºbu (2.1).

Dokaz. Neka je xn rje²enje jedndºbe (2.1), a yn rje²enje jednadºbe (2.8).
Ubudu¢e ¢emo pretpostaviti da je x0 = y0. Zato je yn = x2n.

i) Jednostavno se vidi da je

g(x̄) = f(f(x̄)) = f(x̄) = x̄.

ii) Pretpostavimo da je x̄ stabilan u odnosu na jednadºbu (2.8). Tada, za
proizvoljno ε1 > 0, postoji δ1(ε1) > 0 takav da |y0 − x̄| = |x0 − x̄| < δ1
implicira |yn − x̄| = |x2n − x̄| < ε1, za sve n ≥ 0. Zbog neprekidnosti funkcije
f u ta£ki x̄, imamo da, za proizvoljno ε2 > 0, postoji δ2(ε2) > 0 takav da
|x − x̄| < δ2 implicira |f(x) − f(x̄)| < ε2. Izaberemo li sada ε1 tako da je
ε1 = δ2(ε2) > 0, tada postoji δ1(δ2(ε2)) > 0 tako da |x0 − x̄| < δ1 implicira
|f(x2n)− f(x̄)| = |x2n+1 − x̄| < ε2, za sve n ≥ 0. Otuda, za proizvoljno ε > 0,
ako uzmemo da je δ = min{δ1(ε), δ1(δ2(ε))}, imamo da |x0 − x̄| < δ implicira
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|xn − x̄| < ε, za sve n ≥ 0. To zna£i da je x̄ stabilan u odnosu na jednadºbu
(2.1).

Pretpostavimo da postoji η > 0 tako da |y0 − x̄| < η implicira lim
n→∞

yn = x̄.

Tada za proizvoljno ε1 > 0, postoji prirodni broj N1(ε1) > 0, takav da je |yn−
x̄| = |x2n−x̄| < ε1, za sve n ≥ N1. Iz neprekidnosti funkcije f u ta£ki x̄, imamo
da, za proizvoljno ε2 > 0, postoji δ(ε2) > 0 takav da |x − x̄| < δ implicira
|f(x) − f(x̄)| < ε2. Izaberimo sada ε1 da bude ε1 = δ(ε2) > 0. Tada postoji
N1(δ(ε2)) > 0 takav da |f(x2n) − f(x̄)| = |x2n+1 − x̄| < ε2, za sve n ≥ N1.
Otuda, za proizvoljno ε > 0, ako uzmemo da je N = max{N1(ε), N1(δ(ε))},
imamo da je |xn − x̄| < ε, za sve n ≥ N . Dakle, x̄ je asimptotski stabilan u
odnosu na jednadºbu (2.1).

iii)Pretpostavimo da je x̄ nestabilan, to jest repeler, u odnosu na jednadºbu
(2.8). Tada postoji ε > 0 tako da, za proizvoljno δ > 0, postoje x0 (|x0−x̄| < δ)
i n ≥ 0 takvi da je |yn − x̄| ≥ ε. Kako je yn = x2n, zaklju£ujemo da je x̄
nestabilan, to jest repeler, u odnosu na jednadºbu (2.1).

Sada ¢emo uvesti pojam Schwarzianovog izvoda ili Schwarziana.

De�nicija 2.2.4. Za dato x ∈ I, pri £emu f ′(x) ̸= 0, izraz

Sf(x) =
f ′′′(x)

f ′(x)
− 3

2

(
f ′′(x)

f ′(x)

)2

nazivamo Schwarzianovim izvodom ili Schwarzianom.

Uo£imo da, ako je f ′(x̄) = −1, onda je

Sf(x̄) = −f ′′′(x̄)− 3

2
(f ′′(x̄))2.

U nastavku navodimo jedan vrlo zna£ajan kriterij za ispitivanje stabilnosti
nehiperboli£kog ekvilibrijuma kada je f ′(x̄) = −1.

Teorem 2.2.4. [8, 12] Neka je x̄ ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (2.1) i pret-
postavimo da je f ′(x̄) = −1. Tada vrijede sljede¢e tvrdnje.

i) Ako je Sf(x̄) < 0, tada je x̄ lokalno asimptotski stabilan.

ii) Ako je Sf(x̄) > 0, tada je x̄ nestabilan (preciznije, x̄ je repeler).

Dokaz. i) Prema Lemi 2.2.1, x̄ je ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (2.8). Ako
je x ∈ I, sigurno je da vrijedi

g′(x) = f ′(f(x))f ′(x),
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pa je
g′(x̄) = f ′(f(x̄))f ′(x̄) = (−1)(−1) = 1.

Tako�er, vrijedi

g′′(x) = f ′′(f(x))[f ′(x)]2 + f ′(f(x))f ′′(x),

odakle je
g′′(x̄) = f ′′(f(x̄))[f ′(x̄)]2 + f ′(f(x̄))f ′′(x̄)

= f ′′(x̄)(−1)2 + f ′(x̄)f ′′(x̄)
= f ′′(x̄)− f ′′(x̄)
= 0.

Ostatak dokaza slijedi primjenom Teorema 2.2.3, s tim ²to treba da odredimo
i g′′′(x̄). Naime, kako je

g′′′(x) = f ′′′(f(x))[f ′(x)]3 + 3f ′′(f(x))f ′(x)f ′′(x) + f ′(f(x))f ′′′(x),

vrijedi

g′′′(x̄) = f ′′′(f(x̄)) [f ′(x̄)]3 + 3f ′′(f(x̄))f ′(x̄)f ′′(x̄) + f ′(f(x̄))f ′′′(x̄)
= f ′′′(x̄)(−1)3 + 3f ′′(x̄)(−1)f ′′(x̄) + f ′(x̄)f ′′′(x̄)
= −2f ′′′(x̄)− 3[f ′′(x̄)]2.

Primjer 2.2.6. Ispitati karakter stabilnosti ta£aka ekvilibrijuma jednadºbe

xn+1 = 3xn − x2n, n = 0, 1, 2, ....

Rje²enje. Prvo odredimo ta£ke ekvilibrijuma date jednadºbe. Dakle, rje²a-
vamo jednadºbu x̄ = 3x̄− x̄2. Rje²enja posljednje jednadºbe su x̄ = 0 i x̄ = 2.
Zato, polazna jednadºba ima dvije ta£ke ekvilibrijuma. To su x̄ = 0 i x̄ = 2.
Kako je f(x) = 3x − x2, to je onda f ′(x) = 3 − 2x, f ′′(x) = −2 i f ′′′(x) = 0.
Prema tome, f ′(0) = 3, tj. |f ′(0)| > 1, pa je prema Teoremu linearizirane
stabilnosti ekvilibrijum x̄ = 0 nestabilan (repeler).
Me�utim, f ′(2) = −1, tj., ekvilibrijum x̄ = 2 je nehiperboli£ki. Dalje je

f ′′(2) = −2, f ′′′(2) = 0. Dakle, Sf(2) = −3

2
(−2)2 = −6 < 0, pa je ekvilibri-

jum x̄ = 2, prema Teoremu 2.2.4, lokalno asimptotski stabilan. ■

Sli£no kao u slu£aju f ′(x) = 1 i ovdje postoji op¢enitiji kriterij za ispitivanje
karaktera nehiperboli£kog ekvilibrijuma (tzv. Murakamijev teorem).
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Teorem 2.2.5. [12] Neka je x̄ ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (2.1). Pretpos-
tavimo da je f ∈ C2k−1[I, I](k ≥ 1) i da je

f ′(x̄) = −1, f (j)(x̄) = 0 (j = 2, 3, ..., k − 1), f (k)(x̄) ̸= 0.

i) Ako je k neparan i f (k)(x̄) > 0, tada je x̄ asimptotski stabilan.

ii) Ako je k neparan i f (k)(x̄) < 0, tada je x̄ nestabilan (repeler).

iii) Pretpostavimo da je k paran i da postoji cio broj l < k tako da je

f (j)(x̄) = 0 (j = k + 1, k + 3, ..., 2l − 3), f (2l−1)(x̄) ̸= 0.

a) Ako je f (2l−1)(x̄) > 0, tada je x̄ asimptotski stabilan.

b) Ako je f (2l−1)(x̄) < 0, tada je x̄ nestabilan (repeler).

iv) Pretpostavimo da je k paran i da je

f (j)(x̄) = 0 (j = k + 1, k + 3, ..., 2k − 3).

a) Ako je k
2

(
f (k)(x̄)

k!

)2
+ f (2k−1)(x̄)

(2k−1)!
> 0, tada je x̄ asimptotski stabilan.

b) Ako je k
2

(
f (k)(x̄)

k!

)2
+ f (2k−1)(x̄)

(2k−1)!
< 0, tada je x̄ nestabilan (repeler).

Dokaz. Primjenom Taylorovog toerema, imamo

f(x) = f(x̄) + f ′(x̄)(x− x̄) + f ′′(x̄)
2!

(x− x̄)2

+ ...+
f (2k−1)(x̄)

(2k − 1)!
(x− x̄)2k−1 + o

(
(x− x̄)2k−1

)
= x̄− (x− x̄) +

2k−1∑
i=k

ai(x− x̄)i + o
(
(x− x̄)2k−1

)
,
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gdje je ak =
f (k)(x̄)

k!
. Dalje je

g(x) = f(f(x))

= x̄− (f(x)− x̄) +
2k−1∑
i=k

ai(f(x)− x̄)i + o
(
(f(x)− x̄)2k−1

)
= x̄−

{
− (x− x̄) +

2k−1∑
i=k

ai(x− x̄)i
}

+
2k−1∑
i=k

(
ai

{
− (x− x̄) +

2k−1∑
j=k

aj(x− x̄)j

}i)
+ o
(
(x− x̄)2k−1

)

= x+
2k−1∑
i=k

(
ai

{
− 1 + (−1)i

}
(x− x̄)i

)
+ ka2k(−1)k−1(x− x̄)2k−1 + o

(
(x− x̄)2k−1

)
.

Ako je k neparan, onda je

g(x) = x− 2ak(x− x̄)k + o
(
(x− x̄)k

)
.

Dakle, imamo

g′(x̄) = 1, g(i)(x̄) = 0 (i = 2, 3, ..., k − 1), g(k)(x̄) = −2f (k)(x̄) ̸= 0.

Iz Teorema 2.2.3 i Leme 2.2.1 slijedi ta£nost tvrdnji i) i ii).
Pretpostavimo da je k paran broj. Tada je

g(x) = x− 2

k
2∑

i=1

ak+2i−1(x− x̄)k+2i−1 − ka2k(x− x̄)2k−1 + o
(
(x− x̄)2k−1

)
.

U slu£aju iii) imamo

g(x) = x− 2a2l−1(x− x̄)2l−1 + o
(
(x− x̄)2l−1

)
.

Dakle,

g′(x̄) = 1, g(i)(x̄) = 0 (i = 2, 3, ..., 2l − 2), g(2l−1)(x̄) = −2f (2l−1)(x̄).

Iz Teorema 2.2.3 i Leme 2.2.1 slijedi ta£nost tvrdnje iii).
U slu£aju iv) imamo

g(x) = x− (2a2k−1 + ka2k)(x− x̄)2k−1 + o
(
(x− x̄)2k−1

)
.
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Prema tome, dobija se

g′(x̄) = 1, g(i)(x̄) = 0 (i = 2, 3, ..., 2k − 2),

g(2l−1)(x̄) = −2(2k − 1)!
(k
2
a2k + a2k−1

)
.

Iz Teorema 2.2.3 i Leme 2.2.1 slijedi ta£nost tvrdnje iv).

Primjer 2.2.7. [12]Ispitati prirodu stabilnosti ta£ke ekvilibrijuma x̄ = 0 dife-
rentnih jednadºbi

i) xn+1 = −xn + x4n + x5n − 3x6n, n = 0, 1, 2, ...,

ii) xn+1 = −xn + x4n − x5n − 3x6n, n = 0, 1, 2, ....

Rje²enje.

i) Ovdje je f(x) = −x+x4+x5− 3x6 i f ′(0) = −1 (x̄ = 0 je nehiperboli£ki
ekvilibrijum), f ′′(0) = f ′′′(0) = 0 i f (4)(0) = 24 > 0. Prema Teoremu
2.2.5 iii), zbog l = 3 i f (5)(0) = 120 > 0, ekvilibrijum x̄ = 0 je asimptotski
stabilan, v. Slike 1.3 i 1.4.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Slika 2.3: Dijagram paukove mreºe za

asimptotski stabilan ekvilibrijum x̄ = 0

50 100 150 200

-0.4

-0.2

0.2

0.4

Slika 2.4: Pona²anje £lanova niza u oko-

lini asimptotski stabilnog ekvilibrijuma

x̄ = 0

ii) Sada je f(x) = −x+x4−x5−3x6 i f ′(0) = −1 (x̄ = 0 je nehiperboli£ki ek-
vilibrijum), f ′′(0) = f ′′′(0) = 0 i f (4)(0) = 24 > 0. Prema Teoremu 2.2.5
iii), zbog l = 3 i f (5)(0) = −120 < 0, ekvilibrijum x̄ = 0 je nestabilan
(repeler), v. Slike 1.5 i 1.6.

■
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Slika 2.5: Dijagram paukove mreºe za

nestabilan ekvilibrijum (repeler) x̄ = 0
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Slika 2.6: Pona²anje £lanova niza u oko-

lini nestabilnog ekvilibrijuma x̄ = 0

2.3 Stabilnost periodi£nih ta£aka

S obzirom da je periodi£na ta£ka minimalnog perioda k preslikavanja f , zapravo,
�ksna ta£ka preslikavanja fk, to se na osnovu Teorema 2.2.1 i lan£anog pravila,
dobija sljede¢i kriterij stabilnosti periodi£ne ta£ke.

Teorem 2.3.1. [2, 14]Neka je f ∈ C1[I, I], a O(p) = {p, f(p), ..., fk−1(p)} orbita
periodi£ne ta£ke minimalnog perioda k preslikavanja f . Tada vrijede sljede¢e tvrdnje.

i) Ta£ka p je lokalno asimptotski stabilna ako je

|f ′(p)f ′(f(p)) · · · f ′(fk−1(p))| < 1.

ii) Ta£ka p je nestabilna ako je

|f ′(p)f ′(f(p)) · · · f ′(fk−1(p))| > 1.

Primjer 2.3.1. Neka je data diferentna jednadºba

xn+1 = 1− x2n.

Odrediti sve periodi£ne ta£ke minimalnog perioda dva i njihove orbite. Ispitati sta-
bilnost periodi£nih ta£aka.

Rje²enje. Prvo ¢emo odrediti �ksne ta£ke preslikavanja f . Kako je f(x) = 1− x2,

�ksne ta£ke dobijemo rje²avanjem jednadºbe x̄ = 1− x̄2. To su ta£ke x1,2 =
−1±

√
5

2
.

Periodi£ne ta£ke minimalnog perioda dva su rje²enja jednadºbe f 2(x) = x, uz uslov
f(x) ̸= x. Zato, prvo odredimo preslikavanje f 2:

f 2(x) = f(f(x)) = f(1− x2) = 1− (1− x2)2 = 1− 1 + 2x2 − x4 = −x4 + 2x2.
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Sada rje²avamo sistem (−x4 + 2x2 = x ∧ 1 − x2 ̸= x), odnosno, (x(x3 − 2x + 1) =
0 ∧ 1− x2 ̸= x), odnosno, (x(x− 1)(x2 + x− 1) = 0 ∧ 1− x2 ̸= x), ²to daje x = 0 i
x = 1. Dakle, �ksne ta£ke preslikavanja f 2 su x = 0 i x = 1.
Orbita ta£ke x = 0 je O(0) = {0, 1}, dok je O(1) = {1, 0} orbita ta£ke x = 1.
Kako je f ′(x) = −2x, to je

|f ′(0)f ′(1)| = |0 · (−2)| = 0 < 1,

pa zaklju£ujemo da je periodi£na ta£ka x = 0 lokalno asimptotski stabilna.
Dalje, za x = 1 je

|f ′(1)f ′(0)| = | − 2 · 0| = 0 < 1,

pa je i x = 1, tako�er, lokalno asimptotski stabilna. ■
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Poglavlje 3

Stabilnost nehiperboli£kog

ekvilibrijuma dvodimenzionalnih

diskretnih dinami£kih sistema i

diferenetnih jednadºbi drugog

reda

3.1 Stabilnost

Neka je F vektorsko preslikavanje, tako da F : R2 → R2, odnosno, F =

[
f
g

]
, gdje

su f : R2 → R2 i g : R2 → R2. Tada se

Xn+1 = F (Xn), n = 0, 1, 2, ..., (3.1)

naziva sistemom diferentnih jednadºbi u ravni, odnosno, dvodimenzionalnim dis-
kretnim dinami£kim sistemom. Sistem (3.1) moºemo pisati i u obliku

un+1 = f(un, vn)
vn+1 = g(un, vn)

}
(n = 0, 1, 2, ...), (3.2)

uzimaju¢i da je X =

[
u
v

]
, a u, v ∈ R.

Tako�er ¢emo razmatrati i diferentnu jednadºbu drugog reda

xn+1 = f(xn, xn−1) n = 0, 1, ..., (3.3)
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koja se moºe napisati u obliku (3.1), tako da i ona spada u klasu dvodimenzionalnih
diskretnih dinami£kih sistema. Zaista, uvo�enjem smjena

un = xn−1,

vn = xn,

dobijamo sistem diferentnih jednadºbi

un+1 = vn

vn+1 = f(vn, un).

Neka je ∥ · ∥ bilo koja norma vektora u R2 i, tako�er, pridruºena norma matrice.

3.1.1 Ta£ka ekvilibrijuma diskretnog dinami£kog sistema i

pojam stabilnosti

De�nicija 3.1.1. .

1. Ta£ka ekvilibrijuma DDS (3.1), odnosno, DDS (3.2) je ta£ka X = (x̄, ȳ) ∈
R2 takva da je

X =

(
x̄
ȳ

)
=

(
f(x̄, ȳ)
g(x̄, ȳ)

)
.

To jest, X je �ksna ta£ka funkcije F .

2. Periodi£na ta£ka perioda m DDS (3.1) je ta£ka P = (r, s) ∈ R2 takva da je
ona ta£ka ekvilibrijuma m-te iteracije Fm preslikavanja F .

3. Neka je (x0, y0) data ta£ka iz R2. Parovi (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), ... koji su
de�nirani induktivno pomo¢u (3.2) nazivaju se iteracijama od (x0, y0), a niz
{(xn, yn)}∞n=0 se naziva pozitivnom orbitom od (x0, y0) i ozna£ava se sa

O+((x0, y0)).

Dakle,

O+((x0, y0)) =
{
(x0, y0), F (x0, y0), ..., F

k(x0, y0), ...
}
.

4. Ako je preslikavanje F invertibilno, de�niramo negativnu orbitu od (x0, y0) sa

O−((x0, y0)) =
{
(x0, y0), F

−1(x0, y0), ..., F
−k(x0, y0), ...

}
,

gdje F−n ozna£ava n-tu kompoziciju od F−1 sa samim sobom.
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5. Kada postoje obje, i pozitivna i negativna orbita, tada se orbitom od (x0, y0)
naziva unija pozitivne i negativne orbite:

O((x0, y0)) = O+((x0, y0)) ∪ O−((x0, y0)).

Kada je rije£ o diferentnoj jednadºbi drugog reda (3.3), njenu ta£ku ekilibrijuma,
odnosno, �ksnu ta£ku preslikavanja f , de�niramo kao ta£ku x̄ ∈ R za koju vrijedi

x̄ = f(x̄, x̄).

Ta£ku P = (p, q) ∈ R2 za koju vrijedi

p = f(p, q) i q = f(q, p),

nazivamo periodi£nom ta£kom minimalnog perioda dva jednadºbe (3.3).

De�nicija 3.1.2. [14]

1. Ta£ka ekvilibrijuma X DDS (3.1) se naziva stabilnom (ili lokalno stabil-
nom) ako za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da ∥X0 − X∥ < δ implicira
∥Xn −X∥ < ε za sve n ≥ 0. Ina£e se ekvilibrijum X naziva nestabilnim.

2. Ta£ka ekvilibrijuma X DDS (3.1) se naziva asimptotski stabilnom (ili lo-
kalno asimptotski stabilnom) ako je ona stabilna i ako postoji γ > 0 tako
da ∥X0 −X∥ < γ implicira

lim
n→∞

∥Xn −X∥ = 0.

3. Ta£ka ekvilibrijuma X DDS (3.1) se naziva globalno asimptotski stabilnom
ako je ona asimptotski stabilna i ako, za svako X0, vrijedi

lim
n→∞

∥Xn −X∥ = 0.

4. Ta£ka ekvilibrijuma X DDS (3.1) se naziva globalno asimptotski stabilnom
u odnosu na skup S ⊂ R2 ako je ona asimptotski stabilna i ako, za svako
X0 ∈ S, vrijedi

lim
n→∞

∥Xn −X∥ = 0.

5. Ta£ka ekvilibrijuma X DDS (3.1) se naziva globalni atraktor sa skupom
S ⊂ R2 kao obla²¢u privla£enja, ako je

lim
n→∞

∥Xn∥ = X

za svako rje²enje s po£etnim uvjetom X0 ∈ S.

Napomena 3.1.1. Pojmovi stabilnosti i asimptotske stabilnosti periodi£nih ta£aka
de�niraju se analogno.
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3.1.2 Stabilnost linearnih sistema

Ovdje ¢emo razmatrati specijalan slu£aj sistema (3.1) kod koga je F (X) = AX, pri
£emu je A matrica formata 2 x 2, odnosno, razmatra¢emo sistem (v.[12])

Xn+1 = AXn, n = 0, 1, 2, .... (3.4)

(v.[12])
Rje²enje sistema (3.4) je svaki niz vektora Xn koji zadovoljava ovaj sistem za sve
vrijednosti n = 0, 1, .... Op¢e rje²enje je rje²enje koje sadrºi u sebi sva druga
rje²enja. Partikularno rje²enje sistema (3.4) je rje²enje koje zadovoljava po£etni
uvjet

X0 = α,

pri £emu je α = (α1, α2)
T ∈ R2 dati vektor. Problem pronalaºenja partikularnog

rje²enja sistema (3.4), sa datim po£etnim uvjetima, naziva se problem po£etnih
vrijednosti ili PPV.

Nije te²ko uvidjeti da je rje²enje sistema (3.4) oblika

Xn = AnX0 = Anα. (3.5)

Iz jednakosti (3.5) zaklju£ujemo da se rje²avanje sistema (3.4) svodi na odre�ivanje
n-tog stepena matrice A.

Karakteristi£ni polinom matrice A je

κ(λ) = det(A− λI) = λ2 + pλ+ q,

gdje je p = TrA i q = detA, a karakteristi£na jednadºba matrice A je

λ2 + pλ+ q = 0.

Svojstvene vrijednosti matrice A su date sa

λ± =
1

2

(
− p±

√
p2 − 4q

)
.

Ako je |λ−| < 1 i |λ+| < 1, ekvilibrijum X = (0, 0) je lokalno asimptotski stabilan.
Odavdje slijedi jednostavan kriterij za lokalnu asimptotsku stabilnost ekvilibrijuma
X = (0, 0).

Teorem 3.1.1. [14] Ta£ka ekvilibrijuma X = (0, 0) sistema (3.4) je lokalno asimp-
totski stabilna ako vrijede sljede¢a tri uvjeta:

(i)
1 + p+ q > 0, (3.6)
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(ii)
1− p+ q > 0, (3.7)

(iii)
q < 1, (3.8)

ili, ²to je ekvivalentno sa
|p| < 1 + q < 2. (3.9)

3.1.3 Stabilnost preko linearizacije

De�nicija 3.1.3. [8]

1. Ako je X = (x̄, ȳ) �ksna ta£ka glatkog preslikavanja F = (f, g) i ako je Jf (x̄, ȳ)
Jakobijeva matrica preslikavanja F u ta£ki (x̄, ȳ), tj.

JF (x̄, ȳ) =


∂f

∂x
(x̄, ȳ)

∂f

∂y
(x̄, ȳ)

∂g

∂x
(x̄, ȳ)

∂g

∂y
(x̄, ȳ)

 ,
onda se linearno preslikavanje JF (x̄, ȳ) : R2 → R2, dato sa

JF (x̄, ȳ)(x, y) =


∂f

∂x
(x̄, ȳ)x+

∂f

∂y
(x̄, ȳ)y

∂g

∂x
(x̄, ȳ)x+

∂g

∂y
(x̄, ȳ)y

 , (3.10)

naziva linearizacijom preslikavanja F u �ksnoj ta£ki (x̄, ȳ).

2. Za ta£ku ekvilibrijuma X = (x̄, ȳ) preslikavanja (x, y) → F (x, y) kaºemo da je
hiperboli£ka ako je preslikavanje (3.10) hiperboli£ko, to jest, ako Jakobijan
JF (x, y) u ta£ki (x̄, ȳ) nema svojstvenih vrijednosti po modulu jednakih jedan.
Ina£e se ta£ka ekvilibrijuma X = (x̄, ȳ) naziva nehiperboli£kom.

Najvaºaniji rezultat u analizi linearizirane stabilnosti je sljede¢i teorem.

Teorem 3.1.2. (Linearizirana stabilnost) [8, 14] Neka je F = (f, g) jedna C1

funkcija de�nirana na otvorenom skupu W u R2 i neka je X = (x̄, ȳ) ∈ W ta£ka
ekvlibrijuma preslikavanja F . Tada vrijede sljede¢e tvrdnje.

(a) Ako sve svojstvene vrijednosti Jakobijana JF (x̄, ȳ) leºe u otvorenom disku |λ| <
1, onda je ekvilibrijum (x̄, ȳ) asimptotski stabilan.
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(b) Ako je bar jedna svojstvena vrijednost Jakobijana JF (x̄, ȳ) po modulu ve¢a od
jedan, tada je ekvilibrijum (x̄, ȳ) nestabilan.

Napomena 3.1.2. (a) Ako je hiperboli£ki ekvilibrijum (x̄, ȳ) asimptotski stabilan,
tada postoji otvorena okolina O ta£ke (x̄, ȳ) u kojoj sve ta£ke konvergiraju ka
ta£ki ekvilibrijuma pod pozitivnim iteracijama, tj.

F n(a, b) → (x̄, ȳ) za svako (a, b) ∈ O.

Takav ekvilibrijum se naziva sink ili atraktivni ekvilibrijum.

(b) Kada je ekvilibrijum nestabilan, tada postoje dvije kvalitativno razli£ite situ-
acije.

1. Ako su obje svojstvene vrijednosti Jakobijana JF (x̄, ȳ) po modulu ve¢e
od jedan, tada postoji otvorena okolina O ta£ke (x̄, ȳ) u kojoj sve ta£ke
konvergiraju ka ta£ki ekvilibrijuma pod negativnim iteracijama. Takav
ekvilibrijum se naziva izvor ili repeler.

2. Ako je jedna svojstvena vrijednost Jakobijana JF (x̄, ȳ) po modulu manja,
a druga ve¢a od jedan, tada u svakoj otvorenoj okolini ta£ke ekvilibrijuma
neke ta£ke konvergiraju ka ekvilibrijumu pod pozitivnim iteracijama, dok
druge konvergiraju ka ekvilibrijumu pod negativnim iteracijama. Takav
ekvilibrijum se naziva sedlasta ta£ka.

Sada ¢emo navesti Routh-Hurwitzov i Schur-Cohnov kriterij, jer ¢e nam oni biti
potrebni prilikom odre�ivanja uvjeta koje treba da zadovolje svojstvene vrijednosti
Jakobijana JF (x̄, ȳ) kako bi ta£ka ekvilibrijuma bila lokalno asimptotski stabilna,
repeler ili sedlasta ta£ka.

Teorem 3.1.3. (Routh-Hurwitzov kriterij)[8, 13]Promatrajmo polinomsku jed-
nadºbu

P (λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + ...+ an−1λ+ an = 0 (3.11)

s realnim koe�cijentima i a0 > 0. Potreban i dovoljan uvjet da svi korijeni jednadºbe
(3.11) imaju negativan realni dio je da bude

∆k > 0 za k = 1, ..., n, (3.12)

gdje je ∆k principijelni minor reda k matrice reda n x n:
a1 a3 a5 ... 0
a0 a2 a4 ... 0
0 a1 a3 ... 0
...

...
... ...

...
0 0 0 ... an

 .
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Potrebni i dovoljni uvjeti da svi korijeni jednadºbe (3.11) leºe u otvorenom jedi-
ni£nom disku |λ| < 1, prona�eni su pomo¢u Routh-Hurwitzovog kriterija i £injenice
da Mobiusova transformacija

z =
λ+ 1

λ− 1

transformi²e otvoreni jedini£ni disk iz λ-ravni u otvorenu lijevu poluravan u z-ravni.

Teorem 3.1.4. (Schur-Cohnov kriterij)[8, 13, 14]Jednadºba (3.11) ima sve ko-
rijene u otvorenom jedini£nom disku |λ| < 1 ako i samo ako jednadºba

P
(z + 1

z − 1

)
= 0

ima sve svoje korijene u lijevoj poluravni Re(z) < 0.

Primjenom Schur-Cohnovog kriterija dobija se sljede¢i rezultat za asimptotsku
stabilnost ekvilibrijuma nula diferentne jednadºbe

xn+2 + pxn+1 + qxn = 0, n = 0, 1, .... (3.13)

Teorem 3.1.5. [14] Neka su p, q ∈ R. Potreban i dovoljan uvjet za asimptotsku
stabilnost jednadºbe (3.13) je da vrijedi

|p| < 1 + q < 2.

Na osnovu Schur-Cohnovog kriterija, mogu¢e je dati eksplicitne uvjete da ta£ka
ekvilibrijuma jednadºbe (3.3) bude lokalni sink, izvor (repeler), sedlasta ta£ka ili
nehiperboli£ki ekvilibrijum. Naime, neka

p =
∂f

∂u
(x̄, x̄), q =

∂f

∂v
(x̄, x̄)

ozna£avaju parcijalne izvode funkcije f(u, v) izra£unate u ta£ki ekvilibrijuma jed-
nadºbe (3.3). Tada se jednadºba

yn+1 = pyn + qyn−1, n = 0, 1, ... (3.14)

naziva lineariziranom jednadºbom koja je pridruºena jednadºbi (3.3) u ta£ki x̄.

Teorem 3.1.6. (Linearizirana stabilnost)[14] Promatrajmo diferentnu jednadºbu
(3.3) i njoj pridruºenu lineariziranu jednadºbu (3.14).

1. Ako su oba korijena kvadratne jednadºbe

λ2 − pλ− q = 0, (3.15)

u otvorenom jedini£nom disku, onda je ekvilibrijum x̄ jednadºbe (3.3) lokalno
asimptotski stabilan.
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2. Ako je bar jedan od korijena jednadºbe (3.15) po apsolutnoj vrijednosti ve¢i od
jedan, onda je ekvilibrijum x̄ jednadºbe (3.3) nestabilan.

3. Potreban i dovoljan uvjet da oba korijena jednadºbe (3.15) leºe u otvorenom
jedini£nom disku je

|p| < 1− q < 2. (3.16)

U tom slu£aju lokalno asimptotski stabilan ekvilibrijum naziva se sink.

4. Potreban i dovoljan uvjet da oba korijena jednadºbe (3.15) budu po apsolutnoj
vrijednosti ve¢i od jedan je

|p| < |1− q| i |q| > 1. (3.17)

U tom slu£aju nestabilan ekvilibrijum x̄ se naziva repeler ili izvor.

5. Potreban i dovoljan uvjet da jednadºba (3.15) ima jedan korijen po apsolutnoj
vrijednosti ve¢i od jedan, a drugi po apsolutnoj vrijednosti manji od jedan je

|p| > |1− q| i p2 + 4q > 0.

U tom slu£aju nestabilan ekvilibrijum x̄ naziva se sedlo.

6. Potreban i dovoljan uvjet da oba korijena jednadºbe (3.15) leºe na jedini£nom
disku je

|p| = |1− q| ili q = −1 i |p| ≤ 2.

U tom slu£aju ekvilibrijum x̄ naziva se nehiperboli£kim ekvilibrijumom.

Teorem 3.1.7. [8, 14]

1. Ta£ka ekvilibrijuma (x̄, ȳ) DDS (3.1) je lokalno asimptotski stabilna ako i samo
ako svako rje²enje karakteristi£ne jednadºbe

λ2 − TrJF (x̄, ȳ) + detJF (x̄, ȳ) = 0 (3.18)

leºi unutar jedini£nog kruga, a ²to vrijedi ako i samo ako

|TrJF (x̄, ȳ)| < 1 +DetJF (x̄, ȳ) < 2.

2. Sli£no, ta£ka ekvilibrijuma (x̄, ȳ) DDS (3.1) je lokalni repeler ako svako rje²e-
nje karakteristi£ne jednadºbe (3.18) leºi izvan jedini£nog kruga, ²to je zadovo-
ljeno ako je

|TrJF (x̄, ȳ)| < |1 +DetJF (x̄, ȳ)| i |DetJF (x̄, ȳ)| > 1.
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3. Ta£ka ekvilibrijuma (x̄, ȳ) DDS (3.1) je lokalna sedlasta ta£ka ako i samo ako
karakteristi£na jednadºba (3.18) ima jedan korijen koji leºi unutar jedini£nog
kruga i jedan korijen koji leºi izvan jedini£nog kruga, tj., ako i samo ako

|TrJF (x̄, ȳ) > |1 +DetJF (x̄, ȳ)| i T rJF (x̄, ȳ)
2 − 4DetJF (x̄, ȳ) > 0.

4. Ta£ka ekvilibrijuma (x̄, ȳ) DDS (3.1) je nehiperboli£ka ako i samo ako karakte-
risti£na jednadºba (3.18) ima bar jedan korijen koji leºi na jedini£noj kruºnici,
tj., ako i samo ako

|TrJF (x̄, ȳ)| = |1 +DetJF (x̄, ȳ)|

ili
DetJF (x̄, ȳ) = 1 i T rJF (x̄, ȳ) ≤ 2.

Kada je rije£ o nehiperboli£kom ekvilibrijumu, situacija je znatno sloºenija u
odre�ivanju karaktera njegove stabilnosti i, uglavnom, je potrebno izvr²iti dodatna
razmatranja. Zapravo, karakter stabilnosti ta£ke ekvilibrijuma u ovom slu£aju odre-
�uje se pomo¢u £lanova vi²eg reda u Taylorovom razvoju za preslikavanje F .

De�nicija 3.1.4. Neka je T preslikavanje na R2 i neka je x̄ ekvilibrijum ili peri-
odi£na ta£ka preslikavanja T . Bazen privla£enja ekvilibrijuma x̄, kojeg ozna£a-
vamo sa B(x̄), predstavlja skup ta£aka x ∈ R2 za koje ∥T k(x) − T k(x̄)∥ → 0, kad
k → ∞, tj.,

B(x̄) = {x ∈ R2 : ∥T k(x)− T k(x̄)∥ → 0, k → ∞}.

De�nicija 3.1.5. Neka je T neprekidno preslikavanje na B ⊂ R2. Skup A ⊂ B je
invarijantan u odnosu na preslikavanje T ako vrijedi T (A) ⊂ A.

ω-grani£ni skup ta£ke z ∈ A je skup

ω(z) = {w ∈ R : ∃nk → ∞∧ T nk(z) → w}.

De�nicija 3.1.6. Neka je T : Rk → Rk difeomor�zam, to jest, neka je T neprekidno-
diferencijabilan homeomor�zam sa neprekidno-diferencijabilnim inverznim preslika-
vanjem. Pretpostavimo da je x̄ ∈ Rk hiperboli£ka �ksna ta£ka preslikavanja T , tj.
pretpostavimo da vrijedi T (x̄) = x̄ i da Jakobijan JT (x̄) nema svojstvenih vrijednosti
po modulu jednakih jedan. Neka je U neka okolina ta£ke x̄.

1. Lokalno stabilnom mnogostruko²¢u W s
loc(x̄, U) ta£ke x̄ naziva se skup

W s
loc(x̄, U) = {x ∈ U : T n(x) ∈ U za sve n ≥ 0 i lim

n→∞
T n(x) = x̄}.

2. Lokalno nestabilnom mnogostruko²¢u W u
loc(x̄, U) ta£ke x̄ naziva se skup

W u
loc(x̄, U) = {x ∈ U : T−n(x) ∈ U za sve n ≥ 0 i lim

n→∞
T−n(x) = x̄}.
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Lokalno stabilna i lokalno nestabilna mnogostrukost imaju svoje globalne analo-
gone (globalno stabilnu mnogostrukost W s(x̄) i globalno nestabilnu mnogostrukost
W u(x̄)), koji se de�ni²u na sljede¢i na£in:

W s(x̄) =
⋃
n≥0

T−n(W s
loc(x̄, U)),

W u(x̄) =
⋃
n≥0

T n(W u
loc(x̄, U)).

Primjer 3.1.1. Odrediti uvjete na α, tako da ekvilibrijum (x̄, ȳ) = (0, 0) bude LAS
pod preslikavanjem

F

(
x
y

)
=

[
y
αx

1+βy2

]
β > 0.

Rje²enje. Kako je f(x, y) = y i g(x, y) = αx
1+βy2

, to je Jakobijeva matrica preslika-

vanja F =

[
f
g

]
u proizvoljnoj ta£ki (x, y) oblika

JF (x, y) =


∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y)

∂g

∂x
(x, y)

∂g

∂y
(x, y)

 =

[
0 1
α

1+βy2
−2αβxy
(1+βy2)2

]
.

Zbog toga je

JF (0, 0) =

[
0 1
α 0

]
.

Karakteristi£na jednadºba je λ2 − α = 0, pa su svojstvene vrijednosti λ1,2 = ±
√
α.

Da bi ta£ka (0, 0) bila LAS, obje svojstvene vrijednosti moraju biti po apsolutnoj
vrijednosti manje od jedan. Dakle, |

√
α| < 1, odakle slijedi α ∈ (−1, 1). ■

3.2 Metod Lyapunovljeve funkcije

Ruski matemati£ar A. M. Lyapunov je ovaj metod prvobitno primjenjivao kod is-
pitivanja stabilnosti rje²enja kod nelinearnih diferencijalnih jednadºbi, kao direktni
metod. Danas, ovaj metod se vrlo uspje²no primjenjuje i u slu£aju diferentnnih
jednadºbi, odnosno, sistema diferentnih jednadºbi. Ovaj metod se moºe koristiti i u
op¢em slu£aju, kod vi²edimenzionalnih sistema. Me�utim, mi ¢emo ovdje pokazati
primjenu na dvodimenzionalnim sistemima.

Posmatrajmo diskretni dinami£ki sistem (3.1), odnosno, (3.2). Navest ¢emo
elemente teorije stabilnosti DDS pomo¢u Lyapunovljeve funkcije (v. [2, 8])
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De�nicija 3.2.1. Funkciju V : D → R nazivamo Lyapunovljevom funkcijom
na podskupu D od R2 ako je

1. V je neprekidna na D

2. ∆V (X) = V (F (X))− V (X) ≤ 0 kad je X,F (X) ∈ D.

Neka je B(C, ρ) otvorena sfera u R2 s centrom u C i radijusa ρ, tj.,

B(C, ρ) = {X ∈ R2 : ∥X − C∥ < ρ}.

De�nicija 3.2.2. Kaºemo da je funkcija V pozitivno de�nitna u X ako je

1. V (X) = 0

2. V (X) > 0 za sve X ∈ B(X, ρ), X ̸= X.

Slijedi nekoliko teorema o stabilnosti kori²tenjem Lyapunovljeve funkcije.

Teorem 3.2.1. (Lyapunovljev teorem stabilnosti) Pretpostavimo da je V Lya-
punovljeva funkcija za DDS (3.1) u okolini O ta£ke ekvilibrijuma X i da je V pozi-
tivno de�nitna u odnosu na X. Tada je X stabilan. Osim toga, vrijedi

i) Ako je ∆V (X) < 0 za sve X,F (X) ∈ O i X ̸= X, tada je X asimptotski
stabilan.

ii) Ako je O = R2 i
V (X) → ∞ kad ∥X∥ → ∞, (3.19)

tada je X globalno asimptotski stabilan.

Sljede¢i teorem govori o ograni£enosti rje²enja DDS (3.1), odnosno (3.2).

Teorem 3.2.2. Ako je V Lyapunovljeva funkcija na skupu {X ∈ R2 : ∥X∥ > α} za
neko α > 0 i ako vrijedi uvjet (3.19), tada su sva rje²enja sistema (3.1), odnosno
(3.2), ograni£ena.

De�nicija 3.2.3. Neka je V Lyapunovljeva funkcija na podskupu D od R2. De�ni-
rajmo skup

L = {X ∈ D : ∆V (X) = 0}

i neka je M maksimalan invarijantan podskup od L, to jest, de�nirajmo M kao
uniju svih invarijantnih podskupova od L.

Sada ¢emo navesti LaSalleov princip invarijantnosti, kojeg je neophodno pozna-
vati prilikom ispitivanja stabilnosti rje²enja DDS (3.1), odnosno (3.2).
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Teorem 3.2.3. (LaSalleov princip invarijantnosti) Pretpostavimo da je V po-
zitivno de�nitna Lyapunovljeva funkcija za DDS (3.1), odnosno (3.2) u D ⊂ R2.
Tada za svako ograni£eno rje²enje Xn sistema (3.1), odnosno (3.2), koje ostaje u D
za sve n ∈ N, postoji broj a takav da Xn → M∩ V −1(a) kad n→ ∞.

Napomena 3.2.1. Uo£imo sljede¢e: ako je M = {X} jedno£lan skup, onda nam
Teorem 3.2.3 kaºe da je X de�nitivno asimptotski stabilna �ksna ta£ka.

Primjer 3.2.1. ([14], nerije²eni zadatak) Ispitati stabilnost ta£ke ekvilibrijuma (0, 0)
sistema diferentnih jednadºbi

xn+1 = yn − yn(x
2
n + y2n)

yn+1 = xn − xn(x
2
n + y2n).

Rje²enje. Kako je f(x, y) = y − y(x2 + y2) i g(x, y) = x− x(x2 + y2), to je

∂f

∂x
(x, y) = −2xy,

∂f

∂y
(x, y) = 1− x2 − 3y2

i
∂g

∂x
(x, y) = 1− y2 − 3x2,

∂g

∂y
(x, y) = −2xy.

Zato je

JF (0, 0) =

[
0 1
1 0

]
,

£ije su svojstvene vrijednosti λ1,2 = ±1. Dakle, ekvilibrijum (0, 0) je nehiperboli£ki.
Posmatrajmo Lyapunovljevu pozitivno de�nitnu funkciju V : R2 → R de�nisanu sa

V

([
x
y

])
= x2 + y2 od preslikavanja

F

([
x
y

])
=

[
y − y(x2 + y2)
x− x(x2 + y2)

]
.

Sada je

∆V = V

(
F

([
x
y

]))
− V

([
x
y

])
=
(
y − y(x2 + y2)

)2
+
(
x− x(x2 + y2)

)2 − x2 − y2

= (x2 + y2)3 − 2(x2 + y2)2

= (x2 + y2)2(x2 + y2 − 2).
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Vidimo da je ∆V < 0 ako i samo ako je x2+y2 < 2, odakle zaklju£ujemo, na osnovu
Teorema 3.2.1, da je (0, 0) asimptotski stabilan ekvilibrijum. ■

Teorem 3.2.4. [2] Neka je V : D → R, pri £emu je D ⊂ R2, neprekidna funkcija i
neka je u odnosu na sistem (3.1) ∆V je pozitivno de�nitno (negativno de�nitno) u
nekoj okolini �ksne ta£ke X. Ako postoji niz Xn, takav da Xn → X, kad n→ ∞, i
V (Xn) > 0 (V (Xn) < 0), tada je X nestabilan.

Primjer 3.2.2. Posmatrajmo sistem diferentnih jednadºbi

xn+1 = xn + x2n + y2n
yn+1 = yn.

Ispitati stabilnost ekvilibrijuma (0, 0).

Rje²enje.Iz f(x, y) = x+ x2 + y2, g(x, y) = y, slijedi

∂f

∂x
(x, y) = 1 + 2x,

∂f

∂y
(x, y) = 2y

i
∂g

∂x
(x, y) = 0,

∂g

∂y
(x, y) = 1

pa je

JF (0, 0) =

[
1 0
0 1

]
.

Karakteristi£na jednadºba je (λ−1)2 = 0, pa je λ1,2 = 1 (tzv. rezonantni slu£aj) od-
govaraju¢a svojstvena vrijednost. Da bismo odredili stabilnost ekvilibrijuma (0, 0),

koristi¢emo Lyapunovljevu funkciju V

([
x
y

])
= x+ y. Tada je

∆V = x+ x2 + y2 + y − x− y = x2 + y2,

pa je ∆V > 0 ako je (x, y) ̸= (0, 0). Prema Teoremu 3.2.4, ekvilibrijum (0, 0) je
nestabilan. ■

Primjer 3.2.3. ([14], nerije²eni zadatak) Ispitati stabilnost �ksne ta£ke (0, 0) pres-
likavanja

F

(
x
y

)
=

[
y
αx

1 + βy2

]
β > 0.
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Rje²enje. Nije te²ko zaklju£iti da matrica Jakobijana JF (x, y) preslikavanja F ima
oblik

JF (x, y) =

 0 1
α

1 + βy2
−2αβxy

(1 + βy2)2

 ,

odakle je, za ta£ku ekvilibrijuma (0, 0),

JF (0, 0) =

(
0 1
α 0

)
.

Karakteristi£na jednadºba gornje matrice je λ2 − α = 0. Rje²enja ove jednadºbe su
λ1,2 = ±

√
α.

Dakle, ako je α = ±1, tada je |λ1,2| = 1, pa je ekvilibrijum (0, 0) nehiperboli£ki.
Razmotri¢emo dva slu£aja.

1. Ako je α ∈ (−∞,−1)∪(1,∞), ekvilibrijum (0, 0) je repeler, na osnovu Teorema
3.1.2.

2. Ako je α ∈ [−1, 1], posmatra¢emo Lyapunovljevu funkciju V

([
x
y

])
= x2 +

y2. Vrijedi

∆V = V

(
F

[
x
y

])
− V

([
x
y

])
= y2 +

α2x2

(1 + βy2)2
− x2 − y2

=
x2[α2 − (1 + βy2)2]

(1 + βy2)2
=
x2(α2 − 1− 2βy2 − β2y4)

(1 + βy2)2
< 0,

za (x, y) ̸= (0, 0), jer je α2 − 1 ≤ 0. Zbog V

([
x
y

])
= x2 + y2 → ∞, kad∥∥∥∥[ xy

]∥∥∥∥→ ∞, zaklju£ujemo, opet na osnovu Teorema 3.2.1, da je ekvilibrijum

(0, 0) globalno asimptotski stabilan u ovom slu£aju.

■

Primjer 3.2.4. [2] Posmatrajmo dvodimenzionalni sistem

xn+1 =
ayn

1 + x2n

yn+1 =
bxn

1 + y2n
.

(3.20)

Diskutovati stabilnost nula ekvilibrijuma sistema (3.20).
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Rje²enje. Sistemu (3.20) odgovara preslikavanje

F

(
x
y

)
=


ay

1 + x2
bx

1 + y2

 .

Matrica Jakobijana JF (x, y) preslikavanja F je

JF (x, y) =

(
−2axy
(1+x2)2

a
1+x2

b
1+y2

−2bxy
(1+y2)2

)
,

pa je za ta£ku ekvilibrijuma (0, 0)

JF (0, 0) =

(
0 a
b 0

)
.

Karakteristi£na jednadºba pridruºena matrici JF (0, 0) glasi

λ2 − ab = 0.

Rje²enja ove jednadºbe su λ1,2 = ±
√
ab.

Dakle, za ab = ±1, ekvilibrijum je nehiperboli£ki.

Neka je V

(
x
y

)
= x2 + y2. Tada je

∆V = V

(
F

[
x
y

])
− V

([
x
y

])
=

a2y2

(1 + x2)2
+

b2x2

(1 + y2)2
− x2 − y2

=

(
b2

(1 + y2)2
− 1

)
x2 +

(
a2

(1 + x2)2
− 1

)
y2 ≤ (b2 − 1)x2 + (a2 − 1)y2.

(3.21)
Sada ¢emo razmotriti tri slu£aja.

1. Ako je a2 < 1 i b2 < 1, tada je ∆V < 0, pa prema Teoremu 3.2.1, zaklju£ujemo

da je nula ekvilibrijum asimptotski stabilan. Osim toga, zbog V

([
x
y

])
=

x2 + y2 → ∞, kad

∥∥∥∥[ xy
]∥∥∥∥ → ∞, slijedi da je ekvilibrijum (0, 0) globalno

asimptotski stabilan.

2. Ako je a2 ≤ 1 i b2 ≤ 1, onda je ∆V ≤ 0, pa je nula ekvilibrijum, prema
Teoremu 3.2.1, stabilan.
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3. U slu£aju a2 > 1 i b2 > 1, Teorem 3.2.1 ne daje odgovor. Primijeni¢emo
Teorem 3.2.4. Pretpostavimo da je δ neki dovoljno mali broj tako da vrijedi

b2 < (1 + δ2)2 i a2 > (1 + δ2)2. De�ni²imo funkciju V

(
x
y

)
= x2 + y2 na

otvorenom disku B(0, δ), sa centrom u nuli i polupre£nika δ. O£igledno je da

je tada V pozitivno de�nitna funkcija. Osim toga, za

(
x
y

)
∈ B(0, δ), imamo

∆V

(
x
y

)
=

a2y2

(1 + x2)2
+

b2x2

(1 + y2)2
− x2 − y2

=

(
b2

(1 + y2)2
− 1

)
x2 +

(
a2

(1 + x2)2
− 1

)
y2

≥
(

b2

(1 + δ2)2
− 1

)
x2 +

(
a2

(1 + δ2)2
− 1

)
y2

> 0 za

(
x
y

)
̸=
(

0
0

)
.

Dakle, prema Teoremu 3.2.4, ekvilibrijum (0, 0) je nestabilan.

Drugi slu£aj moºemo razmotriti i sa stanovi²ta LaSalleovog principa invarijantnosti.
Ima¢emo dva podslu£aja.

a) Neka je a2 ≤ 1 i b2 ≤ 1 i, pri tome je, a2 + b2 < 2. Tada je ∆V ≤ (a2 − 1)y2,
²to je jednako nuli ako je y = 0. Dakle, L je x-osa. Kako bismo prona²li

najve¢i invarijantni podskup M od L, primijetimo da, za

(
x
0

)
∈ L, je

F

(
x
0

)
=

(
0
bx

)
. Dakle, M =

{(
0
0

)}
. Zaklju£ujemo da je ta£ka

ekvilibrijuma asimptotski stabilna.

b) Ako je a2 = 1 i b2 = 1, tada, na osnovu (3.21), zaklju£ujemo da je ∆V = 0 ako
je x = 0 ili y = 0. Dakle, L = M = unija dvije koordinatne ose. LaSalleov
princip invarijantnosti nam sada govori da postoji c > 0 tako da se svaka

orbita O+(u) pribliºava skupu

{(
±c
0

)
,

(
0
±c

)}
.

Sada, ako je c ̸= 0, F 4

(
c
0

)
=

(
c
0

)
, ²to zna£i da je

(
c
0

)
periodi£na ta£ka

perioda 4, sa orbitom

{(
c
0

)
,

(
0
bc

)
,

(
abc
0

)
,

(
0
ac

)}
. Sli£no, moºemo

pokazati da je

{(
0
c

)
,

(
ac
0

)
,

(
0
abc

)
,

(
bc
0

)}
, tako�er, 4-ciklus.
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Kona£no, primje¢ujemo da se, za ab = 1, radi o 2- ciklusima.

■

3.3 Metod invarijante

Lyapunovljeva funkcija se ponekad moºe primijeniti na ispitivanje stabilnosti nehi-
perboli£kog ekvilibrijuma primjenom tzv. diskretnog Dirichletovog teorema. U tom
slu£aju, potrebno je poznavati neku od invarijanti DDS. U slu£aju DDS (3.1), gdje
je Xn ∈ R2, F : S → S neprekidno preslikavnje i S ⊂ R2, za funkciju I : R2 → R
re¢i ¢emo da je invarijanta ako je I(F (X)) = I(X) za svako X ∈ S.

Teorem 3.3.1. [8] Sistem (3.4) ima neprekidnu invarijantu I : R2 → R ako i samo
ako je ispunjen jedan od sljede¢a dva uslova.

i) Matrica A ima svojstvenu vrijednost λ za koju je |λ| = 1.

ii) Matrica A ima svojstvene vrijednosti λ1 i λ2 sa osobinom |λ1| > 1 i 0 < |λ2| <
1.

Dakle, za sistem linearnih difernetnih jednadºbi postoji invarijanta ako je ta£ka
ekvilibrijuma nehiperboli£ka ili je sedlo.

Primjer 3.3.1. [8] Posmatrajmo linearni sistem

Xn+1 = AXn,

pri £emu je

A =

(
a 0
0 1

)
,

za a ∈ (0, 1). Ispitati stabilnost ekvilibrijuma x̄ = 0.

Rje²enje. Svojstvene vrijednosti matrice A su rje²enja jednadºbe (a−λ)(1−λ) = 0,
pa je λ1 = a i λ2 = 1. Prema tome, (0, 0) je nehiperboli£ki ekvilibrijum.

Nije te²ko zaklju£iti da je An =

(
an 0
0 1

)
. Dakle, za pozitivne orbite vrijedi

AnX0 = anx0V1 + y0V2,

pri £emu su V1 i V2 svojstveni vektori. Pozitivne orbite monotono konvergiraju ka
(0, y0)

T u pravcu svojstvenog vektora V1, pa moºemo zaklju£iti da je nula ekvilibri-
jum stabilan.
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Ako pretpostavimo da a ∈ (−1, 0), tada ¢e kovergenencija oscilirati u pravcu vektora
V1.

Primijetimo da, prema Teoremu 3.3.1 posmatrani sistem ima invarijantu (U slu-
£aju a = 1 je I(xn, yn) = xn + yn). ■

Primjer 3.3.2. [8] Ispitati stabilnost nula ekvilibrijuma sistema

Xn+1 = AXn,

A =

(
1 0
0 −1

)
.

Rje²enje. Svojstvene vrijednosti matrice A su λ1,2 = ±1. Dakle, (0, 0) je nehiper-
boli£ki ekvilibrijum.

Lahko se pokaºe da je An =

(
1 0
0 (−1)n

)
. Za pozitivne orbite vrijedi

AnX0 = x0V1 + (−1)ny0V2,

pri £emu su V1 i V2 svojstveni vektori. Dakle, pozitivne orbite konvergiraju ka rje²e-
nju perioda dva {(x0, y0)T , (x0,−y0)T}, pa moºemo zaklju£iti da je nula ekvilibrijum
stabilan.
Prema Teoremu 3.3.1, i ovaj sistem ima invarijantu (I(xn, yn) = x2n + y2n). ■

Primjer 3.3.3. [8] Posmatrajmo sistem

Xn+1 = AXn,

sa

A =

(
α β
−β α

)
.

Ispitati stabilnost nula ekvilibrijuma.

Rje²enje. Karakteristi£na jednadºba matrice A je

λ2 − 2αλ+ α2 + β2 = 0,

£ija su rje²enja
λ1,2 = α± iβ = ρ(cosω ± i sinω),

pri £emu je ρ =
√
α2 + β2 i −π ≤ ω ≤ π.

Dakle, sada je

A = ρ

(
cosω sinω
− sinω cosω

)
,
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²to je dobro poznata matrica rotacije. Nije te²ko pokazati da vrijedi

An = ρn
(

cos(nω) sin(nω)
− sin(nω) cos(nω)

)
,

²to je, opet, matrica rotacije za ugao nω. O£igledno je da se AnX0 dobije kao
kompozicija rotacije za ugao nω i mnoºenja sa ρn. Stoga, za ρ < 1, ishodi²te je
asimptotski stabilna ta£ka, dok je za ρ > 1 nestabilna.

Slu£aj ρ = 1 je posebno zanimljiv. Prema Teoremu 3.3.1, posmatrani sistem ima
invarijantu. Zapravo, ta invarijanta je oblika

I(xn, yn) = x2n + y2n.

Zaista,

I(xn+1, yn+1) = (xn cosω + yn sinω)
2 + (−xn sinω + yn cosω)

2

= x2n cos
2 ω + 2xnyn sinω cosω + y2n sin

2 ω + x2n sin
2 ω − 2xnyn sinω cosω + y2n cos

2 ω

= x2n + y2n

= I(xn, yn).

Prema tome, orbita kroz ta£kuX0 pripada kruºnici polupre£nika ∥X0∥. Asimptotsko
pona²anje orbite na takvoj kruºnici zavisi od ω. Zaista, primijetimo da je pozitivna
orbita data sa

AnX0 = (cos(nω)x0 + sin(nω)y0)v1 + (− sin(nω)x0 + cos(nω)y0)v2.

O£igledno, svaka orbita na kruºnici je periodi£na ako je ω
2π

racionalan, dok je gusta
kad je ω

2π
iracionalan. ■ Sljede¢i teorem ima vaºnu ulogu u ispitivanju stabilnosti

ta£ke ekvilibrijuma DDS ili diferentne jednadºbe kori²tenjem invarijante.

Teorem 3.3.2. (Diskretni Dirichletov teorem)[8] Promatrajmo DDS (3.1) i
pretpostavimo da je I : R2 → R neprekidna invarijanta. Ako I dostiºe izoliranu
lokalnu minimalnu ili maksimalnu vrijednost u (�ksnoj) ta£ki ekvilibrijuma X ovog
sistema, onda postoji funkcija Lyapunova jednaka ±(I(X) − I(X)) i takava da je
ekvilibrijum X stabilan.

Primjer 3.3.4. (Lynessova jednadºba)[8] Dokazati da Lynessova jednadºba

xn+1 =
a+ xn
xn−1

, (3.22)
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gdje je a > 0 parametar i x1 > 0, x0 > 0 ima invarijantu oblika

I(xn, xn−1) =

(
1 +

1

xn

)(
1 +

1

xn−1

)
(a+ xn + xn−1), (3.23)

a zatim ispitati stabilnost pozitivne ta£ke ekvilibrijuma.

Rje²enje. Prvo ¢emo pokazati da je sa (3.23), zaista, data invarijanta jednadºbe
(3.22):

I(xn+1, xn) =

(
1 +

1

xn+1

)(
1 +

1

xn

)
(a+ xn+1 + xn)

=

(
1 +

xn−1

a+ xn

)(
1 +

1

xn

)(
a+

a+ xn
xn−1

+ xn

)

=

(
1 +

1

xn

)
a+ xn + xn−1

a+ xn
· (a+ xn)(xn−1 + 1)

xn−1

=

(
1 +

1

xn

)(
1 +

1

xn−1

)
(a+ xn + xn−1)

= I(xn, xn−1).

Prema tome, invarijanta je oblika

I(x, y) =

(
1 +

1

x

)(
1 +

1

y

)
(a+ x+ y).

Ta£ke ekvilibrijuma jednadºbe (3.22) dobijemo rje²avaju¢i jednadºbu x̄ =
a+ x̄

x̄
, to

jest, x̄2− x̄−a = 0. Rje²enja posljednje jednadºbe su x̄1,2 =
1±

√
1 + 4a

2
. Pozitivni

ekvilibrijum je ta£ka x̄ =
1 +

√
1 + 4a

2
i to je nehiperboli£ki ekvilibrijum prema

Teoremu 3.1.6, jer vrijedi:

Q =
∂f

∂y
(x̄, x̄) = −a+ x̄

x̄2
= −1 ⇔ x̄2 − x̄− a = 0

i

P =
1

x̄
≤ 2 ⇔ 1 ≤ 1 +

√
1 + 4a.
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Potreban uvjet za egzistenciju ekstrema funkcije I je

∂I

∂x
≡
(
1 +

1

y

)(
1− y + a

x2

)
= 0,

∂I

∂y
≡
(
1 +

1

x

)(
1− x+ a

y2

)
= 0,

odakle dobijamo x = y i jednadºbu x2−x−a = 0. Ovo pokazuje da su kriti£ne ta£ke
upravo ta£ke ekvilibrijuma. Sada ¢emo provjeriti Hessian u pozitivnoj kriti£noj ta£ki

x̄ =
1 +

√
1 + 4a

2
, koju ¢emo dalje ozna£avati sa p. Dakle,

H =

(
A B
B C

)
,

gdje je

A =
∂2I

∂x2
(p, p) = 2

(p+ 1)(p+ a)

p4
> 0, B =

∂2I

∂x∂y
(p, p) =

a− 2p2

p4

i
C = A.

Sada je

detH = AC −B2 =
(3a+ 2(a+ 1)p)(a+ 2(a+ 1)p+ 4p2)

p8
> 0,

²to implicira da invarijanta I dostiºe minimum u (p, p). Prema tome,

min{I(x, y) : (x, y) ∈ S} = I(p, p) =
(p+ 1)2(a+ 2p)

p2
,

pa je, prema Teoremu 3.3.2,

V (x, y) = I(x, y)− (p+ 1)2(a+ 2p)

p2
,

²to pokazuje da je x̄ stabilan ekvilibrijum. ■

Primjer koji slijedi pokazuje da se Metod invarijante ponekad moºe primijeniti i
na diferentne jednadºbe vi²eg reda.
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Primjer 3.3.5. Pokazati da Toddova jednadºba

xn+1 =
a+ xn + xn−1

xn−2

, (3.24)

pri £emu je a > 0 parametar, i x−1 > 0, x0 > 0, x1 > 0, ima invarijantu

I(xn, xn−1, xn−2) =

(
1 +

1

xn

)(
1 +

1

xn−1

)(
1 +

1

xn−2

)
(a+ xn + xn−1 + xn−2),

(3.25)
a zatim ispitai stabilnost pozitivne ta£ke ekvilibrijuma.

Rje²enje. Pokaºimo da je sa (3.25), zaista, data invarijanta za jednadºbu (3.24).

I(xn+1, xn, xn−1) =

(
1 +

1

xn+1

)(
1 +

1

xn

)(
1 +

1

xn−1

)
(a+ xn+1 + xn + xn−1)

=

(
1 +

xn−2

a+ xn + xn−1

)(
1 +

1

xn

)(
1 +

1

xn−1

)
(a+

a+ xn + xn−1

xn−2

+ xn + xn−1)

=
a+ xn + xn−1 + xn−2

a+ xn + xn−1

(
1 +

1

xn

)(
1 +

1

xn−1

)
(a+ xn + xn−1)(1 + xn−2)

xn−2

=

(
1 +

1

xn

)(
1 +

1

xn−1

)(
1 +

1

xn−2

)
(a+ xn + xn−1 + xn−2)

= I(xn, xn−1, xn−2).

Dakle, invarijanta je oblika

I(x, y, z) =

(
1 +

1

x

)(
1 +

1

y

)(
1 +

1

z

)
(1 + x+ y + z).

Ta£ke ekvilibrijuma jednadºbe (3.24) pronalazimo rje²avaju¢i jednadºbu x̄ =
a+ x̄+ x̄

x̄
,

odnosno x̄2 = a + 2x̄, odnosno x̄2 − 2x̄ − a = 0. Odavde dobijemo da je x̄± =
1 ±

√
1 + a. Pozitivni ekvilibrijum je ta£ka p = x̄+ = 1 +

√
1 + a i ona je nehiper-

boli£ka. Zaista, kako je f(x, y, z) =
a+ x+ y

z
, to je

r =
∂f

∂x
(p, p, p) =

1

1 +
√
1 + a

=

√
1 + a− 1

a
,

s =
∂f

∂y
(p, p, p) =

1

1 +
√
1 + a

=

√
1 + a− 1

a
,

t =
∂f

∂z
(p, p, p) = −a+ 1 +

√
1 + a+ 1 +

√
1 + a

(1 +
√
1 + a)2

= −a+ 2 + 2
√
1 + a

a+ 2 +
√
1 + a

= −1.
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Karakteristi£na jednadºba λ3 − rλ2 − sλ− t = 0 je oblika

λ3 +
1−

√
1 + a

a
λ2 +

1−
√
1 + a

a
λ+ 1 = 0.

Nije te²ko uo£iti da je jedno rje²enje ove jednadºbe λ = −1.
Sada, neophodni uvjeti za ekstrem daju:

∂I

∂x
≡
(
1 +

1

y

)(
1 +

1

z

)(
1− a+ y + z

x2

)
= 0,

∂I

∂y
≡
(
1 +

1

x

)(
1 +

1

z

)(
1− a+ x+ z

y2

)
= 0,

∂I

∂z
≡
(
1 +

1

x

)(
1 +

1

y

)(
1− a+ x+ y

z2

)
= 0,

odakle slijedi x = y = z i x2−2x−a = 0. To zna£i da su kriti£ne ta£ke upravo ta£ke
ekvilibrijuma. Sada ¢emo provjeriti Hessian u pozitivnoj kriti£noj ta£ki (p, p, p), pri
£emu je p = 1 +

√
1 + a. Dakle,

H =

 A B B
B A B
B B A

 ,

gdje je

A =
∂2I

∂x2
(p, p, p) =

∂2I

∂y2
(p, p, p) =

∂2I

∂z2
(p, p, p) = 2

(p+ 1)2(a+ 2p)

p5
> 0,

i

B =
∂2I

∂x∂y
(p, p, p) =

∂2I

∂y∂z
(p, p, p) =

∂2I

∂x∂z
(p, p, p) =

(p+ 1)(a+ p− 2p2)

p5
.

Sada imamo da je
detH1 = A > 0,

detH2 =

∣∣∣∣ A B
B A

∣∣∣∣ = (p+ 1)2(a+ (2a+ 3)p+ 6p2)(3a+ (2a+ 5)p+ 2p2)

p10
> 0

i

detH =

∣∣∣∣∣∣
A B B
B A B
B B A

∣∣∣∣∣∣ = (A−B)2(A+ 2B)

= 2
(p+ 1)3(2a+ (a+ 3)p)(a+ (2a+ 3)p+ 6p2)

p15
> 0,
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²to nam pokazuje da invarijanta I dostiºe minimum u ta£ki (p, p, p). Dakle,

min{I(x, y, z) : (x, y, z) ∈ S} = I(p, p, p) =
(p+ 1)3(a+ 3p)

p3
,

i prema Teoremu 3.3.2 je

V (x, y, z) = I(x, y, z)− (p+ 1)3(a+ 3p)

p3
,

a to zna£i da je p stabilan ekvilibrijum. ■

3.4 Metod centralne mnogostrukosti

Kada je rije£ o stabilnosti hiperboli£kih ta£aka ekvilibrijma dvodimenzionalnih sis-
tema, Teorem o lineariziranoj stabilnosti je dao odgovor, ali stabilnost nehiperboli£-
kog ekvilibrijuma se ne moºe ispitati na ovaj na£in. Jedan od na£ina za ispitivanje
stabilnosti nehiperboli£kih ta£aka je teorija centralne mnogostrukosti. Najjed-
nostavnije re£eno, centralna mnogostrukost je skup Mc u prostoru manje dimenzije,
gdje se o stabilnosti polaznog sistema moºe zaklju£ivati promatraju¢i pona²anje na
Mc. Npr. ako je nehiperboli£ki ekvilibrijum de�nisan u skupu R2, onda se stabilnost
te ta£ke moºe izu£avati promatraju¢i stabilnost odgovarju¢e centralne mnogostru-
kosti u R. S obzirom da je stabilnost jako dobro razra�ena u jednodimenzinalnom
slu£aju, teorija centralnih mnogostrukosti je vrlo mo¢no sredstvo za ispitivanje sta-
bilnosti i u dvodimenzionalnom slu£aju.

Posmatrajmo preslikavanje F (µ, u), F : Rs×Rk → Rk, pri £emu je µ ∈ Rs, u ∈ Rk

i F ∈ Cr(r ≥ 3). (v.[2]) Pretpostavimo da je (µ̄, ū) �ksna ta£ka preslikavanja F , tj.,

F (µ̄, ū) = ū.

Ako je ta£ka ekvlibrijuma nehiperboli£ka, tada imamo tri mogu¢e situacije.

1. Jedna svojstvena vrijednost matrice Jakobijana JF je 1, a ostale su izvan
jedini£ne kruºnice.

2. Jedna svojstvena vrijednost matrice Jakobijana JF je -1, a ostale su izvan
jedini£ne kruºnice.

3. Matrica Jakobijana ima dvije konjugovano-kompleksne svojstvene vrijednosti,
koje su po modulu jednake 1, a ostale su izvan jedini£ne kruºnice.
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Ako je k = 2, tada se prva dva slu£aja mogu svesti na jednodimenzinalni slu£aj
pomo¢u centralnih mnogostrukosti, koje su opisane na po£etku ove sekcije, dok za
tre¢i slu£aj to nije mogu¢e uraditi.

Pretpostavi¢emo, bez smanjenja op¢enitosti, da je u0 = 0 i izostavi¢emo para-
metar µ, privremeno. Tada se preslikavanje F moºe zapisati u obliku

F

(
x
y

)
=

(
Ax+ f(x, y)
By + g(x, y)

)
, (3.26)

pri £emu matrica Jakobijana J ima formu J =

(
A 0
0 B

)
. Pored toga, svojstvene

vrijednosti matrice A leºe na jedini£noj kruºnici, dok su svojstvene vrijednosti ma-
trice B izvan jedini£ne kruºnice i jo²

f(0, 0) = 0, g(0, 0) = 0,

Df(0, 0) = 0, Dg(0, 0) = 0.

Sistemu (3.26) pridruºimo sistem diferentnih jednadºbi

xn+1 = Axn + f(xn, yn)
yn+1 = Byn + g(xn, yn).

Nadalje ¢emo smatrati da je A matrica tipa t× t, a B tipa s× s i t+ s = k.

Teorem 3.4.1. [2] Za sistem (3.26) postoji centralna mnogostrukost data sa

Mc = {(x, y) ∈ Rt×Rs : y = h(x), |x| < δ, h(0) = 0, Dh(0) = 0, za dovoljno malo δ}.
(3.27)

Osim toga, dinamika sistema (3.26), ograni£ena na Mc, data je preslikavanjem

x 7→ Ax+ f(x, h(x)), x ∈ Rt. (3.28)

Teorem 3.4.2. [2] Sljede¢e tvrdnje su ta£ne.

1. Ako je �ksna ta£ka (0,0) jednadºbe (3.28) stabilna, asimptotski stabilna ili
netsbilna, onda je �ksna ta£ka (0,0) sistema (3.26), tako�er, stabilna, asimp-
totski stabilna ili nestabilna, redom.

2. Za bilo koje rje²enje (xn, yn) sistema (3.26), sa po£etnom ta£kom (x0, y0), u do-
voljno maloj okolini ta£ke (0, 0) postoji rje²enje zn jednadºbe (3.28) i pozitivni
brojevi L, β > 1 tako da vrijedi

|xn − zn| ≤ Lβn i |yn − h(zn)| ≤ Lβn za sve n ≥ 0.
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Me�utim, i dalje ostaje pitanje kako prona¢i centralnu mnogostrukost Mc, od-
nosno, krivu y = h(x). U tu svrhu, izvr²imo zamjenu y = h(x) u sistemu (3.26):

xn+1 = Axn + f(xn, h(xn)),

yn+1 = h(xn+1)

= h[Axn + f(xn, h(xn)]

= Bh(xn) + g(xn, h(xn)),

odakle slijedi

F(h(x)) = h[Ax+ f(x, h(x))]−Bh(x)− g(x, h(x)) = 0. (3.29)

Rje²avanje jednadºbe (3.29) je teºak zadatak, tako da se u najboljem slu£aju mo-
ºemo nadati aproksimaciji rje²enja pomo¢u niza potencija. Sljede¢i teorem daje
teoretsko opravdanje za aproksimaciju rje²enja.

Teorem 3.4.3. [2] Neka je ψ : Rt → Rs preslikavanje klase C1 za koje vrijedi
ψ(0) = ψ′(0) = 0. Pretpostavimo da je F(ψ(x)) = O(|x|r), kad x → 0, za neko
r > 1. Tada je

h(x) = ψ(x) +O(|x|r), kad x→ 0.

Primjer 3.4.1. [2] Posmatrajmo preslikavanje F =

(
ϕ
ψ

)
dato sa

F

(
x
y

)
=

(
−1 0
0 −1

2

)(
x
y

)
+

(
xy
x2

)
.

Ispitati stabilnost ta£ke ekvilibrijuma (0, 0).

Rje²enje. Nije te²ko pokazati da je ta£ka (0, 0) nehiperboli£ki ekvilibrijum presli-
kavanja F . Zaista,

JF (x, y) =

(
y − 1 x
2x −1

2

)
,

pa je

JF (0, 0) =

(
−1 0
0 −1

2

)
.

Svojstvene vrijednosti su λ1 = −1, λ2 = −1
2
.

Problem stabilnosti ta£ke (0, 0) ¢emo rije²iti pomo¢u centralne mnogostrukosti.
Dakle,

Mc = {(x, y) ∈ R2 : y = h(x), h(0) = h′(0) = 0}.
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Funkcija h mora zadovoljavati jednadºbu (3.29)

h[Ax+ f(x, h(x))]−Bh(x)− g(x, h(x)) = 0,

odnosno

h(−x+ xh(x)) +
1

2
h(x)− x2 = 0. (3.30)

Pretpostavimo da je h oblika

h(x) = C1x
2 + C2x

3 +O(x4). (3.31)

Sada, zamjenom (3.31) u (3.30), dobijamo

h(−x+ x(C1x
2 + C2x

3 +O(x4))) +
1

2
(C1x

2 + C2x
3 +O(x4))− x2 = 0,

odnosno

C1(−x+ C1x
3 +O(x4))2 + C2(−x+ C1x

3 +O(x4))3 +O(−x+ C1x
3 +O(x4)) = 0,

odnosno
C1(x

2 +O(x4)) + C2(−x3 +O(x4)) +O(x4) = 0,

odakle je

C1x
2 − C2x

3 +O(x4) +
1

2
(C1x

2 + C2x
3 +O(x4))− x2 = 0.

Odavde slijedi

C1 +
1

2
C1 − 1 = 0 ili C1 =

2

3
,

−C2 +
1

2
C2 = 0 ili C2 = 0.

Dakle, h(x) = 2
3
x2+O(x4), a preslikavanje ϕ u centralnoj mnogostrukosti je dato sa

x 7→ −x+ 2

3
x3 +O(x5),

£iji je Schvarzian u ta£ki (0, 0)

Sϕ(0, 0) =
ϕ′′′(0)

ϕ′(0)
− 2

3

(
ϕ′′(0)

ϕ′(0)

)2

= −4 < 0.

Dakle, prema Teoremu 2.2.4, ekvilibrijum je asimptotski stabilan u odnosu na pres-
likavanje ϕ, a to prema Teoremu 3.4.2 implicira asimptotsku stabilnost ta£ke (0, 0)
u odnosu na preslikavanje F .

■
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y

x

Mc

Slika 3.1: Asimptotski stabilan nehiperboli£ki ekvilibrijum. Kriva h(x) = −x+ 2
3x

3+O(x4)
je graf centralne mnogostrukosti

Primjer 3.4.2. [2]Ispitati stabilnost ta£ke (0, 0) u odnosu na preslikavanje F , ako
je

F

(
x
y

)
=

(
0 1
−1

2
3
2

)(
x
y

)
+

(
0

−y3
)
, x, y ∈ R2. (3.32)

Rje²enje. Nije te²ko pokazati da su svojstvene vrijednosti Jakobijana JF (0, 0), za-

pravo, λ1 = 1 i λ2 = 1
2
, dok su odgovaraju¢i svojstveni vektori V1 =

(
1
1

)
i

V2 =

(
2
1

)
. Dakle, ekvilibrijum (0, 0) je nehiperboli£ki.

Da bismo na²li centralnu mnogostrukost Mc, prvo moramo dijagonalizirati ma-

tricu

(
0 1
−1

2
3
2

)
koriste¢i matricu T =

(
1 2
1 1

)
, £ije su kolone svojstveni vektori

V1 i V2. Kako je

(
x
y

)
= T

(
u
v

)
, slijedi

F

(
T

(
u
v

))
=

(
0 1
−1

2
3
2

)
T

(
u
v

)
+

(
0

−(u+ v)3

)
.

Dakle,

F

(
u
v

)
= T−1

(
0 1
−1

2
3
2

)
T

(
u
v

)
+ T−1

(
0

−(u+ v)3

)
.

Uvr²tavanjem T−1 =

(
−1 2
1 −1

)
, dobijemo

F(h(u)) = h(Au+ f(u, h(u)))−Bh(u)− g(u, h(u)) = 0, (3.33)
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gdje je A = 1, B =
1

2
, f(u, v) = −2(u+ v)3, g(u, v) = (u+ v)3. Pretpostavimo da je

h oblika
h(u) = au2 + bu3 +O(u4). (3.34)

Ako sada (3.34) zamijenimo u (3.33), dobijemo

a(u− 2(u+ au2 + bu3 +O(u4))3)2 + b(u− 2(u+ au2 + bu3 +O(u4))3)3 + ...

−1

2
(au2 + bu3 +O(u4))− (u+ au2 + bu3 +O(u4))3 = 0,

ili

au2 + bu3 − 1

2
au2 − 1

2
bu3 − u3 +O(u4) = 0.

Izjedna£avanjem koe�cijenata uz iste stepene s nulom, dobijemo

u2 : a− 1

2
a = 0 ⇔ a = 0

u3 : b− 1

2
b− 1 = 0 ⇔ b = 2.

Dakle, centralna mnogostrukost je data grafom

h(u) = 2u3 +O(u4),

dok je preslikavanje ϕ u centralnoj mnogostrukosti dato sa

u 7→ u− 2u3 +O(u4).

Primijetimo da je 0 �ksna ta£ka preslikavanja ϕ za koje je ϕ′(0) = 1, ϕ′′(0) = 0
i ϕ′′′(0) < 0, odakle, prema Teoremu 2.2.4, slijedi da je ta£ka (0, 0) asimptotski

stabilna u odnosu na preslikavanje F =

(
f
g

)
. ■

Napomena 3.4.1. 1. Izbor oblika preslikavanja h nije jedinstven. Moºe se poka-
zati da se bilo koje dvije centralne mnogostrukosti za datu �ksnu ta£ku razlikuju
samo u transcedentno malim £lanovima.

2. Ako matrica J nije dijagonalna, moramo je prvo dijagonalizirati, pa tek onda
traºiti centralnu mnogostrukost, kao ²to je pokazano u posljednjem primjeru.
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3.4.1 Centralna mnogostrukost koja ovisi o parametru

Pretpostavimo da sistem (3.26) zavisi o parametru, recimo, µ ∈ Rm. Tada sistem
(3.26) ima oblik

xn+1 = Axn + f(µ, xn, yn)
yn+1 = Byn + g(µ, xn, yn),

(3.35)

pri £emu je
f(0, 0, 0) = 0, g(0, 0, 0) = 0,

Df(0, 0, 0) = 0, Dg(0, 0, 0) = 0,

i gdje su funkcije f i g klase Cr, za neko r ≥ 3, u nekoj okolini ta£ke (x, y, µ) =
(0, 0, 0).

Prvi korak je da pove¢amo broj jedna£ina sistema (3.36) na k+m zapisuju¢i ga
u obliku

xn+1 = Axn + f(µn, xn, yn)
µn+1 = µn

yn+1 = Byn + g(µn, xn, yn).
(3.36)

Centralna mnogostrukost Mc sada ima oblik

Mc = {(x, y, µ) : y = h(µ, x), |x| < δ1, |µ| < δ2, h(0, 0) = 0, Dh(0, 0) = 0}.

Uvr²tavanjem y u sistem (3.36) slijedi

xn+1 = Axn + f(µ, xn, h(µ, xn))
yn+1 = h[µ,Axn + f(µ, xn, h(xn, µ))]

= Bh(µ, xn) + g(µ, xn, h(µ, xn)),

Iz posljednje jednakosti slijedi funkcionalna jednadºba

F(h(µ, x)) = h[µ,Ax+ f(µ, x, h(µ, x))]−Bh(µ, x)− g(µ, x, h(µ, x)) = 0. (3.37)

Treba imati u vidu da, ako je µ jednodimenzionlan vektor, treba ga tretirati kao
zavisnu varijablu, tako da ¢e £lanovi poput xµ ili yµ biti posmatrani kao neline-
arni £lanovi i apsorbova¢e ih funkcije f i g. A ako je µ vi²edimenzionalan vektor,
tada jednu komponentu biramo kao zavisnu varijablu, a preostale komponente se
posmatraju kao konstante. Na primjer,moºe se uzeti da h(µ, x) ima oblik

h(µ, x) = c1x
2 + c2xµ+ c3µ

2 + ... (3.38)
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3.4.2 Primjer primjene metoda centralne mnogostrukosti na

jednadºbu xn+1 =
Ax2

n+Exn−1

x2
n+f

U ovom dijelu ¢emo razmatrati jednadºbu

xn+1 =
Ax2n + Exn−1

x2n + f
, n = 0, 1, ..., (3.39)

pri £emu su A,E, f ∈ (0,∞) i gdje su po£etni uvjeti x−1 i x0 proizvoljni nenegativni
brojevi takvi da je x−1 + x0 > 0 (detaljnije vidjeti u [10]).

Jednadºba (3.39) je specijalan slu£aj jednadºbi

xn+1 =
Ax2n + Exn−1 + F

ax2n + exn−1 + f
, n = 0, 1, ... (3.40)

i

xn+1 =
Ax2n +Bxnxn−1 + Cx2n−1 +Dxn + Exn−1 + F

ax2n + bxnxn−1 + cx2n−1 + dxn + exn−1 + f
, n = 0, 1, .... (3.41)

Primijetimo da je jednadºba (3.39) primjer racionalne diferentne jednadºbe kojoj
je pridruºeno preslikavanje koje je uvijek rastu¢e po drugoj varijabli i promjenjljive
monotonosti po prvoj varijabli (moºe biti rastu¢e ili opadaju¢e, zavisno od odgova-
raju¢eg parametarskog prostora).

Ta£ke ekvilibrijuma jednadºbe (3.39) su pozitivna rje²enja jednadºbe

x̄ =
Ax̄2 + Ex̄

x̄2 + f,

odnosno
x̄(x̄2 − Ax̄− (E − f)) = 0,

odakle se dobije da je
x̄1 = 0,

i

x̄± =
A±

√
A2 + 4(E − f)

2
,

pri £emu je x̄+ > 0 za E ≥ f− 1
4
A2 i x̄− > 0 za f− 1

4
A2 < E < f ili 0 < E = f− 1

4
A2.

Stavimo sada da je

f(u, v) =
Au2 + Ev

u2 + f
.

Tada jednadºbi (3.39)moºemo pridruºiti lineariziranu jednadºbu zn+1 = pzn+qzn−1,
gdje je

p =
∂f

∂u
=

2u(Af − vE)

(u2 + f)2
, q =

∂f

∂v
=

E

u2 + f
.
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Lema 3.4.1. Ta£ka ekvilibrijuma x̄1 = 0 jednadºbe (3.39) je

i) lokalno asimptotski stabilna ako je E < f ,

ii) repeler ako je E > f i

iii) nehiperboli£ki ekvilibrijum ako je E = f .

Lema 3.4.2. Ta£ka ekvilibrijuma x̄+ jednadºbe (3.39) je

i) nehiperboli£ka ta£ka ako je 0 < E = f − 1
4
A2 (kada je x̄+ = x̄− = A

2
) ili

E = f + 3
4
A2 (kada je x̄+ = x̄− = 3

2
A),

ii) lokalno asimptotski stabilna ako je 0 ≤ f − 1
4
A2 < E < f ili E = f ili

f < E < f + 3
4
A2,

iii) sedlasta ta£ka ako je f + 3
4
A2 < E.

Lema 3.4.3. Ta£ka ekvilibrijuma x̄− jednadºbe (3.39) je

i) nehiperboli£ka ta£ka ako je 0 < E = f − 1
4
A2 (kada je x̄− = x̄+ = A

2
) ili E = f

(kada je x̄− = x̄1 = 0),

ii) sedlasta ta£ka ako je 0 ≤ f − 1
4
A2 < E < f

iii) repeler ako je f < E < f + 3
4
A2 (kada je x− = x1 = 0).

Dakle, pozitivna ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (3.39) je nehiperboli£ka ako je
0 < E = f− 1

4
A2 ili E = f+ 3

4
A2. Kako bismo ispitali stabilnost ta£ke ekvilibrijuma

u ovim slu£ajevima, koristi¢emo teoriju centralne mnogostrukosti.

Propozicija 3.4.1. Pretpostavimo da je 0 < E = f − 1
4
A2. Tada je nehiperboli£ka

ta£ka ekvilibrijuma x̄2 =
A
2
jednadºbe (3.39) polustabilna odozgo.

Dokaz. Da bismo pokazali da je x̄2 =
A
2
polustabilna, koristi¢emo teoriju centralne

mnogostrukosti. Jednadºba (3.39) je sada oblika

xn+1 =
Ax2n + Exn−1

x2n + E + 1
4
A2
. (3.42)

Zamjenom promjenljive yn = xn− 1
2
A, dobijemo sljede¢u jednadºbu (za Ω = 2E+A2)

yn+1 =
Ay2n + A2yn + 2Eyn−1

2y2n + 2Ayn + Ω
, (3.43)
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koja ima ekvilibrijum 0. Smjenom yn−1 = un, yn = vn, jednadºba (3.43) prelazi u
sistem

un+1 = vn

vn+1 =
Av2n + A2vn + 2Eun
2v2n + 2Avn + Ω

.

 (3.44)

Jakobijan J0 za nula ekvilibrijum sistema (3.44) je

J0 =

(
0 1
2E
Ω

A2

Ω

)
,

a odgovaraju¢a karakteristi£na jednadºba ima oblik

λ2 − A2

Ω
λ− 2E

Ω
= 0,

pa su svojstvene vrijednosti

λ1 = 1 i λ2 = −2E

Ω
∈ (−1, 0).

Sada sistem (3.44) moºemo zapisati u obliku(
un+1

vn+1

)
= J0

(
un
vn

)
+

(
γ(un, vn)
ζ(un, vn)

)
, (3.45)

gdje je

γ(u, v) = 0,

ζ(u, v) =
−v (2A2v2 + A(A2 − 2E)v + 4AEu+ 4Euv)

Ω(2v2 + 2Av + Ω)
.

 (3.46)

Neka je (
un
vn

)
= P

(
rn
sn

)
, (3.47)

pri £emu je P matrica koja dijagonalizira matricu J0 de�nisana sa

P =

(
1 1
1 −2E

Ω

)
,

tako da je

P−1 = − Ω

Ω + 2E

(
−2E

Ω
−1

−1 1

)
i

P−1J0P =

(
1 0
0 −2E

Ω

)
. (3.48)
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Zbog (3.47), imamo
un = rn + sn
vn = rn − 2E

Ω
sn,

i smjenom u (3.46)
γ(un, vn) = γ(rn, sn),

ζ(un, vn) = ζ(rn, sn),

to jest,

γ(rn, sn) = 0

ζ(rn, sn) = (2Esn−Ωrn)(2Ω3r2n+AΩ3rn−4A2EΩrnsn+2AE(6E+A2)Ωsn−16E3s2n)
Ω2(2Ω2r2n+2AΩ2rn−8EΩrnsn−4AEΩsn+8E2s2n+Ω3)

.

Dakle, (3.45) se sada moºe zapisati u obliku

P

(
rn+1

sn+1

)
= J0P

(
rn
sn

)
+

(
γ(rn, sn)

ζ(rn, sn)

)
ili, ²to je ekvivalentno,(

rn+1

sn+1

)
= P−1J0P

(
rn
sn

)
+ P−1

(
γ(rn, sn)

ζ(rn, sn)

)
a, onda, koriste¢i (3.48)(

rn+1

sn+1

)
=

(
1 0
0 −2E

Ω

)(
rn
sn

)
+ P−1

(
γ(rn, sn)

ζ(rn, sn)

)
.

Dakle, normalna forma sistema (3.45) je(
rn+1

sn+1

)
=

(
1 0
0 −2E

Ω

)(
rn
sn

)
+

(
γ̂(rn, sn)

ζ̂(rn, sn)

)
,

gdje je
γ̂(rn, sn) = −ζ̂(rn, sn)

i

γ̂(rn, sn) =
(2Esn − Ωrn)(2Ω

3r2n + AΩ3rn − 4A2EΩrnsn + 2AE(Ω + 4E)sn − 16E3s2n)

Ω(Ω + 2E)(2Ω2r2n + 2AΩ2rn − 8EΩrnsn − 4AEΩsn + 8E2s2n + Ω3)
.

Sada, neka je s = χ(r) = ψ(r)+O(r4), gdje je ψ(r) = αr2+βr3, α, β ∈ R, centralna
mnogostrukost. Pri tome, preslikavanje χ mora zadovoljavati jednadºbu centralne
mnogostrukosti (za λ2 = −2E

Ω
):

χ(r + γ̂(r, χ(r)))− λ2χ(r)− ζ̂(r, χ(r)) = 0. (3.49)
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Ako γ̂(r, s) aproksimiramo Taylorovim polinomom

γ̂(r, s) =
i=3∑
i=1

1

i!

(
r
∂

∂r
γ̂(0, 0) + s

∂

∂s
γ̂(0, 0)

)i

+O(r4), (3.50)

dobijemo

γ̂(r, χ(r)) = r2
−AΩ2 − 2rΩ2 + 2A2rΩ− 8ArαE2

Ω2(Ω + 2E)
+O(r4),

i

χ(r + γ̂(r, χ(r))) = r2α +

(
β − 2Aα

Ω + 2E

)
r3 +O(r4).

Sada iz (3.49) dobijemo sistem

2A(28(2E + A2)E + 3A4)α + (2E + A2)2β = 4(2E + A2)(E + 2A2)
α(4E + A2)2 = A(2E + A2),

£ije je rje²enje (α, β) =
(

A(2E+A2)
(4E+A2)2

, 2(2E+A2)(16E2+4A2E+A4)
(4E+A2)2

)
. Dalje slijedi da je s =

χ(r) = ψ(r) +O(r4), gdje je

ψ(r) =
A(2E + A2)

(4E + A2)2
r2 +

2(2E + A2)(16E2 + 4A2E + A4))

(4E + A2)2
r3.

Imaju¢i u vidu Teorem 3.4.2, prou£avanje stabilnosti nula ekvilibrijuma jednadºbe
(3.43), odnosno, pozitivne nehiperboli£ke ta£ke x̄2 = A

2
jednadºbe (3.42), svodi se

na stabilnost sljede¢e jednadºbe

rn+1 = rn + γ̂(rn, sn) = G(rn), (3.51)

gdje je

G(r) = r + γ̂(r, ψ(r)) = −r(4E(8E + A2)r2 + A(4E + A2)2r − (4E + A2)3)

(4E + A2)3
.

Kako je d
dr
G(0) = 1 i

d2

dr2
G(0) = − 2A

A2 + 4E
< 0,

prema Teoremu 2.2.1, nula ekvilibrijum jednadºbe (3.51) je nestabilna �ksna ta£ka,
koja je polustabilna odozgo. Zato je, prema Teoremu 3.4.2, nula ekvilibrijum jed-
nadºbe (3.43), odnosno, pozitivni nehiperboli£ki ekvilibrijum x̄2 = A

2
jednadºbe

(3.42), polustabilan odozgo.
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Propozicija 3.4.2. Pretpostavimo da je E = f + 3
4
A2. Tada je pozitivna ta£ka

ekvilibrijuma x̄2 = x̄+ = 3
2
A jednadºbe (3.39) lokalno asimptotski stabilna.

Dokaz. Da bismo pokazali da je x̄2 lokalni sink, posluºi¢emo se teorijom centralne
mnogostrukosti. Kako je E = f + 3

4
A2, jednadºba (3.39) ima oblik

xn+1 =
Ax2n + Exn−1

x2n + E − 3
4
A2
. (3.52)

Zamjenom varijable yn = xn − 3
2
A, dobijemo jednadºbu (za Φ = 3A2 + E)

yn+1 =
−Ay2n − 3A2yn + 2Eyn−1

2y2n + 6Ayn + Φ
, (3.53)

koja ima nula ekvilibrijum. Sada, uvo�enjem smjene yn−1 = un, yn = vn, jednadºba
(3.53) prelazi u sistem

un+1 = vn

vn+1 =
−Av2n − 3A2vn + 2Eun

2v2n + 6Avn + Φ
.

 (3.54)

Matrica Jakobijana J0 sistema (3.54) u ta£ki nula je

J0 =

(
0 1
2E
Φ

−3A2

Φ

)
,

pa je odgovaraju¢a karakteristi£na jednadºba

λ2 +
3A2

Φ
λ− 2E

Φ
= 0.

Odavde se dobiju svojstvene vrijednosti

λ1 = −1 i λ2 =
2E

Φ
∈ (0, 1).

Sistem (3.54) se moºe zapisati u obliku(
un+1

vn+1

)
= J0

(
un
vn

)
+

(
γ(un, vn)
ζ(un, vn)

)
, (3.55)

gdje je
γ(u, v) = 0

ζ(u, v) = v
18A3v + 6A2v2 − AvΦ− 12AuE − 4uvE

Φ(Φ + 6Av + 2v2)
.

 (3.56)
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Neka je (
un
vn

)
= P

(
rn
sn

)
, (3.57)

pri £emu je P matrica koja dijagonalizira matricu J0 de�nisana sa

P =

(
1 1
−1 2E

Φ

)
,

tako da je

P−1 =
Φ

Φ+ 2E

(
2E
Φ

−1
1 1

)
i

P−1J0P =

(
−1 0
0 2E

Φ

)
. (3.58)

Normalna forma sistema (3.55), koja se dobije na isti na£in kao i u dokazu Propozicije
3.4.1, je (

rn+1

sn+1

)
=

(
−1 0
0 2E

Φ

)(
rn
sn

)
+

(
γ̂(rn, sn)

ζ̂(rn, sn)

)
, (3.59)

gdje je
γ̂(rn, sn) = −ζ̂(rn, sn),

i

γ̂(rn, sn) =
Φrn − 2Esn
Φ(Φ + 2E)

−2Φ3r2n + 16e3s2n + 5AΦ3rn + 2AΦE(Φ + 12E)sn + 12A2ΦErnsn
2Φ2r2n + 8E2s2n − 6AΦ2rn + 12AΦEsn − 8ΦErnsn + Φ3

.

Sada, neka je s = χ(r) = ψ(r)+O(r4), gdje je ψ(r) = αr2+βr3, α, β ∈ R, centralna
mnogostrukost. Pri tome, preslikavanje χ mora zadovoljavati jednadºbu centralne
mnogostrukosti (za λ2 =

2E
Φ
):

χ(−r + γ̂(r, χ(r)))− λ2χ(r)− ζ̂(r, χ(r)) = 0. (3.60)

Zbog (3.50) imamo da je

γ̂(r, χ(r)) = −5AΦ2r2 + 2(Φ(−Φ + 15A2)− 4AαE(Φ− 3E))r3

Φ2(Φ + 2E)
+O(r4)

i

χ(−r + γ̂(r, χ(r))) =
α(Φ + 2E)r2 + (10Aα− (Φ + 2E)β)r3

Φ + 2E
+O(r4).

Zatim, iz (3.60) dobijemo sistem

2A(6E − 5Φ)(Φ + 2E)α + Φ(Φ + 2E)2β = 2Φ(Φ− 15A2),
α(Φ2 − 4E2) = 5AΦ,
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£ije rje²enje je (α, β) =
(

5
3

2E+3A2

A(4E+3A2)
, 26

3
2E+3A2

(4E+3A2)2

)
.

Sada je s = χ(r) = ψ(r) +O(r4), pri £emu je

ψ(r) =
5

3

2E + 3A2

A(4E + 3A2)
r2 +

26

3

2E + 3A2

(4E + 3A2)2
r3.

Prema Teoremu 3.4.2, ispitivanje stabilnosti nula ekvilibrijuma jednadºbe (3.53),
odnosno pozitivnog nehiperboli£kog ekvilibrijuma x̄2 =

3
2
A jednadºbe (3.52), svodi

se na ispitivanje stabilnosti jednadºbe

rn+1 = −rn + γ̂(rn, sn) = G(rn), (3.61)

gdje je

G(r) = −r+γ̂(r, ψ(r)) = −r (4(−E + 18A2)r2 + 15A(4E + 3A2)r + 3(4E + 3A2)2)

3(4E + 3A2)2
.

Kako je d
dr
G(0) = −1, d2

dr2
G(0) = − 10A

4E+3A2 i
d3

dr3
G(0) = −8(18A2−E)

(4E+3A2)2
, to je odgovaraju¢i

Schwarzian oblika

SG(0) = − d3

dr3
G(0)− 3

2

(
d2

dr2
G(0)

)2

= − 2

4E + 3A2
< 0,

pa prema Teoremu 2.2.4, nula ekvilibrijum jednadºbe (3.61) je sink. Prema tome,
na osnovu Teorema 3.4.2, nula ekvilibrijum jednadºbe (3.53), odnosno pozitivni
nehiperboli£ki ekvilibrijum x̄2 =

3
2
A jednadºbe (3.52) je sink.

Koriste¢i dobijeni rezultat moºe se izvesti zaklju£ak i o globalnoj stabilnosti.

Teorem 3.4.4. Ako je E = f + 3
4
A2, tada je pozitivni ekvilibrijum x̄2 = x̄+ = 3

2
A

globalno asimptotski stabilan na (0,+∞).

Dokaz. Za detalje vidjeti [10].

3.5 KAM metod

Ovdje ¢emo posmatrati specijalnu klasu preslikavanja koja imaju osobinu da £uvaju
povr²inu (v.[8]).

De�nicija 3.5.1. Za preslikavanje F : R2 → R2 kaºemo da je preslikavanje koje
£uva povr²inu ako njegova Jakobijeva matrica JF zadovoljava uvjet

det JF (x) = 1

za sve x ∈ R2.
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U slu£aju linearnog preslikavanja x 7→ Ax, uvjet za o£uvanje povr²ine je ekviva-
lentan sa

detA = 1.

Budu¢i da je determinanta kvadratne matrice jednaka proizvodu njenih svojstvenih
vrijednosti λ1 i λ2, posljednji uvjet je ekvivalentan sa

λ1λ2 = 1.

Ovaj uvjet dovodi nas do tri, kvalitativno razli£ita, slu£aja:

1. Sedlo: λ1 i λ2 su realni brojevi istog znaka i vrijedi: |λ1| < |λ2|.

2. Paraboli£ki: λ1 = λ2 = 1 ili λ1 = λ2 = −1.

3. Elipti£ki: λ1 i λ2 su konjugovano-kompleksni brojevi i |λ1| = |λ2| = 1.

Slu£aj sedla je hiperboli£ki i na osnovu linearizacije se moºe ustanoviti nestabil-
nost. Linearizacija, takodjer, daje informacije o lokalnoj stabilnosti i nestabilnosti
mnogostrukosti. Ostala dva slu£aja su nehiperboli£ka i linearizacija ne dovodi do
takvih rezultata. Elipti£ki slu£aj je jedan od najfrekventnijih slu£ajeva koji se su-
sre¢u u nekim konzervativnim mehani£kim sistemima i koji pokazuju neku stabilnost
i vrlo komplicirane dinamike. Stabilnost takve ta£ke ekvilibrijuma se ustanovljuje
pojednostavljivanjem nelinearnih £lanova i upotrebom koordinatnih transformacija
i njihovim prevo�enjem u tzv. normalni oblik, na osnovu £ega se onda stabilnost
(ili nestabilnost) moºe neposredno ustanoviti.

Par (x, y) se moºe poistovijetiti sa kompleksnim brojem z = x + iy. Prisjetimo
se da je tada z = x− iy i

x =
z + z

2
, y =

z − z

2i
, |z|2 = zz = x2 + y2.

Zamjenom nezavisnih varijabli x i y sa z i z, funkcija F (x, y) se moºe posmatrati
kao neka nova funkcija F̂ (z, z):

F (x, y) = F (
z + z

2
,
z − z

2i
) = F̂ (z, z).

Kako bismo izbjegli uvo�ejenje novih oznaka, koristi¢emo oznaku F (z, z) umjesto
F̂ (z, z).

Teorem 3.5.1. (Birkho�ov normalni oblik) Promatrajmo sistem diferentnih
jednadºbi (

xn+1

yn+1

)
= F

(
xn
yn

)
=

(
f(xn, yn)
g(xn, yn)

)
, (3.62)
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gdje je F : R2 → R2 jedno Cn preslikavanje koje £uva povr²inu, sa elipti£kom
�ksnom ta£kom u koordinatnom po£etku i svojstvenim vrijednostima λ i λ. Osim
toga, pretpostavimo da postoji prirodni broj l ∈ {4, ..., n+ 1} takav da je

λk ̸= 1 za k = 3, 4, ...l.

Neka je r =
[
l
2

]
cijeli dio od l

2
. Tada postoji glatka funkcija g(z, z) £ije derivacije

do reda r − 1 i²£ezavaju za z = 0 i postoji realan polinom

α(ω) = α1ω + α2ω
2 + ...+ αrω

r

takav da se preslikavanje F moºe transformisati u normalan oblik odgovaraju¢om
smjenom kompleksnih koordinata

z 7→ F (z, z) = λzeiα(zz) + g(z, z).

Tada se pomo¢u tri transformacije koordinata, koje ¢e biti opisane, sistem (3.62)
transformi²e u tzv. Birkho�ov normalni oblik:(

rn+1

sn+1

)
=

(
cosω − sinω
sinω cosω

)(
rn
sn

)
+

(
Ol

Ol

)
, (3.63)

gdje je

ω =
M∑
k=0

γk(r
2
n + s2n)

k,M =

[
l

2

]
− 1, (3.64)

i pri £emu Ol ozna£ava konvergentni stepeni red po rn i sn sa £lanovima reda ve¢eg ili
jednakog l koji se poni²tavaju zajedno sa njihovim izvodima u koordinatnom po£etku,
a [x] je najve¢i cijeli broj koji je manji ili jednak x.

Brojevi γ1, ..., γk nazivaju se twist koe�cijenti.
Koriste¢i Teorem 3.5.1 moºemo ustanoviti glavni rezultat stabilnosti za elipti£ku

�ksnu ta£ku, poznat kao KAM teorem (ili Kolmogorov-Arnold-Mosorov teorem).

Teorem 3.5.2. [8](KAM teorem) Neka je F : R2 → R2 preslikavanje koje
£uva povr²inu sa elipti£kom �ksnom ta£kom u koordinatnom po£etku koje zadovo-
ljava uvjete Teorema 3.5.1. Ako polinom α(|z|2) nije identi£ki jednak nuli, tada
je koordinatni po£etak stabilna ta£ka ekvilibrijuma. Drugim rije£ima, ako za neko
k ∈ {1, ...,M} imamo da je γk ̸= 0 u (3.64), tada je koordinatni po£etak stabilna
�ksna ta£ka.

Primjer 3.5.1. [8] (Mayov host-parazitoidni model) Posmatrajmo sistem

Xn+1 =
αXn

1 + βYn

Yn+1 =
βXnYn
1 + βYn

, n = 0, 1, ...,
(3.65)
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gdje su α i β pozitivni brojevi, a po£etni uvjeti X0 i Y0 su proizvoljni pozitivni brojevi.
Ispitati stabilnost pozitivne ta£ke ekvilibrijuma datog sistema.
Kada je α ∈ (1,∞) i β ∈ (0,∞), ovaj sistem predstavlja specijalan slu£aj host-
parazitoidnog modela kojeg je istarºivao May.

Rje²enje. Sistem (3.65) ima nula ekvilibrijum, a za α > 1 ima i pozitivni ekvilibri-

jum (α
β
, α−1

β
). Kako je f(x, y) =

αx

1 + βy
, a g(x, y) =

βxy

1 + βy
, to je

∂f

∂x
(x, y) =

α

1 + βy
,
∂f

∂y
(x, y) =

−αβx
(1 + βy)2

,

∂g

∂x
(x, y) =

β

1 + βy
,
∂g

∂y
(x, y) =

βx

(1 + βy)2
.

Matrica Jakobijana u ta£ki ekvilibrijuma (α
β
, α−1

β
) je

JF

(
α

β
,
α− 1

β

)
=

(
1 −1

α−1
α

1
α

)
.

Odgovaraju¢a katrakteristi£na jednadºba je αλ2−(α+1)λ+α = 0, pa su svojstvene

vrijednosti λ1,2 =
α + 1±

√
(1− α)(3α + 1)

2α
. Zbog α > 1, svojstvene vrijednosti

su konjugovano-kompleksni brojevi za koje vrijedi |λ1,2| = 1. Dakle, (α
β
, α−1

β
) je

nehiperboli£ki ekvilibrijum elipti£kog tipa.
Zamjenom promjenljivih xn = Xn, yn = βYn, sistem (3.65) postaje

xn+1 =
αxn
1 + yn

yn+1 =
xnyn
1 + yn

.

(3.66)

Zato ¢emo u nastavku, bez gubitka op¢enitosti, smatrati da je β = 1 i ispitivati po-
na²anje rje²enja sistema (3.66). Eliminacijom xn na desnoj strani sistema, dobijamo

xn+1 = α
yn+1

yn
, n = 0, 1, ..., (3.67)

yn+1 =
αy2n

(1 + yn)yn−1

, n = 1, 2, .... (3.68)

U nastavku ¢emo, tako�er, pretpostaviti da je α ≥ 1. Jednadºba (3.68) ima je-
dinstven pozitivan ekvilibrijum y = α − 1. Me�utim, ova jednadºba ne generi²e
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preslikavanje koje £uva povr²inu, ²to moºemo zaklju£iti odre�ivanjem determinante
matrice Jakobijana. Zamjenom promjenjivih

yn = (α− 1)eun ,

jednadºba (3.68) postaje

un+1 = 2un − un−1 + ln
α

1 + (α− 1)eun
, (3.69)

²to je ekvivalentno sa preslikavanjem koje £uva povr²inu

un+1 = 2un − vn + ln
α

1 + (α− 1)eun

vn+1 = un, n = 0, 1, ...
(3.70)

Pozitivna ta£ka ekvilibrijuma (α, α− 1) sistema (3.66) odgovara ta£ki ekvilibrijuma
(0, 0) sistema (3.70).

Linearizirana jednadºba, pridruºena jednadºbi (3.69) za ta£ku (0, 0), glasi

zn+1 −
α + 1

α
zn + zn−1 = 0, n = 1, 2, .... (3.71)

Odgovaraju¢a karakteristi£na jednadºba

λ2 − α + 1

α
λ+ 1 = 0,

ima dva konjugovano-kompleksna korijena koji leºe na jedini£nom disku

λ± =
α + 1

2α
±
√
(1− α)(3α + 1)

2α
.

Dakle, nula je elipti£ka ta£ka ekvilibrijuma jednadºbe (3.69). Kako bismo odredili
karakter stabilnosti nula ekvilibrijuma, koristi¢emo KAM teoriju. Postupak se svodi
na odre�ivanje Birkho�ove normalne forme sistema (3.70). To se postiºe uzastopnom
primjenom sljede¢e tri transformacije (v.[8]).

Prva transformacija

Linearna zamjena promjenljivih

un = xn + yn
vn = λxn + λyn

(3.72)

transformi²e sistem (3.70) u

xn+1 = λxn − λ
λ2−1

(
(λ− 1)2(xn + yn)− λ ln α

1+(α−1)exn+yn

)
yn+1 = λyn +

λ
λ2−1

(
(λ− 1)2(xn + yn)− λ ln α

1+(α−1)exn+yn

) (3.73)
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za n = 0, 1, .... Razvijanjem funkcije ln α
1+(α−1)exn+yn po stepenima od xn + yn

i zadrºavanjem £lanova do tre¢eg reda u razvoju, dobijemo

xn+1 = λxn + σ
(

(xn+yn)2

2
− α−2

α
(xn+yn)3

3!

)
+O((xn + yn)

4)

yn+1 = λyn + σ
(

(xn+yn)2

2
− α−2

α
(xn+yn)3

3!

)
+O((xn + yn)

4),
(3.74)

za n = 0, 1, ..., gdje je

σ =
λ

λ− λ

α− 1

α2
.

Druga transformacija

Zamjenom promjenljivih

xn = ξn + ϕ2(ξn, ηn) + ϕ3(ξn, ηn)
yn = ηn + ψ2(ξn, ηn) + ψ3(ξn, ηn),

(3.75)

pri £emu je

ϕk(ξn, ηn) =
k∑

m=0

akmξ
k−m
n ηmn i ψk(ξn, ηn) =

k∑
m=0

akmξ
m
n η

k−m
n , k = 2, 3

i
a20 = −1

(λ−1)(λ−λ)
α−1
2α2

a21 = λ
(λ−1)(λ−λ)

α−1
α2

a22 = −λ

(λ
2−λ)(λ−λ)

α−1
2α2

a30 = −λ
(λ2−1)2

α−1
α

(a20 + a22 − α−2
5α

)

a31 = 0

a32 = λ3

(λ2−1)2
α−1
α2 (a22 + a20 + 2Re(a21)− α−2

2α
)

a33 = −λ

(λ2−1)(λ4−1)

α−1
α2 (a22 + a20 − α−2

6α
)

sistem (3.74) postaje

ξn+1 = λξn + α2ξ
2
nηn +O4(ξn, ηn)

ηn+1 = ληn + α2ξnη
2
n +O4(ξn, ηn),

(3.76)
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gdje je

α2 =
α− 1

2α(2α + 1)

(
1− α + 1√

(α− 1)(3α + 1)

)
,

a O4(ξn, ηn) je izraz koji sadrºi £lanove najmanje £etvrtog stepena od ξn i ηn.

Koe�cijenti a20, a21, a22, a30, ... odre�uju se pomo¢u metoda neodre�enih koe�-
cijenata, zamjenom (3.75) i (3.76) u (3.74) i izjedna£avanjem koe�cijenata uz
odgovaraju¢e £lanove, do 3. stepena.

Tre¢a transformacija

Zamjenom promjenljivih
ξn = rn + isn
ηn = rn − isn,

(3.77)

sistem (3.76) se transformi²e u

rn+1 = ζ1rn − ζ2sn +O4(rn, sn)
sn+1 = ζ2rn + ζ1sn +O4(rn, sn)

(3.78)

za n = 0, 1, ..., gdje je O4(rn, sn) izraz koji sadrºi £lanove najmanje £etvrtog
stepena po rn i sn i

ζ1 = Re(λ) +Re(α2)(r
2
n + s2n)

ζ2 = Im(λ) + Im(α2)(r
2
n + s2n).

(3.79)

Osim toga, (3.78) se moºe zapisati kao

rn+1 = cosωrn − sinωsn +O4(rn, sn)
sn+1 = sinωrn + cosωsn +O4(rn, sn),

(3.80)

gdje je
ω = γ0 + γ1(r

2
n + s2n)

i

cos γ0 = Re(λ) i γ1 =
−1

sin γ0
Re(α2) (3.81)

Koe�cijenti γ0 i γ1 su twist koe�cijenti i mogu se odrediti izjedna£avanjem for-
mula (3.78) i (3.80) i razvijanjem (3.78) po stepenima od r2n+s

2
n, zadrºavaju¢i

£lanove najvi²e 3. reda u razvoju. Sistem (3.80) je Birkho�ov normalni oblik
za sistem (3.70) i dok twist koe�cijenti, dati sa (3.81), nisu svi jednaki nuli,
polinom

ω(|z|2) = γ0 + γ1|z|2

nije identi£ki jednak nuli oko ishodi²ta. Prema tome, primjenom KAM te-
orema, zaklju£ujemo da je ishodi²te stabilna ta£ka ekvilibrijuma za sistem
(3.70).

■
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3.5.1 Primjer primjene KAM metoda na jednadºbu

xn+1 =
Ax3

n+B
axn−1

Uz pomo¢ KAM metoda, ovdje ¢emo ispitati stabilnost pozitivne elipti£ke ta£ke
ekvilibrijuma diferentne jednadºbe

xn+1 =
Ax3n +B

axn−1

, n = 0, 1, ..., (3.82)

pri £emu su parametri A,B, a, kao i po£etni uvjeti x−1, x0 pozitivni brojevi. Speci-
�£nost ove jednadºbe ogleda se u tome ²to za nju nismo bili u mogu¢nosti prona¢i
invarijantu i na taj na£in do¢i do zaklju£ka o stabilnosti rje²enja (v.[15]).

Jednadºba (3.82) je specijalan slu£aj jednadºbe

xn+1 =
Axkn +B

axn−1

, n = 0, 1, ..., (3.83)

gdje je k �ksan broj iz skupa {1, 2, 3, ...}. Specijalan slu£aj jednadºbe (3.83), za
k = 1, A = a = 1, je Lynessova jednadºba, koja je razmatrana u Sekciji 2.3 ovog
rada ili jednadºba

xn+1 =
Ax2n + F

exn−1

, n = 0, 1, ..., (3.84)

koja je razmatrana u [6]. Ove jednadºbe su razmatrane ili pomo¢u KAM teorije ili
kombinacijom algebarskih i geometrijskih tehnika.

Zamjenom

xn =

√
B

a
wn,

jednadºba (3.82) postaje

wn+1 =

A
a

√
B
a
w3

n + 1

wn−1

,

odnosno (za α = A
a

√
B
a
)

wn+1 =
αw3

n + 1

wn−1

. (3.85)

Ta£ke ekvilibrijuma jednadºbe (3.85) su pozitivna rje²enja jednadºbe

w =
αw3 + 1

w
,

odnosno
αw3 − w2 + 1 = 0. (3.86)
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Stavimo g(w) = αw3 − w2 + 1. O£igledno je da funkcija g ima lokalni maksimum
gmax = 1 za w = 0 i lokalni minimum za w = 2

3α
. Tako�er, vidimo da jednadºba

(3.86):

a) nema pozitivnih korijena ako je g( 2
3α
) > 0, ili, ²to je ekvivalentno, ako je

α > 2
3
√
3

b) ima jedan pozitivan korijen ako je g( 2
3α
) = 0, ili, ²to je ekvivalentno, ako je

α = 2
3
√
3

c) ima dva pozitivna korijena ako je g( 2
3α
) < 0, ili, ²to je ekvivalentno, ako je

0 < α < 2
3
√
3
.

Ovo, zapravo, zna£i da jednadºba (3.85):

a1) nema pozitivnih ta£aka ekvilibrijuma za α > 2
3
√
3

b1) ima jedinstven pozitivan ekvlibrijum E = E1 = E2 =
√
3 za α = 2

3
√
3

c1) ima dvije pozitivne ta£ke ekvilibrijuma E1 i E2 (1 < E1 <
2
3α

i E2 >
2
3α
>

√
3)

za 0 < α < 2
3
√
3
.

Ovdje ¢emo pokazati da je ta£ka ekvilibrijuma E = E1 za 0 < α < 2
3
√
3
elipti£ka

ta£ka preslikavanja koje £uva povr²inu, jer svojstvene vrijednosti matrice Jakobijana
JT (E1) su £isto imaginarni konjugovano-kompleksni brojevi λ i λ. To zna£i da jed-
nadºba (3.85) ima vrlo speci�£nu dinamiku i da je upravo KAM teorija odgovaraju¢i
alat za ispitivanje dinamike ove jednadºbe, jer ¢emo pokazati da je preslikavanje T ,
koje odgovara jednadºbi (3.85), preslikavanje koje £uva povr²inu.

Teorem 3.5.3. [15]

i) Ako je α = 2
3
√
3
, jednadºba (3.85) ima jedinstvenu pozitivnu ta£ku ekvilibrijuma

Enh =
√
3, koja je nehiperboli£ka paraboli£kog tipa.

ii) Ako je α ∈ (0, 2
3
√
3
), tada jednadºba (3.85) ima dvije pozitivne ta£ke ekvilibri-

juma :

a) E = E1, 1 < E < 2
3α
, koja je nehiperboli£ka elipti£kog tipa i koja je

stabilna

b) E2 >
2
3α
>

√
3, koja je sedlo.
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Dokaz. Za ta£ku ekvilibrijuma E jednadºbe (3.85) i 0 < α < 2
3
√
3
, koristi¢emo

zamjenu
xn = ln wn

E

yn = xn−1,

koja jednadºbu (3.85) transformi²e u sistem

xn+1 = −yn + ln(αE3e3xn + 1)− 2 lnE
yn+1 = xn

}
n = 0, 1, .... (3.87)

Tada se ta£ka ekvilibrijuma E transformi²e u (0, 0).
Preslikavanje T , koje odgovara sistemu (3.87), ima oblik

T

(
x
y

)
=

(
−y + ln(αE3e3x + 1)− 2 lnE

x

)
,

dok matrica Jakobijana preslikavanja T u ta£ki (x, y) ima oblik

JT (x, y) =

(
3αE3e3x

αE3e3x+1
−1

1 0

)
.

Nije te²ko zaklju£iti da je
det JT (x, y) = 1,

to jest, preslikavanje T je preslikavanje koje £uva povr²inu. To zna£i da moºemo
primijeniti KAM teoriju na sistem (3.87).

Primijetimo da je

J0 = JT (0, 0) =

(
3αE −1
1 0

)
.

Karakteristi£na jednadºba u ta£ki (0, 0) je

λ2 − 3αEλ+ 1 = 0,

sa karakteristi£nim korijenima

λ =
3αE +

√
9α2E2 − 4

2
, λ =

3αE −
√
9α2E2 − 4

2
.

Za ekvilibrijum E = E1 = E2 =
√
3, kada je α = 2

3
√
3
, imamo da je λ1 = λ2 = 1

(E je nehiperboli£ki ekvilibrijum paraboli£kog tipa). U ovom slu£aju ne moºemo
primijeniti KAM teoriju. Ako je 0 < α < 2

3
√
3
, tada za ekvilibrijum E = E1 < E2,

imamo da je E1 <
2
3α
, ²to implicira da je 4− 9α2E2

2 > 0 i

λ(E2) =
3αE2 + i

√
4− 9α2E2

2

2
, λ(E2) =

3αE2 − i
√

4− 9α2E2
2

2
.
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To zna£i da je E nehiperboli£ki ekvilibrijum elipti£kog tipa i u ovom slu£aju moºemo
primijeniti KAM teoriju.

Sli£no, za ekvilibrijum E2 imamo da je E2 >
2
3α
, ²to implicira da je 4−9α2E2

3 < 0
i

λ =
3αE3 +

√
9α2E2

3 − 4

2
>

3αE3

2
> 1

λ =
3αE3 −

√
9α2E2

3 − 4

2
<

3αE3

2
< 1,

pa je ekvilibrijum E2 sedlasta ta£ka.
Sada ¢emo primijeniti KAM teoriju za ekvilibrijum E = E1, E1 < 2

3α
, α ∈

(0, 2
3
√
3
). O£igledno je |λ(E)| = 1, (λ(E))3 ̸= 1, (λ(E))4 ̸= 1 za α ∈ (0, 2

3
√
3
). Ustvari,

λ2 =
9

2
α2E2 − 1 +

3

2
iαE

√
4− 9α2E2,

λ3 =
9

2
αE(3α2E2 − 1) +

1

2
i(3αE − 1)(3αE + 1)

√
4− 9α2E2,

λ4 =
1

2
(81α4E4 − 36α2E2 + 3) +

3

2
αE(9α2E2 − 2)i

√
4− 9α2E2.

Ako je 3αE − 1 = 0, tada je jasno da je λ3 = −1, i sli£no, ako je 9α2E2 − 2 = 0,
tada λ4 = −1.

Dakle, pretpostavke Teorema 3.5.1 su zadovoljene za l = 4 i mi ¢emo prona¢i
Birkho�ov normalni oblik za sistem (3.87), koriste¢i niz transformacija koje smo
ranije opisali.

Prva transformacija:
Primijetimo da je matrica lineariziranog sistema u ishodi²tu

J0 =

(
3αE −1
1 0

)
,

dok matrica pripadaju¢ih svojstvenih vektora, koji odgovaraju svojstvenim
vrijednostima λ i λ matrice J0, je

P =

(
1 1

λ λ

)
.

Da bismo dobili Birkho�ov normalni oblik za sistem (3.87), desnu stranu jed-
nadºbi sistema (3.87) ¢emo razviti u okolini ta£ke ekvilibrijuma (0, 0) do reda
l − 1 = 3, pa ¢emo dobiti

xn+1 = 3(E−1)(E+1)
E2 xn − yn +

9(E−1)(E+1)
2E4 (x2n +

2−E2

E2 x3n) +O4,
yn+1 = xn.

(3.88)
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Smjenom promjenljivih(
xn
yn

)
= P

(
un
vn

)
=

(
un + vn
λun + λvn

)
,

sistem (3.88) postaje

un+1 = λun + σ((un + vn)
2 + 2−E2

E2 (un + vn)
3) +O4,

vn+1 = λvn + σ((un + vn)
2 + 2−E2

E2 (un + vn)
3) +O4,

(3.89)

gdje je

σ =
λ

λ− λ
· 9(E − 1)(E + 1)

2E4
=

3αE+i
√
4−9α2E2

2

i
√
4− 9α2E2

· 9α
2E

= 9α
4E

√
4−9α2E2 (

√
4− 9α2E2 − 3iEα).

Druga transformacija:
Cilj druge transformacije je da se dobiju nelinearni £lanovi do reda l − 1 u
normalnoj formi. Zamjenom promjenljivih

un = ξn +
2∑

k=0

a2kξ
2−k
n ηkn +

3∑
k=0

a3kξ
3−k
n ηkn (3.90)

vn = ηn +
2∑

k=0

a2kξ
k
nη

2−k
n +

3∑
k=0

a3kξ
k
nη

3−k
n , (3.91)

pri £emu je

a20 =
σ

λ(λ− 1)
, a21 =

2σ

1− λ
, a22 =

σ

λ
2 − λ

,

a20 =

9α
E
√
4−9α2E2

(
−
√
4− 9α2E2 − i(3αE − 2)

)
−4(3Eα− 2)

,

a21 =

9α
E
√
4−9α2E2

−2(3αE − 2)

(√
4− 9α2E2 − i(3αE − 2)

)
,

a22 =

9α
2E

√
4−9α2E2

(√
4− 9α2E2(3αE − 1)− 3i(3αE + 1)(αE − 2

3
)
)

−2(3αE − 2)(3αE + 1)
,
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a20 + a22 =
9α

2E(3αE − 2)(3αE + 1)
,

a21 + a21 =
9α

E(2− 3αE)
,

sistem (3.89) se svodi na oblik

ξn+1 = (λξn + α2ξ
2
nηn) +O4

ηn+1 = (ληn + α2ξnη
2
n) +O4

(3.92)

gdje je
α2 = 2(a21 + a21)σ + 2(a20 + a22)σ + (1− 2Eα)σ.

Koriste¢i £injenicu da je α = E2−1
E3 , dobijamo

Re(α2) =

(
18α

E(2− 3αE)
+

9α

E(3αE − 2)(3αE + 1)
+

2− E2

E2

)(
9α

4E

)

=
−9(E − 1)(E + 1)(2E6 + 20E4 − 39E2 + 18)

2E6(4E2 − 3)(E2 − 3)
.

Tre¢a transformacija:
Zamjenom promjenljivih

ξn = rn + isn
ηn = rn − isn,

sistem (3.92) se transformi²e u

rn+1 = µ1rn − µ2sn +O4

sn+1 = µ2rn + µ1sn +O4
(3.93)

pri £emu je
µ1 = Re(λ) + Re(α2)(r

2
n + s2n)

µ2 = Im(λ) + Im(α2)(r
2
n + s2n).

Kako sistem (3.93) moºe biti zapisan u obliku

rn+1 = cosωrn − sinωsn +O4

sn+1 = sinωrn + cosωsn +O4,
(3.94)

gdje je
ω = γ0 + γ1(r

2
n + s2n)

to za twist koe�cijente γ0 i γ1 dobijemo

cos γ0 = Re(λ) =
3αE

2
=

3(E − 1)(E + 1)

2E2
∈ (0, 1) i γ1 = −Re(α2)

sin γ0
.
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Sistem (3.94) je Birkho�ova normalna forma sistema (3.88). Kako 1 < E < 2
3α

implicira

2E6 + 20E4 − 39E2 + 18 = (20E4 − 40E2 + 20) + E2 + 2(E6 − 1)
= 20(E − 1)2(E + 1)2 + E2 + 2(E6 − 1) > 0,

zaklju£ujemo da je γ1 ̸= 0. Prema tome, polinom

α(|z|2) = γ0 + γ1|z|2 = ω

nije identi£ki jednak nuli u ishodi²tu, pa je ta£ka ekvilibrijuma E = E1, prema
KAM teoremu, stabilna za α ∈ (0, 2

3
√
3
).

3.6 Neimark-Sackerova bifurkacija

U ovoj sekciji paºnju ¢emo usmjeriti na bifurkacije dvodimenzionalnih preslikavanja
kada su svojstvene vrijednosti konjugovano-kompleksni brojevi na jedini£nom krugu
(v.[2],[8]). Posmatrajmo linearni sistem

zn+1 = ρ

(
cosω sinω
− sinω cosω

)
zn. (3.95)

Kako parametar ρ prolazi kroz 1, ovaj sistem prolazi speci�£nu bifurkaciju (pro-
mjena u globalnom pona²anju) sljede¢eg tipa: za ρ ̸= 1 ne postoji invarijanta (osim
trivijalne, koja je zadovoljena u �ksnoj ta£ki), dok za ρ = 1 postoji jednoparame-
tarska familija invarijanti, koje su zatvorene krive. U nelinearnom slu£aju, pandan
ovom fenomenu je tzv. bifurkacija dvostrukog perioda, koja je, tako�er, poznata
kao Andronov-Hopfova ili Neimark-Sackerova bifurkacija.

Dakle, Neimark-Sackerova bifurkacija se pojavljuje u diskretnim dinami£kim
sistemima koji ovise o parametru ρ, sa �ksnom ta£kom £iji Jakobijan ima par
konjugovano-kompleksnih svojstvenih vrijednosti µ(ρ) i µ(ρ) na jedini£noj kruºnici.

Sada ¢emo razmotriti jedan ilustrativan primjer.

Primjer 3.6.1. [8] Posmatrajmo sistem

xn+1 = (ρ− x2n − y2n)

(
cosω sinω
− sinω cosω

)
xn. (3.96)

Ispitati stabilnost ta£ke ekvilibrijuma.
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Rje²enje. Ishodi²te je ta£ka ekvilibrijuma ovog sistema za sve vrijednosti parametra
ρ. Linearizirani sitem u okolini ishodi²ta je sistem (3.95). Matrica Jakobijana u
ishodi²tu je

J(0, 0) = ρ

(
cosω sinω
− sinω cosω

)
,

pa su svojstvene vrijednosti µ1,2(ρ) = ρe±iω. Stoga, za ρ = 1, svojstvene vrijednosti
pripadaju jedini£noj kruºnici, ²to je jasan znak pojave Neimark-Sackerove bifurka-
cije. O£igledno, ishodi²te je asimptotski stabilna ta£ka ako je −1 < ρ < 1.

Da bismo istraºili bifurkacije, transformisa¢emo sistem u polarne koordinate.
Ako stavimo xn = rn cos θn, yn = rn sin θn, ima¢emo

rn+1 = ρrn − r3n
θn+1 = θn + ω.

Dakle, dobili smo sistem sa razdvojenim varijablama, za kojeg je o£igledno da postoji
invarijantna kruºnica radijusa r =

√
ρ− 1. Dakle, ova invarijantna kruºnica se

pojavljuje kada ρ prolazi kroz vrijednost 1.
Kad je ρ = 1, preslikavanje r 7→ r−r3 je jednodimenzionalno i stabilnost se moºe

ispitati pomo¢u metoda iz prve sekcije, pa se da zaklju£iti da je ishodi²te asimptotski
stabilno i u ovom slu£aju.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-0.4

-0.2

0.2

0.4

Slika 3.2: Za ρ = 1 dijagram paukove mreºe za jednodimenzionalno preslikavanje r 7→ r−r3

pokazuje da je 0 asimptotski stabilan ekvilibrijum

Kako ρ raste i postaje ve¢e od 1, ishodi²te gubi stabilnost i stvara jednu atrak-
tivnu (asimptotski stabilnu) kruºnicu radijusa r =

√
ρ− 1. Dinamika na ovoj kruº-

nici je odre�ena preslikavanjem θ 7→ θ + ω, ²to je rotacija za ugao ω u smjeru
suprotnom kretanju kazaljki na satu. ■
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Teorem 3.6.1. [8] Neka je λ0 ∈ R i

F : R× R2 −→ R2, (λ, x) 7−→ F (λ, x)

neka £etiri puta neprekidno-diferencijabilna funkcija, koja zadovoljava sljede¢e uvjete.

(i) F (λ, 0) = 0 za svako λ u blizini neke �ksne ta£ke λ0.

(ii) Jakobijan JF (λ, 0) funkcije F od x, ima dvije konjugovano-kompleksne svoj-
stvene vrijednosti µ(λ) i µ(λ), za svako λ u blizini λ0 i |µ(λ0)| = 1.

(iii)
d

dλ
|µ(λ)| = d(λ0) ̸= 0 za λ = λ0.

(iv) µk(λ0) ̸= 1 za k = 1, 2, 3, 4.

Tada postoji glatka funkcija F(λ, x), tako da je za svako λ ∈ Uλ0

F (λ, x) = F(λ, x) +O(∥x5∥),

pri £emu je funkcija F(λ, x) u polarnim koordinatama data sa(
r
θ

)
=

(
|µ(λ)|r − a(λ)r3

θ + ω(λ) + b(λ)r2

)
. (3.97)

Ovdje su a(λ), b(λ) i ω(λ) glatke funkcije sa sljede¢im osobinama.

(a) Ako je a(λ0) > 0 i d(λ0) > 0 (d(λ0) < 0), tada postoji okolina U ishodi²ta i
δ > 0 tako da za |λ− λ0| < δ i x0 ∈ U , ω-grani£ni skup od x0 je ishodi²te, ako
je λ < λ0 (λ > λ0), a pripada zatvorenoj invarijantnoj C1 krivoj Γ(λ) koja
okruºuje ishodi²te za λ > λ0 (λ < λ0). Pored toga, Γ(λ0) = 0.

(b) Ako je a(λ0) < 0 i d(λ0) > 0 (d(λ0) < 0), tada postoji okolina U ishodi²ta i
δ > 0 tako da za |λ− λ0| < δ i x0 ∈ U , α-grani£ni skup od x0 je ishodi²te ako
je λ > λ0 (λ < λ0), a pripada zatvorenoj invarijantnoj C1 krivoj Γ(λ) koja
okruºuje ishodi²te za λ < λ0 (λ > λ0). Pored toga, Γ(λ0) = 0.

3.6.1 Primjer primejene Neimark-Sackerove bifurkacije na jednu

homogenu racionalnu diferentnu jednadºbu 2. reda s

kvadratnim £lanovima

U ovom dijelu ¢emo ispitivati lokalni i globalni karakter ta£aka ekvilibrijuma, kao i
egzistenciju periodi£nih rje²enja minimalnog perioda dva, jednadºbe

xn+1 =
Ax2n +Bxnxn−1 + Cx2n−1

ax2n + bxnxn−1 + cx2n−1

, n = 0, 1, ..., (3.98)
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gdje su parametri A,B,C, a, b, c pozitivni brojevi i pri £emu su po£etni uvjeti x−1 i
x0 proizvoljni nenegativni brojevi takvi da je x−1 + x0 > 0 (v. [4]).

O£igledno je da jednadºba (3.98) ima jedinstvenu ta£ku ekvilibrijuma x̄ = A+B+C
a+b+c

.
Ako stavimo

f(u, v) =
Au2 +Buv + Cv2

au2 + buv + cv2
,

tada ¢e linearizirana jednadºba pridruºena jednadºbi (3.98), za ta£ku ekvilibrijuma
x̄, biti oblika

yn+1 = pyn + qyn−1,

gdje je

p = −q = ∂f

∂u
(x̄, x̄) =

Ab−Ba+ 2(Ac− Ca) +Bc− Cb

(A+B + C)(a+ b+ c)
.

Teorem 3.6.2. [4] Jednadºba (3.98) ima jedinstven pozitivan ekvilibrijum.

i) Ako je
A(a+ 3b+ 5c) +B(−a+ b+ 3c) > C(3a+ b− c)

i
A(c− a) < (2a+ b)B + (3a+ 2b+ c)C,

tada je ta£ka ekvilibrijuma x̄ lokalno asimptotski stabilna.

ii) Ako je A(a+3b+5c)+B(−a+b+3c) < C(3a+b−c), tada je ta£ka ekvilibrijuma
x̄ sedlasta ta£ka.

iii) Ako je A(c − a) > (2a + b)B + (3a + 2b + c)C, tada je ta£ka ekvilibrijuma x̄
repeler.

iv) Ako je A(a + 3b + 5c) + B(−a + b + 3c) = C(3a + b − c), tada je ta£ka
ekvilibrijuma x̄ nehiperboli£ka, sa svojstvenim vrijednostima λ1,2 ∈ {−1, 1

2
}.

A ako je A(c− a) = (2a+ b)B+(3a+2b+ c)C, tada je x̄ nehiperboli£ka ta£ka

ekvilibrijuma sa svojstvenim vrijednostima λ1,2 =
1±i

√
3

2
.

Dokaz. Karakteristi£na jednadºba za ta£ku ekvilibrijuma x̄ ima oblik

λ2 − pλ− q = 0. (3.99)

i) Ta£ka ekvilibrijuma x̄ je lokalno asimptotski stabilna, ako vrijedi

|p| < 1− q < 2 ⇔ |p| < 1 + p < 2 ⇔ −1

2
< p < 1

⇔


A(a+ 3b+ 5c) +B(−a+ b+ 3c) > C(3a+ b− c)

∧
A(c− a) < (2a+ b)B + (3a+ 2b+ c)C


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ii) Ta£ka ekvilibrijuma x̄ je sedlo, ako vrijedi

{|p| > |1− q| ∧ p2 + 4q > 0} ⇔ {p2 > (1 + p)2 ∧ p(p− 4) > 0}

⇔
{
p < −1

2
∧ p(p− 4) > 0

}
,

to jest,

p < −1

2
⇔ A(a+ 3b+ 5c) +B(−a+ b+ 3c) < C(3a+ b− c).

iii) Ekvilibrijum je repeler ako je

{|p||1− q| ∧ |q| > 1} ⇔ {p2 < (1 + p)2 ∧ |p| > 1} ⇔ {p > −1
2
∧ |p| > 1}

⇔ p > 1 ⇔ A(c− a) > (2a+ b)B + (3a+ 2b+ c)C.

iv) Ekvilibrijum x̄ je nehiperboli£ki ako je

{|p| = |1− q| ∨ (q = −1 ∧ |p| ≤ 2)} ⇔ (p = −1

2
∨ p = 1)

⇔


A(a+ 3b+ 5c) +B(−a+ b+ 3c) = C(3a+ b− c)

∨
A(c− a) = (2a+ b)B + (3a+ 2b+ c)C

 .

Ako je p = 1, to jest, ako je A(c − a) = (2a + b)B + (3a + 2b + c)C, tada
karakteristi£na jednadºba (3.99) postaje

λ2 − λ+ 1 = 0,

sa svojstvenim vrijednostima λ1,2 =
1±i

√
3

2
.

Ako je p = −1
2
, to jest, ako je A(a+3b+5c)+B(−a+ b+3c) = C(3a+ b− c),

karakteristi£na jednadºba (3.99) ima oblik

2λ2 + λ− 1 = 0,

£ije su svojstvene vrijednosti λ1 = −1 i λ2 =
1
2
.

Promatrajmo, sada, jednadºbu (3.98) kada je B = C = 0 i pretpostavimo da je
A = 1, to jest, promatrajmo jednadºbu

xn+1 =
x2n

ax2n + bxnxn−1 + cx2n−1

. (3.100)

Ova jednadºba ima jedinstvenu ta£ku ekvilibrijuma x̄ =
1

a+ b+ c
.
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Lema 3.6.1. [4] Ako je a > c, tada je ta£ka ekvilibrijuma x̄ lokalno asimptotski
stabilna. Ako je a = c, tada je ekvilibrijum x̄ nehiperboli£ki sa svojstvenim vrijed-
nostima λ1,2 =

1±i
√
3

2
. A ako je a < c, tada je ekvilibrijum x̄ repeler.

Razmotrimo, sada, bifurkaciju �ksne ta£ke preslikavanja pridruºenog jednadºbi
(3.100), u slu£aju kada su svojstvene vrijednosti konjugovano-kompleksni brojevi
koji leºe na jedini£noj kruºninici. Ovdje ¢emo koristiti Teorem 3.6.1.

Neka je F (λ, x) preslikavanje koje ima �ksnu ta£ku u koordinatnom po£etku sa
kompleksnim svojstvenim vrijednostima µ(λ) = α(λ) + iβ(λ) i µ(λ) = α(λ)− iβ(λ)
za koje vrijedi (α(λ))2 + (β(λ))2 = 1 i β(λ) ̸= 0. Da bismo mogli linearni dio ovog
preslikavanja staviti u Jordanovu kanonsku formu, moºemo pretpostaviti da je F , u
blizini ishodi²ta, oblika

F (λ, x) =

(
α(λ) −β(λ)
β(λ) α(λ)

)(
x1
x2

)
+

(
g1(λ, x1, x2)
g2(λ, x1, x2)

)
. (3.101)

Tada je koe�cijent a(λ0) u jednakosti (3.97), u polarnim koordinatama, jednak

a(λ0) = Re

(
(1− 2µ(λ0))µ(λ0)

2

1− µ(λ0)
ξ11ξ20

)
+

1

2
|ξ11|2+ |ξ02|2−Re

(
µ(λ0)ξ21

)
, (3.102)

pri £emu je

ξ20 =
1

8
(A+ iB), (3.103)

gdje je

A =
∂2g1(0, 0)

∂x21
− ∂2g1(0, 0)

∂x22
+ 2

∂2g2(0, 0)

∂x1∂x2
,

B =
∂2g2(0, 0)

∂x21
− ∂2g2(0, 0)

∂x22
− 2

∂2g1(0, 0)

∂x1∂x2
,

ξ11 =
1

4

(
∂2g1(0, 0)

∂x21
+
∂2g1(0, 0)

∂x22
+ i

(
∂2g2(0, 0)

∂x21
+
∂2g2(0, 0)

∂x22

))
, (3.104)

ξ02 =
1

8
(C + iD), (3.105)

pri £emu je

C =
∂2g1(0, 0)

∂x21
− ∂2g1(0, 0)

∂x22
− 2

∂2g2(0, 0)

∂x1∂x2
,
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D =
∂2g2(0, 0)

∂x21
− ∂2g2(0, 0)

∂x22
+ 2

∂2g1(0, 0)

∂x1∂x2

i

ξ21 =
1

16
(E + iF ) (3.106)

gdje je

E =
∂3g1
∂x31

+
∂3g1
∂x1∂x22

+
∂3g2
∂x21∂x2

+
∂3g2
∂x32

,

F =
∂3g2
∂x31

+
∂3g2
∂x1∂x22

− ∂3g1
∂x21∂x2

− ∂3g1
∂x32

.

Teorem 3.6.3. [4] Neka je

a0 = c i x̄ =
1

a+ b+ c
.

Tada postoji okolina U ta£ke ekvilibrijuma x̄ i a, ρ > 0 tako da za |a − a0| < ρ
i x−1, x0 ∈ U , ω-grani£ni skup rje²enja jednadºbe (3.100), sa po£etnim uvjetima
x−1, x0, je ta£ka ekvilibrijuma x̄ ako je a > a0 i pripada zatvorenoj invarijantnoj C1

krivoj Γ(a) koja okruºuje x̄ ako je a < a0. Osim toga, Γ(a0) = 0.

Dokaz. Kako bismo primijenili Teorem 3.6.1, uvodimo smjenu promjenljivih yn =
xn − x̄. Tada je nova jednadºba data sa

yn+1 =
(yn + x̄)2

a(yn + x̄)2 + b(yn + x̄)(yn−1 + x̄) + c(yn−1 + x̄)2
− x̄.

Stavimo un = yn−1 i vn = yn za n = 0, 1, .... Tada ¢e prethodna jednadºba biti
ekvivalentna sistemu

un+1 = vn

vn+1 =
(vn + x̄)2

a(vn + x̄)2 + b(un + x̄)(vn + x̄) + c(un + x̄)2
− x̄

. (3.107)

Neka je F funkcija de�nisana sa

F (u, v) =

 v
(v + x̄)2

a(v + x̄)2 + b(u+ x̄)(v + x̄) + c(u+ x̄)2
− x̄

 .

Tada F (u, v) ima jedinstvenu �ksnu ta£ku (0, 0) i Jakobijan matrica preslikavanja
F (u, v) je data sa

JF (u, v) =

(
0 1
R S

)
,
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gdje je

R =
−(bv + 2cu+ bx̄+ 2cx̄)(v + x̄)2

(buv + 2avx̄+ bux̄+ bvx̄+ 2cux̄+ av2 + cu2 + ax̄2 + bx̄2 + cx̄2)2
,

S =
(bv + 2cu+ bx̄+ 2cx̄)(v + x̄)(u+ x̄)

(buv + 2avx̄+ bux̄+ bvx̄+ 2cux̄+ av2 + cu2 + ax̄2 + bx̄2 + cx̄2)2
,

i

JF (0, 0) =

(
0 1

−(b+2c)
a+b+c

b+2c
a+b+c

)
.

Svojstvene vrijednosti matrice JF (0, 0) su µ(a) i µ(a):

µ±(a) =
b+ 2c± i

√
(b+ 2c)(4a+ 3b+ 2c)

2(a+ b+ c)
.

Kako je µ(a) = α(a) + iβ(a) i µ(a) = α(a)− iβ(a), imamo da je

α(a) =
b+ 2c

2(a+ b+ c)
i β(a) =

√
(b+ 2c)(4a+ 3b+ 2c)

2(a+ b+ c)
.

Pretpostavimo da preslikavanje F (u, v) u blizini ishodi²ta ima oblik

F (a, u, v) =

(
0 1

−(b+2c)
a+b+c

b+2c
a+b+c

)(
u
v

)
+

(
f1(a, u, v)
f2(a, u, v)

)
.

Tada je v
(v + x̄)2

a(v + x̄)2 + b(u+ x̄)(v + x̄) + c(u+ x̄)2
− x̄

 = F (a, u, v), (3.108)

odakle je

f1(a, u, v) = 0,

f2(a, u, v) = (v+x̄)2

a(v+x̄)2+b(u+x̄)(v+x̄)+c(u+x̄)2
− x̄+ b+2c

a+b+c
u− b+2c

a+b+c
v
.

Neka je a0 = c. Za a = a0 dobijamo

x̄ =
1

b+ 2c
i J0 =

(
0 1
−1 1

)
.
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Svojstvene vrijednosti matrice JF (0, 0) su µ±(a0) = 1±i
√
3

2
, dok svojstveni vektori,

koji odgovaraju svojstvenim vrijednostima µ(a0) i µ(a0), su v(a0) i v(a0), gdje je

v(a0) =

(
1− i

√
3

2
, 1

)
.

Primijetimo da je

|µ(a0)| = 1, µ(a0) =
1

2
+ i

√
3

2
, µ2(a0) = −1

2
+ i

√
3

2
,

µ3(a0) = −1, µ4(a0) = −1

2
− i

√
3

2
.

Za a = a0 i x̄ = 1
b+2c

, (3.108) ima oblik

F (u, v) =

(
0 1
−1 1

)(
u
v

)
+

(
h1(u, v)
h2(u, v)

)
,

gdje je
h1(u, v) = f1(a, u, v) = 0

i

h2(u, v) = f2(a, u, v)

=
(bu+ cu+ cv + 2bcuv ++bcu2 + bcv2 + b2uv + 2c2u2 + 2c2v2)(u− v)

bu+ bv + 2cu+ 2cv + 2bcuv + bcu2 + bcv2 + b2uv ++2c2u2 + 2c2v2 + 1
.

Stoga (za a = a0), sistem (3.107) ekvivalentan je sa(
un+1

vn+1

)
=

(
0 1
−1 1

)(
un
vn

)
+

(
h1(un, vn)
h2(un, vn)

)
.

Neka je (
un
vn

)
= P

(
ξn
ηn

)
,

pri £emu je

P =

(
1
2

√
3
2

1 0

)
i P−1 =

(
0 1

2
√
3

3
−

√
3
3

)
.

Sada je (3.107) ekvivalentno sa(
ξn+1

ηn+1

)
=

(
1
2

−
√
3
2√

3
2

1
2

)(
ξn
ηn

)
+ P−1H

(
P

(
ξn
ηn

))
,
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gdje je

H

(
u
v

)
:=

(
h1(u, v)
h2(u, v)

)
.

Neka je

G

(
u
v

)
=

(
g1(u, v)
g2(u, v)

)
= P−1H

(
P

(
u
v

))
.

Sada, ako stavimo u1 = u(b+ 2c) + 1, v1 = (b+ 2c)(1
2
u+ 1

2
v
√
3) + 1, onda je

g1(u, v) =
1

2
v
√
3− 1

b+ 2c
− 1

2
u+

u21
cu21 + cv21 + bu1v1

,

g2(u, v) = −
√
3

3
g1(u, v).

Direktnim ra£unom dobijamo

(g1)uu = −b+ 3c

2
, (g1)uv =

√
3

2
c, (g1)vv =

3

2
(b+ c),

(g1)uuu =
3

4
(b+ 4c)(b+ 2c), (g1)uuv =

√
3

4
b(b+ 2c),

(g1)uvv = −3

4
(b+ 4c)(b+ 2c), (g1)vvv = −9

√
3

4
b(b+ 2c),

(g2)uu =

√
3(b+ 3c)

6
, (g2)uv = −1

2
c, (g2)vv = −

√
3

2
(b+ c),

(g2)uuu = −
√
3

4
(b+ 4c)(b+ 2c), (g2)uuv = −1

4
b(b+ 2c),

(g2)uvv =

√
3

4
(b+ 4c)(b+ 2c), (g2)vvv =

9

4
b(b+ 2c)

i, osim toga,

ξ20 = −1
4
(b+ 2c− i

√
3
3
b), ξ11 = b(1− i

√
3
3
),

ξ02 = 1
4

(
−(b+ c) + i

√
3
3
(b+ 3c)

)
,

ξ21 = (b+2c)b
8

(1 + i
√
3),
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a(λ0) = Re
[(
i
√
3
2
+ 3

2

)(
1− i

√
3
3

)
b
4

(
b+ 2c− i

√
3
3
b
)]

+ 2
3
b2

+ 1
12
(b2 + 3bc+ 3c2)− Re

(
(b+ 2c)b

4

)
= b

4
(b+ 2c) + 2

3
b2 + 1

12
(b2 + 3bc+ 3c2) = 1

4
(3bc+ 4b2 + c2) > 0.

Moºemo uo£iti da je

|µ(a)| = α2(a) + β2(a) =
(b+ 2c)2

4(a+ b+ c)2
+

(b+ 2c)(4a+ 3b+ 2c)

4(a+ b+ c)2
=

b+ 2c

a+ b+ c
,

pa je onda(
d

da
|µ(a)|

)
a=a0

=

(
d

da

(
b+ 2c

a+ b+ c

))
a=a0

=

(
−(b+ 2c)

(a+ b+ c)2

)
a=a0

=
−1

b+ 2c
< 0.

Dakle, sve pretpostavke Teorema 3.6.1 su ispunjene, pa ta£nost tvrdnje Teorema
3.6.3 slijedi direktno.

3.7 Metod monotonih preslikavanja

U ovoj sekciji bi¢e prikazana primjena Metoda monotonih preslikavanja na jed-
nadºbu

xn+1 =
xn−1

ax2n + exn−1 + f
, n = 0, 1, ..., (3.109)

gdje su parametri a, e i f nenegativni brojevi sa a + e + f > 0, a po£etni uvjeti
x−1, x0 su proizvoljni nenegativni brojevi, koji zadovoljavaju uvjet x−1 + x0 > 0
(v.[5]).

Prije svega, nave²¢emo nekoliko razultata koji vrijede za diferentnu jednadºbu
drugog reda u op¢em slu£aju.

Teorem 3.7.1. Neka je I skup realnih brojeva i f : I × I → I funkcija, koja
je nerastu¢a po prvoj varijabli i neopadaju¢a po drugoj varijabli. Tada, za svako
rje²enje {xn}∞n=−1 jednadºbe

xn+1 = f(xn, xn−1), x−1, x0 ∈ I, = 0, 1, ... (3.110)

podnizovi {x2n}∞n=0 i {x2n−1}∞n=0, parnih i neparnih £lanova rje²enja zadovoljavaju
ta£no jedan od uvjeta:

(i) oba su eventualno rastu¢i,

(ii) oba su eventualno opadaju¢i,
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(iii) jedan od njih je monotono rastu¢i, dok je drugi monotono opadaju¢i.

Posljedica Teorema 3.7.1 je da svako ograni£eno rje²enje jednadºbe (3.110) ko-
nvergira ekvilibrijumu ili rje²enju perioda dva ili ta£ki na granici gdje jednadºba nije
de�nirana.

Razmotrimo parcijalno uredjenje ⪯ na R2. Za dvije ta£ke x, y ∈ R2 re¢i ¢emo
da su u relaciji ako je x ⪯ y ili y ⪯ x. Tako�er, stroga nejednakost izme�u ta£aka
moºe biti de�nisana kao x ≺ y i x ̸= y.

Neka je preslikavanje T , T : R → R na nepraznom skupu R ⊂ R2 neprekidna
funkcija. Preslikavanje T je monotono ako iz x ⪯ y slijedi T (x) ⪯ T (y), za sve
x, y ∈ R, a preslikavanje T je strogo monotono na R ako x ≺ y implicira T (x) ≺
T (y), za sve x, y ∈ R. O£igledno, biti u realciji je invarijanta pod iteracijom strogo
monotonog preslikavanja.

Mi ¢emo ovdje koristiti jugo-isto£no (se) ure�enje de�nirano sa (x1, y1) ⪯se

(x2, y2) ako je x1 ≤ x2 i y1 ≥ y2. Za preslikavanje T , de�nirano na nepraznom
skupu R ⊂ R2, koje je monotono u odnosu na SE ure�enje, kaºemo da je kompeti-
tivno preslikavanje.

Neka je T diferncijabilno preslikavanje na nepraznom skupu A. Dovoljan uvjet
da T bude strogo monotono u odnosu na jugo-isto£no ure�enje je da Jakobijan
matrica u ta£ki x ima sljede¢u znakovnu kon�guraciju

sign(JT (x)) =

(
+ −
− +

)
.

Za A ⊂ R2 i x ∈ R2, de�ni²emo rastojanje x od A kao dist(x,A) := inf{∥x − y∥ :
y ∈ A}.

Za (x1, x2) ∈ R2, sa Ql(x1, x2), l = 1, 2, 3, 4 ozna£i¢emo £etiri uobi£ajena kva-
dranta, npr. Q1(x1, x2) = {y = (y1, y2) ∈ R2 : x1 ≤ y1, x2 ≤ y2}.

Bazen privla£enja �ksne ta£ke (x̄, ȳ) preslikavanja T , u oznaci B((x̄, ȳ)), de�-
nisa¢emo kao skup svih po£etnih ta£aka (x0, y0) za koje niz iteracija T n((x0, y0))
konvergira ka (x̄, ȳ). Sli£no de�niramo i bazen privla£enja periodi£ne ta£ke perioda
p.

Teorem 3.7.2. Neka je T kompetitivno preslikavanje na pravouglom podru£ju R ∈
R2. Neka je x̄ ∈ R �ksna ta£ka preslikavanja T tako da je ∆ := R ∩ int(Q1(x̄) ∪
Q3(x̄)) neprazan i neka je T strogo kompetitivno preslikavanje na ∆. Pretpostavimo
da su sljede¢e tvrdnje ta£ne.

(a) Preslikavanje T ima C1 produºenje u nekoj okolini ta£ke x̄.

(b) Jakobijan JT (x̄) preslikavanja T u x̄ ima svojstvene vrijednosti λ, µ, tako da
je 0 < |λ| < µ, pri £emu je |λ| < 1, a svosjtveni prostor Eλ, koji zavisi od λ,
nije nijedna od koordinatnih osa.
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Tada postoji kriva C ⊂ R kroz x̄ koja je invarijantna i postoji podskup bazena priv-
la£enja ta£ke x̄, tako da je C tangencijalna kriva svojstvenog prostora Eλ ta£ke x̄,
i C je graf strogo rastu¢e neprekidne funkcije po prvoj koordinati na nekom inter-
valu. Bilo koja krajnja ta£ka krive C u untra²njosti skupa R je ili �ksna ta£ka ili
ta£ka minimalnog perioda dva. U posljednjem slu£aju, skup krajnjih ta£aka krive C
je orbita minimalnog perioda dva preslikavanja T.

Teorem 3.7.3. (A) Neka su zadovoljene pretpostavke Teorema 3.7.2 i neka je C
kriva £ija je egzsitencija obezbije�ena u Teoremu 3.7.2. Ako krajnje ta£ke krive
C pripadaju ∂R, tada C dijeli R na dvije povezane komponente:

W− := {x ∈ R \ C : ∃y ∈ C, x ⪯se y} i

W+ := {x ∈ R \ C : ∃y ∈ C, y ⪯se x},

tako da vrijedi:

(i) W− je invarijantno i dist(T n(x),Q2(x̄)) → 0, kada n → ∞ za svako
x ∈ W−;

(ii) W+ je invarijantno i dist(T n(x),Q4(x̄)) → 0, kada n → ∞ za svako
x ∈ W+.

(B) Ako je, pored pretpostavki iz (A), x̄ unutra²nja ta£ka od R i T je iz C2 strogo
kompetitivno preslikavanje u okolini ta£ke x̄, tada T nema periodi£nih ta£aka
na granici skupa Q1(x̄) ∪Q3(x̄) osim x̄ i vrijede sljede¢e tvrdnje.

(iii) Za svako x ∈ W− postoji n0 ∈ N tako da T n(x) ∈ Q2(x̄) za n ≥ n0.

(iv) Za svako x ∈ W+ postoji n0 ∈ N tako da T n(x) ∈ Q4(x̄) za n ≥ n0.

Ako je T preslikavanje na skupuR i ako je x̄ �ksna ta£ka preslikavanja T , stabilni
skup Ws(x̄) od x̄ je skup {x ∈ R : T n(x) → x̄}, dok je nestabilni skup Wu(x̄) od x̄
skup {x ∈ R : ∃{xn}0n=−∞ ⊂ R, T (xn) = xn+1, x0 = x, lim

n→−∞
xn = x̄}.

Teorem 3.7.4. Uz pretpostavke Teorema 3.7.3, dio (B), neka je jo² µ > 1 i svoj-
stveni prostor Eµ, koji zavisi od µ, nije niti jedna od koordinatnih osa. Ako kriva
C iz Teorema 3.7.2 ima krajnje ta£ke u ∂R, tada je C stabilni skup Ws(x̄) od x̄, a
nestabilni skup Wu(x̄) od x̄ je kriva u R koja je tangencijalna kriva za prostor Eµ

od x̄ i takva da je ona graf strogo opadaju¢e funkcije po prvoj koordinati na nekom
intervalu. Bilo koja krajnja ta£ka skupa Wu(x̄) u R je �ksna ta£ka preslikavanja T.

Odredimo, sada, ta£ke ekvilibrijuma jednadºbe (3.109). One zadovoljavaju jed-
nadºbu

x̄ =
x̄

ax̄2 + ex̄+ f
, (3.111)
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odnosno
x̄(ax̄2 + ex̄+ f − 1) = 0,

odakle slijedi
x̄ = 0 ili ax̄2 + ex̄+ f − 1 = 0.

Stoga, vrijedi

(i) Nula ekvilibrijum x̄ = 0 postoji za sve vrijednosti parametara.

(ii) Ako je f ≥ 1, tada nema pozitivnih ta£aka ekvilbrijuma.

(iii) Ako je f < 1, tada postoji pozitivna ta£ka ekvilibrijuma x̄+ = 1
2a
(−e +√

e2 − 4a(f − 1)).

Ako uvedemo oznaku
h(u, v) =

v

au2 + ev + f
,

tada jednadºbi (3.109) moºemo pridruºiti lineariziniranu jednadºbu:

zn+1 = pzn + qzn−1,

gdje je

p =
∂h

∂u
(x̄, x̄) =

−2ax̄2

(ax̄2 + ex̄+ f)2
, q =

∂h

∂v
(x̄, x̄) =

ax̄2 + f

(ax̄2 + ex̄+ f)2
.

Ako je x̄ ̸= 0, iz (3.111), dobijamo:

p = −2ax̄2 i q = ax̄2 + f.

Sljede¢a dva rezultata slijede iz standardne analize lokalne stabilnosti.

Propozicija 3.7.1. [5]

(i) Ako je f > 1, tada je ekvilibrijum, x̄ = 0, lokalno asimptotski stabilan.

(ii) Ako je f = 1, tada je ekvilibrijum, x̄ = 0, nehiperboli£ki.

(iii) Ako je f < 1, tada je ekvilibrijum, x̄ = 0, repeler.

Dokaz. Kako je p = ∂h
∂u
(0, 0) = 0 i q = ∂h

∂v
(0, 0) = 1

f
, to su, u ta£ki ekvilibrijuma

x̄ = 0, svojstvene vrijednosti λ = ± 1√
f
, odakle slijedi ta£nost navedenih tvrdnji.

Propozicija 3.7.2. [5] Neka je f < 1.

(a) Za a < 3e2

4(1−f)
, ta£ka ekvilibrijuma x̄+ je lokalno asimptotski stabilna.
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(b) Za a = 3e2

4(1−f)
, ta£ka ekvilibrijuma x̄+ je nehiperboli£ka.

(c) Za a > 3e2

4(1−f)
, ta£ka ekvilibrijuma x̄+ je sedlasta ta£ka.

Dokaz. (a) Prvo ¢emo provjeriti uvjete za lokalnu asimptotsku stabilnost:
1◦

|p| < 1− q ⇔ 2ax̄2 < 1− ax̄2 − f

⇔ 3(2e2 − 2e
√
e2 − 4a(f − 1)− 4a(f − 1)) < 0

⇔ 3e
√
e2 − 4a(f − 1) > 3e2 − 4a(f − 1)

⇔ (1− f)(3e2 − 4a(1− f)) > 0

⇔ a <
3e2

4(1− f)
.

2◦ 1− q < 2 ⇔ 1− ax̄2 − f < 2 ⇔ −ax̄2 − 1 + f < 0,
²to je zadovoljeno za f < 1.
(b) Sada ¢emo provjeriti uvjete pod kojima je ekvilibrijum x̄+ nehiperboli£ki:

|p| = |1− q| ⇔ 2ax̄2 = |1− ax̄2 − f | ⇒ (1− ax̄− f)2 = 4a2x̄4

⇔ 1− f − 3ax̄2 = 0 ⇔ a =
3e2

4(1− f)
.

(c) Kona£no, provjeri¢emo uvjete pod kojima je x̄+ sedlasta ta£ka:

|p| > |1− q| ⇔ −2ax̄2 < 1− ax̄2 − f < 2ax̄2.

Kako je −ax̄2 − 1 + f < 0 za f < 1, dobijamo

1− ax̄2 − f < 2ax̄2 ⇔ −3e2 + 3e
√
e2 − 4a(f − 1) + 4a(f − 1) < 0

⇔ (f − 1)(3e2 + 4a(f − 1)) > 0 ⇔ a >
3e2

4(1− f)
,

²to je uvijek zadovoljeno.

Sada ¢emo prezentovati egzistenciju i lokalnu stabilnost rje²enja minimalnog pe-
rioda dva jednadºbe (3.109).

Teorem 3.7.5. [5] Pretpostavimo da je f < 1.

(i) Jednadºba (3.109) ima rje²enja minimalnog perioda dva{
0,

1− f

e
, 0,

1− f

e
, ...

}
i

{
1− f

e
, 0,

1− f

e
, 0, ...

}
,

za sve pozitivne vrijednosti parametara a i e.
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(ii) Ako je 3e2

4(1−f)
< a < e2

1−f
, tada jednadºba (3.109) ima rje²enja minimalnog

perioda dva

{ϕ, ψ, ϕ, ψ, ...} i {ψ, ϕ, ψ, ϕ, ...} (ϕ ̸= ψ, ϕ > 0, ψ > 0),

pri £emu je

ϕ =
1

2a

(
e+

√
4a(1− f)− 3e2

)
, ψ =

1

2a

(
e−

√
4a(1− f)− 3e2

)
.

Smjenom xn−1 = un, xn = vn, jednadºba (3.109) prelazi u sistem jednadºbi

un+1 = vn

vn+1 =
un

av2n + eun + f
. (3.112)

Preslikavanje T , pridruºeno sistemu (3.112), je oblika

T

(
u
v

)
=

(
v

h(u, v)

)
,

gdje je h(u, v) =
u

av2 + eu+ f
. Druga iteracija preslikavanja T je

T 2

(
u
v

)
= T

(
v

h(u, v)

)
=

(
h(u, v)

h(v, h(u, v))

)
=

(
G(u, v)
H(u, v)

)
,

pri £emu je

H(u, v) =
v

ah2(u, v) + ev + f
,

i preslikavanje T 2 je kompetitivno.

Teorem 3.7.6. [5] Pretpostavimo da je f < 1.

(i) Orbite mimimalnog perioda dva {0, 1−f
e
, 0, 1−f

e
, ...} i {1−f

e
, 0, 1−f

e
, 0, ...} presli-

kavanja T su

a. lokalno asimptotski stabilne, ako je a > e2

1−f
,

b. nehiperboli£ke, za a = e2

1−f
,

c. sedlasta ta£ka, ako je a < e2

1−f
.

(ii) Ako je 3e2

4(1−f)
< a < e2

1−f
, tada su orbite minimalnog perioda dva preslikavanja

T date sa

{ϕ, ψ, ϕ, ψ, ...} i {ψ, ϕ, ψ, ϕ, ...} (ϕ ̸= ψ, ϕ > 0, ψ > 0), (3.113)

pri £emu ϕ i ψ zadovoljavaju (3.113), lokalno asimptotski stabilne.
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Sada ¢emo navesti tvrdnje koje govore o globalnoj dinamici nehiperboli£kog ek-
vilibrijuma. Za ostale slu£ajeve pogledati [5].

Lema 3.7.1. [5] Pretpostavimo da je f < 1. Tada

(a) lim
n→∞

T 2n(b, 0) =

(
1− f

e
, 0

)
, lim
n→∞

T 2n+1(b, 0) =

(
0,

1− f

e

)
za svako b > 0.

(b) lim
n→∞

T 2n(0, c) =

(
0,

1− f

e

)
, lim
n→∞

T 2n+1(0, c) =

(
1− f

e
, 0

)
, za svako c > 0.

Teorem 3.7.7. [5] Ako je f < 1 i a = 3e2

4(1−f)
, tada jednadºba (3.109) ima dvije

ta£ke ekvilibrijuma: x̄0 = 0, koja je repeler i x̄+ = 1
2a
(−e +

√
e2 − 4a(f − 1)), koja

je nehiperboli£ka ta£ka, i, tako�er, ima rje²enja minimalnog perioda dva (0, 1−f
e
) i

(1−f
e
, 0), koje su sedlaste ta£ke. Bazen privla£enja B((x̄+, x̄+)) ta£ke (x̄+, x̄+) je skup

B((x̄+, x̄+)) = {(x, y) : x > 0, y > 0}

i

(i) ako je x−1 = 0 i x0 > 0, onda je lim
n→∞

x2n = 0 i lim
n→∞

x2n+1 =
1− f

e
;

(ii) ako je x−1 > 0 i x0 = 0, onda je lim
n→∞

x2n =
1− f

e
i lim
n→∞

x2n+1 = 0.

Dokaz. Prema Lemi 3.7.1, jasno je da je stabilna mnogostrukost ta£ke (0, 1−f
e
) u

odnosu na preslikavanje T 2

Ws

(
0,

1− f

e

)
= {(x, y) : x = 0, y > 0},

dok je stabilna mnogostrukost ta£ke (1−f
e
, 0)

Ws

(
1− f

e
, 0

)
= {(x, y) : x > 0, y = 0},

i svaka od ovih mnogostrukosti je jedinstvena. Nestabilni skup Wu(0, 1−f
e
) je kriva

u R, koja je graf strogo opadaju¢e funkcije po prvoj koordinati, na nekom intervalu.
Krajnja ta£ka skupa Wu(0, 1−f

e
) u R je �ksna ta£ka (x̄+, x̄+). Egzistencija skupa

Wu(0, 1−f
e
) sa navedenim svojstvima slijedi iz Teorema 3.7.4 . Sli£no, nestabilni

skup Wu(1−f
e
, 0) je kriva u R takva da je ona graf strogo opadaju¢e funkcije po

prvoj koordinati na nekom intervalu, £ija krajnja ta£ka u R je, tako�er, �ksna ta£ka
(x̄+, x̄+). Neka je, sada, A = (0, 1

e
) × (0, 1

e
) i B = (0, 1−f

e
) × (0, 1−f

e
). Kako je A
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atraktivan skup, druga iteracija T 2(u0, v0) je unutar skupa A. Ako (u0, v0) ∈ A\B,
tada postoji (0, uy) ∈ Ws(0, 1−f

e
), (1−f

e
< uy <

1
e
) i (ux, 0) ∈ Ws(1−f

e
, 0), (1−f

e
<

uy <
1
e
), tako da je

(0, uy) ⪯se (u0, v0) ⪯se (ux, 0).

S obzirom da je preslikavanje T 2 kompetitivno, dobijamo

Slika 3.3: Globalna dinamika jednadºbe (3.109) za f < 1, a = 3e2

4(1−f)

T 2(0, uy) ⪯se T
2(u0, v0) ⪯se T

2(ux, 0).

Induktivnim zaklju£ivanjem, slijedi

T 2n(0, uy) ⪯se T
2n(u0, v0) ⪯se T

2n(ux, 0), n = 0, 1, ....

Kako je

lim
n→∞

T 2n(0, uy) =

(
0,

1− f

e

)
i lim

n→∞
T 2n(ux, 0) =

(
1− f

e
, 0

)
,

imamo da je T 2n(u0, v0) eventualno unutar B. Za (u, v) ∈ B postoje (uu1 , vu1) ∈
Wu(0, 1−f

e
) i (uu2 , vu2) ∈ Wu(1−f

e
, 0), tako da je

(uu1 , vu1) ⪯se (u, v) ⪯se (uu2 , vu2),

i za koje vrijedi

T 2n(uu1 , vu1) ⪯se T
2n(u, v) ⪯se T

2n(uu2 , vu2).
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Kako je (0, 0) repeler i

lim
n→∞

T 2n(uu1 , vu1) = (x̄+, x̄+) i lim
n→∞

T 2n(uu2 , vu2) = (x̄+, x̄+),

to, onda, mora biti
lim
n→∞

T 2n(u, v) = (x̄+, x̄+).

To zna£i da, ako je x−1 > 0 i x0 > 0, onda

lim
n→∞

T 2n(x−1, x0) = (x̄+, x̄+),

odnosno
lim
n→∞

xn = x̄+.

Teorem 3.7.8. [5] Ako je f < 1 i a = e2

1−f
, tada jednadºba (3.109) ima dvije

ta£ke ekvilibrijuma: x̄0 = 0, koja je repeler i x̄+ = 1
2a
(−e +

√
e2 − 4a(1− f)),

koja je unutra²nja sedlasta ta£ka, i, tako�er, ima rje²enja minimalnog perioda dva
(0, 1−f

e
) i (1−f

e
, 0), koje su nehiperboli£ke ta£ke. Nadalje, postoji skup C ⊂ R =

[0,∞) × [0,∞), tako da je (x̄0, x̄0) = (0, 0) ∈ C, i Ws((x̄+, x̄+)) = C \ (0, 0) je
invarijantan podskup bazena privla£enja ta£ke (x̄+, x̄+). Skup C je graf strogo rastu¢e
neprekidne funkcije po prvoj varijabli na nekom intervalu i razlaºe R\(0, 0) na dvije
povezane i invarijantne komponente W−((x̄+, x̄+)) i W+((x̄+, x̄+)) za koje vrijedi

(i) ako je (x−1, x0) ∈ W+((x̄+, x̄+)), onda je lim
n→∞

x2n = 0 i lim
n→∞

x2n+1 =
1− f

e
;

(ii) ako je (x−1, x0) ∈ W−((x̄+, x̄+)), onda je lim
n→∞

x2n =
1− f

e
i lim
n→∞

x2n+1 = 0.

Dokaz. Egzistencija skupa C je obezbije�ena na osnovu Teorema 3.7.2 i 3.7.3. Pret-
postavimo da (u0, v0) ∈ W+((x̄+, x̄+)).

Neka je G = Q4((x̄+, x̄+)) ∩ W+((x̄+, x̄+)). Ako (u0, v0) ∈ G, tada postoji
(uu, vu) ∈ Wu((x̄+, x̄+)) i (vx, 0), vx >

1−f
e
, tako da je

(uu, vu) ⪯se (u0, v0) ⪯se (vx, 0).

Preslikavanje T 2 je kompetitivno. Stoga imamo da vrijedi

T 2(uu, vu) ⪯se T
2(u0, v0) ⪯se T

2(vx, 0).

Induktivno, zaklju£ujemo da vrijedi

T 2n(uu, vu) ⪯se T
2n(u0, v0) ⪯se T

2n(vx, 0), n = 0, 1, ....
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Kako je

lim
n→∞

T 2n(uu, vu) =

(
1− f

e
, 0

)
i lim

n→∞
T 2n(vx, 0) =

(
1− f

e
, 0

)
,

to je onda i

lim
n→∞

T 2n(u0, v0) =

(
1− f

e
, 0

)
,

a to zna£i da je

lim
n→∞

x2n = 0, lim
n→∞

x2n+1 =
1− f

e
.

Neka je F = Q3((x̄+, x̄+))∩W+((x̄+, x̄+)). Ako (u0, v0) ∈ F , tada postoji (us, vs) ∈
Ws((x̄+, x̄+)) i (vx, 0),

1−f
e
> vx > 0, tako da je

(us, vs) ⪯se (u0, v0) ⪯se (vx, 0),

odakle slijedi da je

T 2n(us, vs) ⪯se T
2n(u0, v0) ⪯se T

2n(vx, 0), n = 0, 1, ....

Kako je

lim
n→∞

T 2n(us, vs) = (x̄+, x̄+) i lim
n→∞

T 2n(vx, 0) =

(
1− f

e
, 0

)
,

to postoji N ∈ N tako da je

(u2n, v2n) = T 2n(u0, v0) ∈ G, za sve n ≥ N,

to jest, sva rje²enja, za koje je (u0, v0) ∈ F , eventualno ulaze u G.
Sli£no, neka je H = Q1((x̄+, x̄+))∩W+((x̄+, x̄+)). Ako (u0, v0) ∈ H, tada postoji

(us, vs) ∈ Ws((x̄+, x̄+)) i (vx, 0),
1−f
e
< vx, tako da je

(us, vs) ⪯se (u0, v0) ⪯se (vx, 0),

²to implicira da, tako�er, sva rje²enja, za koja je (u0, v0) ∈ H, eventualno ulaze u
G. S obzirom na jedinstvenost stabilne mnogostrukosti W+((x̄+, x̄+)), ne moºe biti
lim
n→∞

T 2n(u0, v0) = (x̄+, x̄+). Koriste¢i dokaz za regiju G, zaklju£ujemo da je

lim
n→∞

T 2n(u0, v0) =

(
1− f

e
, 0

)
, (u0, v0) ∈ F ,

to jest,

lim
n→∞

x2n =
1− f

e
, lim

n→∞
x2n+1 = 0.

Dokaz za slu£aj kada je (u0, v0) ∈ W−((x̄+, x̄+)) izvodi se analogno.
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