Prof. dr. Mehmed Nurkanovi¢
Linearne diferentne jednadzbe vigeg reda

1. Opca teorija linearnih diferentnih jednadzbi

Definicija 1 Linearnom diferentnom jednadzbom k-tog reda nazivamo jednadzbu oblika

Tptk +D1(N)Tpgg—1 + ... + e (N)Tn =Ty, (1)

gdje sup;(n) (i =1,..., k) i r, funkcije realnih vrijednosti definirane zan > ng (tj. realni nizovi) i pri éemu je pg(n) # 0
za sven = ng.

Ako je r,= 0 za sve n = ng, onda za jednadzbu (1) kazemo da je homogena. U suprotnom, za jednadzbu (1) kaZemo
da je nehomogena.

Definicija 2 Niz {xn}z’;, ili jednostavno x,, je rjesenje diferentne jednadzbe (1) ako zadovoljava tu jednadzbu.

Ako uz jednadzbu (1) bude zadan i uvjet pocetnih vrijednosti, to jest
Tng = 00, Tng+1 = A1y ey Tngt+k—1 = Gk—1, (2)
gdje su a; realni brojevi, imat ¢emo tzv. problem pocetnih vrijednosti (skr. PPV):
Tnak +P1(N)Tpak—1 + ... +pr(n)zy, =10, (M=mng,n0+1,...) (3)

Tng = A0, Tngtl = Alyeeey Tygtk—1 = Ak—1- (4)

Teorem 3 Problem pocetnih vrijednosti (3)-(4) ima jedinstveno rjesenge.
Posvetimo se sada kratkom pregledu opée teorije linearnih homogenih diferentnih jednadzbi k-tog reda oblika:

Tn+tk +p1(n)xn+k71 + ... +pk(n)$n =0 (n: N0, Mo +]—7) (5)

. e . 1) (2 y . . .
Definicija 4 Za nizove u% ), u% ), . ,ugf) se kaze da su linearno zavisni zan > ng ako postoje konstante ay,as, . .., a,

koje nisu sve jednake nuli, takve da je
a1u£L1) + angf) +...+ arug) =0, n>=ng. (6)

Ako je a; #0, za neko j € {1,2,...,7}, tada iz (6) dobijamo

ul) = fﬂug) - a—ng) - = %ugf) =— Z &ugf). (7)
a; a a; il

Uoc¢imo da iz jednakost (7) slijedi da je svaki niz u ), sa nenultim koeficijentom, linearna kombinacija ostalih nizova ul?
(i e{1,2,....,r} i1 # j). Takoder, vidimo da su dva niza ul i uf? linearno zavisna ako je jedan visekratnik drugog,
to jest unl = au%2 , za neku konstantu a.

o . o : ) . e (r) y . o
Negacija linearne zavisnosti je linearna nezavisnost: za nizove uy ', up  ,...,un’ se kaze da su linearno nezavisni za
n = ng ako

a1u,$L1) + GQU,ELQ) T a,,.ugf) =0,

za sve n = ng, povlacida jea; =ax =... =a, = 0.

Definicija 5 Skup k linearno nezavisnih rjesenja diferentne jednadzbe (5) naziva se fundamentalnim skupom
rjesenja te jednadzbe.



Nije prakti¢no provjeravati linearnu nezavisnost skupa rjesenja koristeci definiciju. Na sre¢u, postoji jednostavan metod
da se provjeri linearna nezavisnost rjegenja, koristeéi tzv. Casoratian W(n) (determinanta analogna Wronskianu u teoriji
dife-rencijalnih jednadzbi).

(1 .(2) (r)

Definicija 6 Ako su xy’,xr ,...,xn  1jesenja diferentne jednadzbe (5), tada determinantu
) P
1) (2) (r)
W(n) — det n+1 n+1 n+1 (8)
K . : T.
x’gH)-r—l xgb-l)-r—l T xgb-f)-’l‘—].

nazivamo Casoratianom tih rjesenja.
Lema 7 (Abelova lema) Neka su D, 2P 2l rjesenja homogene dife-rentne jednadzbe (5) i neka je W(n)
ngithov Casoratian. Tada, za n = ng, vrijedi

W (n) = (~1)*=m) (H pk(l’)) W (no). 9)

i=ng
U specijalnom slucaju, ako jednadzba (5) ima konstantne koeficijente p1,pa, ..., g, tada imamo:
W (n) = (=) W (), (10)

a ako je jo§ i ng = 0, tada je
W (n) = (=1)*"p W (0). (11)

Formula (9) ima vrlo zna¢ajnu ulogu pri odredivanju linearne (ne)zavisnosti nizova.

Posljedica 1 Pretpostavimo da je pi(n) # 0, za sve n > ng. Tada je Casoratian W(n) # 0 za sve n > ng ako i samo
ako je W(ng) # 0.

Uoc¢imo da je Casoratian identicki jednak nuli (tj. jednak nuli za sve n > ng, za neko ng) ili nikad nije jednak nuli, to
jest razlicit je od nule za sve n > mg. Da bismo provjerili da li je W(n) # 0, za sve n € Z*, dovoljno je samo provjeriti
da li je W(0) # 0, ako je ng = 0. Primijetimo da uvijek mozemo odabrati ny koji nam najvise odgovara da bismo
izracunali W (nyg).

Pogledajmo sada vezu izmedu linearne nezavisnosti rjesenja i njihovog Casoratiana.

Teorem 8 Skup rjesenja azg),zg), e ,xslk) homogene diferentne jednadzbe (5) je fundamentalni skup ako i samo ako
je, za neko ng € %, Casoratian tih rjesenja W(ng) # 0.

Teorem 9 (Fundamentalni (osnovni) teorem) Ako je pip(n) # 0, za sve n = ng, onda jednadzba (5) ima funda-
mentalni skup rjesenja za n > ng.

Uoc¢imo da fundamentalnih skupova rjesenja jednadzbe (5) ima beskona¢no mnogo. Kako se inace formira fundamentalni
skup rjesenja - pitanje je koje se rjesava ovisno o situaciji.

Lema 10 Neka su xﬁ}) i xﬁ?) dva rjesenja jednadzbe (5). Tada vrijedi:

i) Tp = ) + 2P je rjesenje jednadzbe (5),

i) Tp = aztV je rjesenje jednadzbe (5) za bilo koju konstantu a.

Teorem 11 (Princip superpozicije) Ako su x%l),xg), . ,ng) rjesenja dife-rentne jednadzbe (5), tada je

L= alxg) + agng) +...+ armg')

takode rjesenje jednadzbe (5), gdje su a1, as, ..., a, neke konstante.



Teorem 12 Neka je {xn ,xg), ey xglk)} fundamentalni skup rielenja jednadzbe (5) i neka je x,, bilo koje dato rjesenje

k .
jednadzbe (5). Tada postoje konstante Cy,Cs,...,Cy takve da je x,, = > Cing).

Gornja diskusija nas je dovela do definicije opéeg rjesenja homogene diferentne jednadzbe (5).

Definicija 13 Neka je {xn ,.’Enz), ey Ty )} fundamentalni skup rjesenja jednadzbe (5). Tada je opée rjedenje jed-

nadzbe (5) dato sa x, = Z Cixn , za proizvoljne konstante Cq,Csy, ...Cy.
i=1

Vrijedi napomenuti da se bilo koje rjesenje jednadzbe (5) moze dobiti iz opéeg rjesenja odgovarajuéim izborom konstanti
C;. Medutim, u praksi nas znatno ¢e$te zanima rjeSenje problema pocetnih vrijednosti (PPV). Ranije smo vidjeli da
je to rjesenje jedinstveno. Sada éemo pokazati kako se ono odreduje ako nam je poznat fundamentalni skup rjesenja.
Naime, uvrstavanjem pocetnih uvjeta u opce rjesenje

Z C; m(’)

dobijamo sistem linearnih algebarskih jednadzbi

Ty = Z C; :cno,
k
Tng4+1 = Z C; xsfoﬂ, (12)

i=1

K2
Lng+k— 1*2 :stl0+k 10

koji treba rijesiti po nepoznanicama C; (i = 1,2, ..., k). Taj sistem linearnih jednadzbi ima jedinstveno rjesenje, jer je
njegova determinanta jednaka Casoratianu W (ng) promatranog fundamentalnog skupa rjesenja.

Primijetimo, takoder, jo§ jednu vaznu ¢injenicu. Rije¢ je o tome da diferentna jednadzba (5), prema fundamentalnom
teoremu, ima fundamentalni skup rjesenja od k nizova. Iz (12) slijedi da je k maksimalan broj linearno nezavisnih
rjeSenja.

Prethodni rezultati mogu se elegantnije zapisati koristeéi jezik linearne algebre.

Teorem 14 Neka je S skup svih rjesenja jednadzbe (5) sa operacijama 7+7 i 77 definiranim na sljedeti nacin:
i) (z+y)(n)=z(n)+y(n) zaz,yesS, nelZh,
ii) (axz)(n) = ax(n) zax €S, a je konstanta.

Prostor (S, +,+) je linearni (vektorski) prostor dimenzije k.

2. Linearne diferentne jednadzbe s konstantnim koeficijentima

Promatrajmo diferentnu jednadzbu k-tog reda:
Tpyk +P1Tnik—1 +D2Tngk—2+ ... +ppZn =0 (n=ngp,n0+1,...) (13)

gdje su p; konstante i py, # 0. Cilj je da nademo fundamentalni skup rjesenja i shodno tome opée rjesenje jednadzbe (13).
Procedura je relativno jednostavna. Pretpostavimo da rjesenja jednadzbe (13) imaju oblik A", gdje je A kompleksan
broj. Zamjenom ove vrijednsoti u jednadzbu (13) dobijamo:

A p AT e =0 (14)

Ova jednadzba se naziva karakteristicnom jednadzbom diferentne jednadzbe (13), a njeni korijeni A se nazivaju
karakteristicnim korijenima.
Primijetimo da, zbog py # 0, nijedan od karakteristi¢nih korijena nije jednak nuli. Razmotrit ¢emo dva slucaja.



1. Slucaj a. Pretpostavimo da su karakteristicni korijeni A1, Ao, ..., Ay medu-sobno razli¢iti. Tada vrijedi sljedeci
teorem.

Teorem 15 Ako su karakteristiéni korijeni Ay, Az, . .., Ay, medusobno razlititi, tada je skup {\], A5, ..., AL} fundamen-
talni skup rjesenja jednadzbe (13).
Primjer 16 Data je diferentna jednadZzba

Tpta — Tpt1 + 102, =0 (n=0,1,...).

a) Naéi opée riesenje date jednadzbe.
b) Naéi rjesenje date jednadzbe uz pocetne uvjete xyp =1 i x1 = 2.

Rjesenje. a) Odgovarajuta karakteristicna jednadzba ima oblik
AN —7A4+10=0,

odakle se dobijaju karakteristi¢ne vrijednosti A\; = 2, Ao = 5, pa je fundamentalni skup rjesenja {2™,5"}. Opce rjesenje
date diferentne jednadzbe ima oblik
z, =C1-2"+Cq-5™. (15)

b) Koristeci opce rjesenje (15) i pocetne uvjete, imamo

n=0=1=x9=C1+ (s,
n=1=2=ux; =2C; +5C,.

Odavde se dobija C; =11 Cy = 0, pa je trazeno rjesenje PPV: x,, = 2™. &

2. Slucaj b. Pretpostavimo da su karakteristicni korijeni A1, Ao, ..., A, razliciti sa visestrukostima my,mao, ..., m,
respektivno, pri ¢emu je
mi+mo+...+m, =k.

U ovom slucaju jednadzba (13) se moze zapisati kao:

(E — Al)ml (E — )\2)m2 s (E — )\T)mrl'n =0. (16)
Uoc¢imo da, ako su §£ll), 5512), e ,§§lm"') rjeSenja jednadzbe
(B — X))z, =0, (17)

onda su ona, takoder, rjeSenja i jednadzbe (16). Pretpostavimo da mozemo naé¢i fundamentalni skup rjesenja za sve
jednadzbe (17), 1 < i < r. Za ocekivati je da unija ovih r fundamentalnih skupova bude fundamentalni skup rjesenja
jednadzbe (16).

Lema 17 Skup S; = {\!',n\l', 2\, ... ,n™~I\!} je fundamentalni skup rjese-nja jednadzbe (17).

Teorem 18 Skup S = |J S; je fundamentalni skup rjesenja jednadzbe (13).
i=1
Opce rjesenje jednadzbe (13) je dato sa:

Ty = Z )\? (CzO + Cﬂ’ﬂ + Ci2n2 + ...+ szz 1nmi71) . (18)

=1

Primjer 19 Rijesiti PPV

(=]

, n=0,1,2,..,

o = O7 T = 71, To = 1.

Tpag — DTpao + 8xpi1 — 4y,



Rjesenje. Odgovarajuca karakteristi¢na jednadzba je
N B4 8N—4=0,
¢ija su rjeSenja: A\ = 1, Ao = A3 = 2. Opce rjesenje, prema (18), date jednadzbe je
Ty = C11" + D12" + Don2™ = Cy + D12" + Don2™.

Iskoristimo pocetne uvjete kako bismo odredili konstante Cy, Dy i Da:

zg = C1+D1+Dy=0
ry = Cl +2D1 +2D2 =-1
o = Cl +4D1 +8D2 = 1.

Odavde je
C1=5,Dy=-5Dy=2.

Prema tome, trazeno rjesenje PPV je

Tp=5-5-2"+2n-2" =5+ (2n — 5) - 2" *»

Pretpostavimo sada da medu korijenima karakteristicne jednadzbe ima imaginarnih kompleksnih, koji se, kao sto
znamo pojavljuju u parovima konjugirano kompleksnih brojeva. Pokazatemo da svakom takvom paru odgovaraju dva
realna linearno nezavisna rjesenja. Neka je Ay = a + ib, Ao = a — ¢b. Tada je

M2 =r(cosf £ising), r=+/a?+ b2 tan@zg, 0+kr (keZ),

odakle slijedi
Tp = A = 71" (cosnf + isinnd).

Odavde se vidi da karaktersiticnom korijenu A\; odgovaraju dva realna rjesenja

(D) — p7 o no, 22 = pn sin nd, (19)

n n
koja su linearno nezavisna jer za njihov Casoratian vrijedi

1 0

W (0) = det [TCOSH rsin @

} =rsinf # 0.

S druge strane, konjugirano kompleksnom korijenu Ay odgovaraju realna rjesenja
XM = cosnl, xX? = —r"sinnd, (20)

koja su ocito linearno zavisna sa rjesenjima (19). Prema tome, paru konjugirano kompleksnih korijena karakteristi¢ne
jednadzbe odgovaraju linearno nezavisna realna rjesenja oblika (19) ili (20).

Ako, medutim, konjugirano kompleksni par korijena karakteristi¢ne jednadzbe ima vigestrukost m, onda su odgovarajuca
fundamentalna (linearno nezavisna) rjesenja:

L cosnf, n™ 1™ sin nf.

" cosnf, r" sinnf, nr" cosnf, nr’ sinnd, ...,n"™"
Zaklju¢ujemo da se pronalazenjem svih fundamentalnih rjesenja koja dogovaraju svim realnim korijenima i svih rjesenja
koja odgovaraju svim parovima konjugirano kompleksnih korijena karakteristicne jednadzbe, dobija fundamentalni skup
rjeSenja homogene jednadzbe (13).

Primjer 20 Rijesiti jednadzbu
3Tpy2 — 6441 + 42, =0.



Rjesenje. Iz karakteristicne jednadzbe 3A* — 6\ + 4 = 0 dobijamo

\/32(

Mo=1div" ="

3 V3

T T
cosfiisinf)
6 6

Zbog toga je opcte rjeSenje promatrane jednadzbe

Ty = (53)” [cl cos (%) + co sin (%)} , n=0,1,2 ..

pri ¢emu su ¢; i ¢; proizvoljne konstante. &
3. Linearne nehomogene jednadzbe i metod neodredenih koeficijenata
Fokusirajmo se sada na rjesavanje linearne nehomogene jednadzbe k-tog reda

Ttk +P1(N)ZTpip—1+ ... Fpp(N)xy =1y, (21)

gdje su p;(n) (i =1, ..., k) i r, funkcije realnih vrijednosti definirane za n > ng (tj. realni nizovi) i pri ¢emu je px(n) # 0
za sve 1 = ng.
Nije tesko izvuéi sljedeci zakljuéak: Nasuprot homogenim diferentnim jednadZbama, rjesenja nehomogenih diferentnih
jednadzbi ne formiraju vektorski prostor. Ni suma (razlika), ni proizvod rjesenja nehomogene jednadzbe nije (opéenito)
njeno rjesenje.
Teorem 21 Ako su xg) 1 mg) rjefenja jednadzbe (21), onda je x, = zSP — :1:%2) riesenje odgovarajuce homogene
jednadzbe

otk +P1(N)Tngk—1 + ... + pr(n)z, =0. (22)

Uobic¢ajeno je da se opée rjesenje homogene jednadzbe (22) naziva komplementarnim rje§enjem nehomogene jed-

nadzbe (21) i oznacava se sa 2. Bilo koje rjesenje nehomogene jednadzbe (21) zvatemo partikularnim rjefenjem

jednadzbe (21) i oznacavatemo ga sa o).

Teorem 22 Bilo koje (tj. opée) rjesenje jednadzbe (21) moZe se napisati kao

k
o =)+ = 0P+ > el )
i=1
gdje je {33511), zg), . ,:c%k)} fundamentalni skup rjefenja homogene jednadzbe (22).

U mnogim slucajevima jako je tesko nac¢i opce rjesenje nehomogene jednadzbe. No, situacija je nesto povoljnija kada
su u pitanju linearne diferentne jednadzbe s konstantnim koeficijentima. Za takve slucajeve preostaje jos samo pronaci
nacin kako se odreduje partikularno rjesenje xS{’ ), Postoje razlic¢iti metodi za njihovo odredivanje i naredno izlaganje
bit ée posveteno upravo nekim od tih metoda. Rijec¢ je o sljede¢im metodima: metod neodredenih koeficijenata, metod
vargjacije konstanti, metod operatora, metod generirajucih funkcija i metod Z-transformacije. Metod Z-transformacije,
zbog svoje specificnosti, bit ¢e izloZzen nesto kasnije u posebnom poglavlju.

Metod neodredenih koeficijenata za izracunavanje partikularnog rjesenja zslp ) jednadzbe (21) je jedan od jednostavnijih
metoda i zbog toga ¢emo upravo njemu prvo posvetiti paznju. Analogno istoj situaciji kao kod diferencijalnih jednadzbi,
i ovdje se, u osnovi, metod sastoji u tome da se inteligentno pretpostavi oblik partikularnog rjesenja, s nepoznatim
(neodredenim) koeficijentima, a zatim da se ta funkcija (niz) zamijeni u diferentnoj jednadzbi (21) i tako odrede
nepoznati koeficijenti. Naravno da se ovaj metod ne moze efikasno upotrijebiti u svim situacijama, to jest za potpuno
proizvoljan niz r,. Ipak, ovim metodom mogu biti uspostavljena neka pravila za odredivanje partikularnog rjesenja

ako je r, linaerna kombinacija izraza koji su oblika
a™,sin(bn), cos(bn), ili n* (24)

ili njihovih proizvoda
a" sin(bn), a"n”, a"n* cos(bn). (25)



A) Slucaj kada je niz r, oblika
Tn = P (n) a”,

gdje je P, (n) polinom po n stepena m.

A1) Ako a nije korijen karakteristi¢ne jednadzbe diferentne jednadzbe (22), tada partikularno rjesenje xﬁf’ )
trazimo u obliku

3353’) =Qm (n)a”,

gdje je @, (n) polinom stepena m, ¢ije koeficijente treba odrediti.

A2) Ako je a korijen karakteristi¢cne jednadzbe diferentne jednadzbe (22) visestrukosti v, tada partikularno
(

rjesenje xnp) trazimo u obliku
P =n"Qp (n)a™
B) Slucaj kada je niz r,, oblika
rn = [P (n) cos (nb) + Ps (n) sin (nd)] a™.
Neka je m = max {r, s}.

B1) Ako se a™ cos (nb) i a™ sin (nb) ne pojavljuju u (opéem) rjesenju 2 homogene diferentne jednadzbe (22),
tada se partikularno rjesenje xﬁf’ ) trazi u obliku

x%p) = [Q}n (n) cos (nb) + Q2, (n) sin (nb)] a”,
gdje su QL i Q2, polinomi stepena m s neodredenim koeficijentima.

B2) Ako se a™ cos (nb) ili a™sin (nb) pojavljuju u (opéem) rjesenju ') homogene diferentne jednadzbe (22) s
visestrukoscu v, tada se partikularno rjesenje ngg ) trazi u obliku

2#) =" [QL, (n) cos (nb) + Q2, (n) sin (nb)] a”.

Napomenimo jo§ da se u izrazu niza r, stepen a’ moze i da ne pojavi, pa se tada i ne ukljuc¢uje ni u partikularno
rjesenje. Takoder napomenimo da se prethodno razmatranje moze primijeniti i za sluc¢aj kada se niz r,, moze predstaviti
u obliku zbira nizova koji se bitno razlikuju. Naime, ako je r,, = rfbl) + ..+ r$}” ), tada se partikularno rjesenje neho-
mogene jednadzbe (21) trazi u obliku zbira 2P =P 4 4 2P pri cemu je 2 partikularno rjesenje jednadzbe

Pe(E)zn, =7 (i=1,..,m).

Tabela 3.1 Oblici partikularnog rjesenja

Oblik niza r, Oblik partikularnog rjesenja :z:%p)
am Cl am
ko
nk > it
i=0
k )
nFa" (Z sz> a”
i=0
sin bn, cos bn Cqsinbn + Cy cosbn
a™sinbn, a™ cosbn (Cysinbn + Cy cosbn)a™
k ) k .
a™n® sin bn, a"n* cos bn <Z C’inl> a™sin (bn) + <Z Dml) a™ cos (bn)
i=0 i=0




Primjer 23 Rijesiti diferentnu jednadzbu
Tpyo + 3Tpy1 — dx, = n3".
Rjesenje. Karakteristi¢ni korijeni homogene jednadzbe su Ay =11 Ay = —4, pa je
2 = C 4+ Cy (—4)".
Ova situacija spada u okvire sluc¢aja Al. Zbog toga imamo
2P) = (a; + agn) 3.
Zamjenom ove relacije u (26) dobijamo

a13"2 + ag(n +2)3"*2 + 3a13" ! 4 3ay(n + 1)3"T! — 443" — 4ayn3™ = n3"
< (14a1 4 27a5 + 14asn)3™ = n3™.

Odavde je
14ay + 27a2 = 0,
14as =1,
ili 27 1Pt'kl jesenje date jednadzbe j
iliag = —— = —. Parti rno rjesen, nadz
a1 106> %2 = 1z Fartikularno rjesenje date jednadzbe je

97 1
P — (2L 4 — n
e ( 196 © 14") 3%

a njeno opce rjesenje je

Primjer 24 Rijesiti diferentnu jednadzbu
Tpy2 + 92, =5-3"sin (%) .
Rjesenje. Karakteristicna jednadzba odgovarajute homogene jednadzbe je
A +9=0.

Karakteristi¢ni korijeni su:
AL =31, Ao=3i

Dakle,r:?)iﬂzg,paje

acgf) =3" [Cl cos (%) + Cs sin (%)} .

Primijetimo da se r,, = 3" sin (%) pojavljuje u chf). To je slucaj B2), prema kojem je

zP) =n {acos (@) + bsin (@” 3",
2 2
gdje su a i b koeficijenti koje treba odrediti. Zamjenom (28) u (27), dobijamo
(n+2) [acos (% + 7r) + bsin (% + W)} 3T

+on [acos (%) + bsin (%)} 3" — 5.3"sin (%)



Takoder, zamjenom cos ("7” + 77) = —cos ("7”) i sin ("7” + 7r) = —sin ("7”) i porede-njem koeficijenata koji stoje uz
kosinus, dobijamo a = 0. Analogno, poredenjem koeficijenata koji stoje uz sinus, dobijamo b = —15—8.

Zamjenom ovih vrijednosti nazad u (28), dobijamo

5
zP) = —ﬁnS" sin (%) ,

a opce rjesenje jednadzbe (27) je

Ty = {Cl cos (%) + Cysin (%) — 3nsin (m)} 23" &

Primjer 25 Vidjeti zad. 3.2.23

Zadaci za vjezbu:

3.3.1-3.3.12

i

3.3.15-3.3.22 (samo metod neodredenih koeficijenata)



