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Diferentne jednadzbe prvog reda

Definicija 1 Jednadzba oblika
Tnt+1 = f (x") ) n= 07 17 teey (1)
gdje je f: I — I (I interval realnih brojeva), se naziva autonomnom diferentnom jednadzbom prvog reda.
Primjer 2 Primjeri autonomnih diferentnih jednadzbi:
52 +3

Tn+1 = 9

= Zpy =222 =32, +10, .01 =22, 3. &
Ty, —4

Postoje i neautonomne diferentne jednadzbe koje su oblika
Tpy1 = f(n,2,), n=0,1,... (2)

Primjer 3 Primjeri neautonomnih diferentnih jednadzbi:

2naz? + 3n? n
#, Tpt1 = (3n+ 5):2% — 2nx, + sin nr &
T, —1 3

Zasto se jednadzbe (1) i (2) nazivaju bag diferentnim jednadzbama? Naime, diferentne jednadzbe su intenzivno prouca-
vane kao diskretni analogoni diferencijalnih jednadzbi

Tp+1 =

' =glx), x(ts) = xo.

Ukoliko izvod 2’ (t) aproksimiramo koli¢nikom

z(t+ h) — x(t)

)
za dovoljno malo h, i stavimo
tn =to+nh, x(ty) =Tn, ATy ==Tpi1 — Tn,

dobijamo

Az, = hg(xy,).
Dakle, aproksimacijom izvoda diferencijalnih jednadzbi, a $to je moguée uciniti na vise nac¢ina, dolazimo do novih oblika
jednadzbi koje zapravo nazivamo diferentnim jednadzbama. No, primijetimo i sljede¢e. Jednadzbe (1) i (2) se Cesto
nazivaju i rekurentnim jednadzbama. Medutim, ako upotrijebimo operatore iz diferentnog ra¢una (E i A), npr. u
jednadzbi (2), imat ¢emo

Ezx, = f(n,z,) <= (A+ 1Dz, = f(n,x,) < Ax, = f(n,z,) + xn,

odnosno
Az, = F(n,xz,), (3)
gdje je F(x,) = f(xn) + x,. Prisjetimo se opceg oblika diferencijalne jednadzbe prvog reda
y'=f(zy) (4)
i odgovarajué¢ih analogona u diferentnom ra¢unu, s jedne strane, i diferencijalnom i integralnom rac¢unu, s druge strane:
T mn, Y Ty, — — A.
dx

Uocavamo analogni zapis jednadzbi (3) i (4). Jednadzba (3) sadrzi diferentni operator A (kao sto diferencijalna
jednadzba (4) sadrzi operator diferenciranja %) pa se s pravom naziva diferentnom jednadzbom.

Rjesenje diferentne jednadzbe je svaki niz {:vn}flo:o koji zadovoljava tu jednadzbu za sve n = 0,1,2,.... Za neke
klase diferentnih jednadzbi, prije svega, za neke linearne, moguce je do¢i do opceg rjesenja. Medutim, u opéenitom
slucaju to je vrlo tesko postiéi. Zbog toga temo se posvetiti problemu rjesavanja linearnih diferentnih jednadzbi prvog
reda, te njihovoj primjeni u praksi.



Definicija 4 JednadZzba oblika
Tptl = GpZp +bn, n=0,1,2, .., (5)

gdje su {a,} i {bn} poznati nizovi realnih brojeva, naziva se linearnom diferentnom jednadzbom prvog reda (jer
je na desnoj strani linearna funkcija f (x) = ax +b).

U slucaju kada je b, =0 (n=0,1,...), jednadzba (5) se naziva homogenom, dok se inace, to jest kada je b, # 0
za bar jedno n € {0,1,2,...}, jednadzba (5) naziva nehomogenom.

Uoc¢imo da se u jednadzbi (5) moze opéenito smatrati da indeks n polazi od nekog fiksnog prirodnog broja ng > 1 .
Medutim, smjenom z,_n, = &, taj slu¢aj svodimo na slucaj jednadzbe (5).
Obicno se jednadzbi (5) dodaje takozvani uvjet pocetnih vrijednosti
o = Q. (6)

Diferentna jednadzba (5), zajedno s pocetnim uvjetom (6), ¢ini tzv. problem pocetnih vrijednosti (skr. PPV).

Moguée su izvjesne modifikacije jednadzbe (5) u ovisnosti o tome da li su nizovi {a,} i {b,} konstantni ili ne:

Tpi1 = QpTy + b7 n=0,12,.. (7)
Tn+1 :a:cn+bn, n:O7172a"'a (8)
Tpi1 =aTy+b, n=0,1,2 .., 9)

pri ¢emu su a € R\ {0} i b € R poznate konstante.
Razmotrimo prvo slu¢aj homogene linearne jednadzbe prvog reda:
Tptl = GnZpn, n=0,1,2,... . (10)

Rjesenje ove jednadzbe se moze jednostavno dobiti iteriranjem:

Tnp = Qp-1Tp—-1 = Gp-1 (an72$n72) = 0p—-10n-2 (an73xn73) = e =
n—1
= ap—-10p—2...00T9 = Hai Zo-
=0

Dakle, opce rjesenje jednadzbe (10) je dato sa

Ty = (ﬁ%) C, (11)
i=0

gdje je C proizvoljna konstanta, dok odgovarajuce rjesenje PPV ima oblik

n—1
T, = <Hai> a. (12)
i=0
Primjer 5 Jednadzba

Tn+l1 =3Tn, n=0,1,2,..

1mma opce rjesenje
x, =C- 3",
gdje je C proizvoljna konstanta. Odgovarajute riesenje PPV je

T, =a-3".

Primjetujemo da je svako rjesenje neograniceno. &



Primjer 6 Jednadzba

3n+1
n - e n:07 :071,2,...
SR "
ima opée rjesenje (prema (11))
n—1,.
3i+1 1 4 7 10 n—8 3n—5 3n—2

n = C " :C.—.iti.i..'.. . .
v E)3Z+7 7 10 13 16 n—2 3n+1 3n+4

4C
Bn+1)(3n+4)’

(C' - proizvoljna konstanta), iz tega se da zakljuciti da x, — 0 (n — 00). )

Razmatrajmo sada slu¢aj nehomogene linearne diferentne jednadzbe prvog reda u najopéenitijem obliku (5). Jedin-
stveno rjesenje ove jednadzbe moze se nac¢i takoder jednostavnim iteriranjem i primjenom matematicke indukcije.
Naime,

T1 = ap¥o + bo,
a1z1 + b1 = a1 (apzo + bo) + b1 = araoxo + arby + by,
asro + b2 = a2 (alaol'o + a160 + bl) + bQ =

=  a9a1a9To + asaiby + asby + bo,

T2

zs3

iz tega se moze zakljuciti da za sve n € ZT vrijedi:

Ty, = (1:[0%) To + i ( 1:[ ai> b,. (13)

r=0 \i=r+1

Pri tome smo, po definiciji, uzimali da je
—1 n—1
[Tei=1iJJa: =1 (14)
=0 i=n

Formulu (13) dokazimo principom potpune matematicke indukcije. U tu svrhu pretpostavimo da je ona tacna za neki
prirodni broj n = k > 1. Tada iz (5), za n = k, to jest

T+l = apTk + by,

k—1 k—1 k—1
Tpy1 = Qg (H%) To + ak ( ai> b, + by
3 i 1

koriste¢i formulu (13), slijedi
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Pri tome smo koristili notaciju
k k
[[a=11> a=o. (15)
i=k+1 r=k+1

Znagi, formula (13) zaista vrijedi za sve n € Z7.
Naravno da ¢e se formula (13) malo modificirati u slucaju jednadzbi (7), (8) ili (9).

Gornje razmatranje se moze objediniti u obliku sljedeteg teorema.



Teorem 7 Neka su {a,} i {b,} nizovi realnih brojeva. Tada postoji jedinstveno rjesenje jednadzbe (5) uz pocetni wvjet
zo = a € R. Takvo rjesenje je oblika

n—1 n—1 n—1
Ty = (Hai>a+z ( H ai> b, n=12,.., (16)
i=0 r=0 \i=r+1
vodeti pri tome ratuna o notaciji (15).
Specijalno, kada je a,, = ailib, = b (n=10,1,2,...), to jest kad je jednadzba (5) oblika (7), (8) ili (9), vrijedi sljedeéi
teorem.

Teorem 8 Neka su a,b € R, a # 0. Tada postoji jedinstveno rjesenje jednadzbi (7), (8), odnosno (9) uz pocetni uvjet
xzo = a € R. U slutaju jednadzbe (9) to je rjesenje dato sa

o+ bn, ako je a =1,
Ty = n=012.. . (17)
b b )
o — a" + ——, adkojea#1,
1—-a 1—-a
Rjesenje jednadzbe (8) ima oblik
n—1
Tp=aad"+ Y a" F b, n=1,2, .., (18)
k=0

dok rjesenje jednadzbe (7) ima oblik
n—1 n—1 n—1
zn<Hai)a+Z< 11 ai>b, n=12.., (19)
i=0 =0 \i=r+1

vodeti pri tome ratuna o notaciji (15).

Primjedba 9 Neka je b # 0. Uocimo da je, u slucaju a = 1, svako rjeSenje jednadzbe (9) neograniteno. Takoder, u
slucaju a # 1, jednadzba (9) ima konstantno rjesenje

b
1—a

. n=0,1,2,.... (20)
Takvo se rjesenje naziva ekvilibrijum rjedenje jednadzbe (9). Svako drugo rjefenje jednadzbe (9), za |a| < 1, kon-

vergira ka ekvilibrijum rjesenju.

Primjer 10 Rijesiti problem pocetnih vrijednosti
Tpy1 — 3T, =€, (n=0,1,2,...), x9=2.

Rjesenje. Data jednadzba je oblika (8), pa koristeé¢i (18) i uvjet @ = 29 = 2, dobije se da je njeno opée rjesenje:

- k-1 _k 1n_1 e\k 11_(§)n
e == 23 +23 e :23 +3 Z(g) :23 +3 1_7;
k=0 k=0 3
3n _ en
- 2.3" ¢ Con=1,2, ... &
3—e

Primjer 11 Nadéi rjesenje diferentne jednadZzbe

Tny1=2n+1)z, +3"(n+1)!, (n=0,1,2,...), =x9=1.



Rjesenje. Prema (16) imamo

T, = ﬁQ(i+1)+n_ <ﬁ 2(z’+1)>3’“(kz+1)!
=0 k

;=0 \i=k+1
n—1 n—1 3 k
= 2'pl 1gn=h=l. gk — gnpl 4 on—lp) =
n! + Zn 3 n! + n Z 3
k=0 k=0
3\" n
=) =1 3
= 2"71!—&—2"_171!(23)7:2"71! 1+(=) —1
5—1 2
= 3"n! . &

Zadaci zavjezbu (iz knjige: M. Nurkanovi¢ i Z. Nurkanovi¢: Linearne diferentne jednadzbe - Teorija i zadaci s
primjenam, "PrintCom” Tuzla, Tuzla, 2016.) :

2.2.2 - 2.2.11 (uradeni zadaci)

2.3.1 - 2.3.7 (neuradeni zadaci)



