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Linearne diferentne jednadzbe s varijabilnim koeficijentima - Metod generirajucih
funkcija

Definicija 1 Funkciju

g@)=as+az+ asz? + ... = Zakxk,
gdje navedeni stepeni red konvergira u nekoj oblasti, nazivamo generirajucom funkcijom niza {an}zozo.

n

Primjer 2 a) Funkcija (1+ x)" Z ( )xk je generirajuca funkcija niza binomnih koeficijenata reda n, koji je

konacan niz.

1 o0
b) Funkcija : = 1l4+z+22+.. = Zx’“, |z| < 1, je generirajuéa funkcija beskonaénog konstantnog niza
k=0
(1,1,1,...).
1 (oo}
¢) Funkcija 52— l—a+a%2—..= Z (=1)" 2%, |z| < 1, je generirajuéa funkcija niza (1,—1,1,—-1,...). &
x

Navedimo sada neke mogucnosti izvodenja operacija sa generirajuc¢im funkcijama.

1. Sabiranje. Ako su g ( Z arzh i g ( Z bpz® generirajuce funkcije nizova {an} i {bn}, tada je
k=0
oo
9(@) =g1 () + 92 (x) =Y (ar +by)
k=0

generirajuca funkcija niza {c,}, gdje je ¢, = an, +bp, n=10,1,2, ...

(o)
2. Mnozenje konstantom. Ako je g (z) = Z arx” generirajuéa funkcija niza {a,}, a c neka konstanta, tada je
k=0

fz)=cg(x)= Z capa®
k=0

generirajuca funkcija niza {ca,, }.

3. Linearna kombinacija. Ako su ¢ ( Z arz® i g ( Z bpx* generirajuée funkcije nizova {a,} i {b,},
k=0
a «a 1 0 konstante, tada je
9(2) = agi () + Bo2 (1) = 3 (aan + Bbn) 2*
k=0

generirajuca funkcija niza {c,}, gdje je ¢, = aa, + Bb,, n =0,1,2,... .

(o)
4. Translacija. Ako je g (z) = Z arpz*® generirajuéa funkcija niza {a,}, tada je
k=0

oo
x) = E ap_nx
k=n



generirajuéa funkcija niza (0,0, ...,0, ag, a1, as, ...).
———

n
Ocito je funkcija
2

1 0o 00
g(x) —ap —a1x —apx® — ... —ap_ 12" K &
" =X arpl = A4nT

generirajuca funkcija niza (an, Gpiy1,...).

(o)
5. Smjena promjenljive. Neka je g(z) = Y. apa® generirajuca funkcija niza {a,}, a c neka konstanta. Tada

k=0
vrijedi
(o]
Z a, (cx) Z Faya®
k=0 k=0
§to znaci da je g (cx) generirajuca funkcija niza {c"a,} .
6. Mnozenje. Ako su g; ( Zakx iga( Zbkx generirajuce funkcije nizova {a,} 1 {b,}, tada je

k=0

f@) =9 ()92 () = (Cbo + a1z + axx® + ) (bo + bz + boa® + )
aobo + (agb1 + aibg) © + (apba + a1b1 + azbo) z° +

e}
E ckxk
k=0

generirajuca funkcija niza {c, }, gdje je ¢, = Z arbn—r (n=0,1,2,...) (kazemo da je niz {¢, } konvolucija nizova {a, }

i (b)), .

1
Specijalno, ako je g2 (z) = T dobijamo da je
—x

g1 (z) =ag+ (ap+a1)z+ (ag + a1 + az) z® + ...

1—=z

generirajuca funkcija s, = Z ar (n=0,1,2,...) parcijalnih suma niza {a,}.

k=0
o0
7. Diferenciranje. Neka je g (x) = Z apz® generirajuca funkcija niza {a,}. Tada je
k=0

= Z (k + ]_) akﬂxk

k=0
generirajuca funkcija niza {na,}.
oo
8. Integracija. Ako je g(x) = Zakxk generirajuca funkcija niza {a,}, tada je
k=0
j o0

0 k=0

generirajuca funkcija niza {0} U {n+1 an} .

9. Eksponencijalne generirajuce funkcije.



Definicija 3 Funkciju g (x) = k' ack nazivamo eksponencijalnom gene-rirajué¢om funkcijom niza {a,}.

o0 o0

Qg . bk k .. e e, .. . . .

Ako su ¢ (z) = yz iga(z) = Z i eksponencijalne generirajuée funkcije nizova {a,} i {b,}, tada je

k=0 k=0

o0 n n
x) = x x) = apbp_k p "
16 =0 0n0) = 3 {30 (L)utne

n
eksponencijalna generirajuca funkcija niza {c,}, gdje je ¢, = Z (Z) arbn—r, zan=0,1,2, ... (kazemo da je niz {c, }
k=0
binomna konvolucija nizova {a,} i {b,}).

Primjer 4 Metodom generirajucih funkcija rijesiti diferentnu jednadzbu

Tpyo — 3Tyt + 22, = 1 — 3n 4+ n? 427,
o0
Rjesenje. Neka je g(t) = Zmnt” generirajuc¢a funkcija niza {x,}. Mnoze¢i datu diferentnu jednadzbu sa " i

n=0
sumirajuci od 0 do oo, dobijamo

o0

anHt — 3an+1t + Qant" => (1=3n+n”+2")t",

n=0 n=0 n=0

odnosno,
(:1’,‘2 + x3t + ) — 3(.131 + xot + ) + 2(:130 + it + ) =

o0 o0 oo o0
=D " =3 nt"+ Y Rttty 2m,
n=0 n=0 n=0 n=0

§to se moze pisati u obliku

g(t)_f;t_xo —39(’5);% +2g(t) = 1: _3(1_tt)2 * gjt;t * 1—1215
Odavde slijedi da je
t 1 t*
9(0) = (1 =3a0) Ty oy Y Ty T (- 02— 2)
= £(1+1) t*

a 3(1 —£)3(1 — 2t) + (1—t)*(1—2t) (1—1)(1—20)

Nakon rastavljanja na parcijalne razlomke, imamo
213() — T r1 — o+ 2
1-1¢ 1-2t
1t(t? + 4t + 1) N 1 2t
3 (1—1¢)4 2(1—2¢)%

¢ t(t+1)
=02 (-1

g(t) = - g

Kako je

1 oo oo oo
T = Zt’z = Znt”, = Zn2t",

t(t? + 4t + I 3
tn — 2ntn 2ntn



to se dobije da je
[e.e]
ant" = (229 — 11 Zt + (x1 — 2o +2) Z?"t" Znt"
n=0 n=0 n:O
+ ant" - 1io:n‘gt" + 1io:nZ”t"
3 2
n=0 n=0 n=0
S n 5 2 1 3 1 n n
:Z 2x0 — w1 + (1 — 20 +2) 2 —gn—I—n — 3" —|—§n2 ",
n=0

pa je
) 5 1 1
Ty =2x0 —x1 + (T1 — 20 +2)2" — gn +n?— §n3 + 5712".

Uzmemo li da je 2z — x1 = C1, 1 21 — ©g + 2 = C5, konacno se dobija opce rjesenje promatrane jednadzbe

5 1 1

Tn=014+C2" —n+n2—Znd+n2". &

3 3 2
Primijetimo da se u Definiciji 1 i Definiciji 3 generiraju¢a (i eksponencijalna generirajuca) funkcija moze definirati i
opéenito za niz funkcija {a, (£)} = (ao (t), a1 (t),az (t),...). Na taj nacin, uzimajuéi specijalno ay, (t) = (f (¢))" za neku
funkciju f (¢), dobijamo odgovarajuéu generirajuéu funkeiju

= 3 kmk: 3 xkzil
=> (f®) ,;o(f(t) =

k=0

za |f(t)z] < 1. Ovo se moze iskoristiti i za dobijanje drugih zanimljivih generiraju¢ih funkcija. Tako, koristeci

diferenciranje,

Kl 1 _g‘x’ ko
k k k 1
,?0

# k(f
(1-— (t:zc ,;J

dobijamo da je % generirajuc¢a funkcija za niz {n (f (¢))"}.
Sliéno zakljuc¢ujemo da je
k
oSBT _ i (f ()" «*
k=0
generirajuc¢a funkcija za niz {(f (¢))"}.
Ovo ¢emo sada iskoristiti da uvedemo pojmove kao sto su Bernoullievi polinomi i Bernoullievi brojevi, koji ¢e nam
omoguciti da dodemo do jo$ jedne vaZne formule za odredivanje antidiferencije od ¢™.

Definicija 5 Bernoullievi polinomi B,, (t) su definirani jednakodtu

tx

drugim rijecima, je eksponencijalna generirajuéa funkcija za niz B, (t).
e _




Definicija 6 Bernoullievi brojevi B,, su vrijednosti Bernoullievih polinoma B, (t) ut =0, to jest B, = B, (0).

e’ —1

T

Odredimo sada prvih nekoliko Bernoullievih polinoma. Pomnozimo prvo jednakost (1) sa

Razvijajuti eksponencijalne funkcije na obje strane posljednje jednakosti u njihove Taylorove redove u okolini tacke 0
i grupirajuci ¢lanove istih stepena od z, dobijamo

) 2.’132 t3$3
r  a? By (t) By (t) 5

B0 B0, (B0

:Bo(t)+<1!+ o L Bl Bo(t)>m2+....

2! 211! 3!
Uporedivanjem koeficijenata uz iste stepene od x, imamo

Bo(t) _, Ba(t) Bi(t)  Bo() _#
2 )

By(t)=1, Bi(t)+

Odavde se dobija prvih nekoliko Bernoullievih polinoma

1 1
Bo()=1,  Bil)=t—35,  B()=t"—t+g,
3 1
By (t) =t — St + -t
3 (t) R
S druge strane, prva Cetiri Bernoullieva broja su
1 1
By =1, By =—= By == Bs =0. (2)

Navedimo sada i nekoliko osnovnih osobina ovih polinoma.

Teorem 7 Osobine Bernoullievih polinoma:
(a) By (£) = 0B (1) (0> 1),
(b) A¢B,, (t) =nt""1  (n>0),
(¢) Bn=Bn(0) =B, (1) (n#1),
(d) Bgm+1 =0 (m Z 1).

Uoc¢imo da iz tvrdnje (a) prethodnog teorema slijedi da je svaki B, (t) polinom stepena n. Takoder, iz tvrdnje (b)
neposredno slijedi sljedeta vazna ¢injenica.

Posljedica 1 Ako jen =0,1,2, ..., tada je
1
ATl = ——B, 1 (t)+C (1),
B () + O 1)

gdje je AC (t) = 0.

n—1

Ova se posljedica moze vrlo efektno iskoristiti za izracunavanje kona¢ne sume oblika Y~ i*. Naime, prema Teoremu
i=1

7?7, imamo

St = (A = | B (0] = g B 0 - Bl 9
i=1 1



Metod generirajuéih funkcija u sluc¢aju linearnih diferentnih jednadzbi s varijabilnim koeficijentima primjenjuje se
na veé opisani nacin kao i u sluéaju jednadzbi s konstantnim koeficijentima. Cesto se dogada da generirajuca funkcija
za rjeSenje diferentne jednadzbe zadovoljava odredenu diferencijalnu jednadzbu koja je rjesiva i ¢ije je rjesenje izrazeno
pomocu srodnih funkcija. Ovo je obrnuta procedura od procedure iznalazenja rjesenja diferencijalne jednadzbe u obliku
stepenog reda. Vazno je istaknuti da se primjenom ovog metoda dobija samo jedno partikularno rjesenje diferentne
jednadzbe. Ostala rjesenja koja pripadaju fundamentalnom skupu treba traziti na neki drugi na¢in. Objasnimo to u
slucaju linearne diferentne jednadzbe drugog reda. Uocimo prvo da iz Abelove leme slijedi da za Casoratian rjesenja
homogene diferentne jednadzbe drugog reda

Tn+z +P1(n) Tntr +p2 (R)2n =0 (4)
vrijedi
n—1
= (H Pa (z’)) W (0). (5)
i=0
Neka je x( ) nenulto rjesenje jednadzbe (4) i neka xg) oznacava neko drugo rjesenje. Ocigledno je da vrijedi
Aﬁ B xS)Am@) ng)A:E%l) W (n)
1) 1) (1 1) (1) 7
o) 7(1) ’Srl)*l x%) 5&1
odakle slijedi
22 — WAL W (n) (6)
" " RCMONN N
n Tpiq

§to predstavlja formulu po kojoj se odreduje drugo partikularno rjesenje jednadzbe (4) na osnovu jednog poznatog
rjeSenja.

Primjer 8 Rijesiti diferentnu jednadzbu
2(n+ 2)xpi2 — (34 2n)xpy1 + 20 =0, n=20,1,2,..

Rjesenje. Neka je generirajuca funkcija
o0
= Z Tt
n=0
Pomnozimo svaki ¢lan date diferentne jednadzbe sa t™, a zatim sumirajmo po n u granicama od 0 do oc:

oo

oo (o)
2 Z (n+2)z,ot" — Z (2n + 3) xp1t" + Z Tpt™ = 0.

n=0 n=0 n=0
Izvrsimo sada promjenu indeksa u prve dvije sume:

o0

2 i nat" % — Z (2n 4+ 1)z, t" "t + i x,t" = 0. (7)
n=2

n=1 n=0

Budu¢i da je ¢’ (t) = Y07, nx,t" !, to je prva suma u (7) oblika

oo 12
t —
2 g na,th T2 = 279 (*) xl.
—2

t

Druga suma je

oo

t) —
Z (2n + 1) z,t"" 1—22713: " 1+antn 1:29,@)_’_9()71‘0.
n=1 n=1 n=1



Zamjenjujuéi dobijene izraze u (7), imamo

"(t) — t) —
A A =L )
odnosno,
1 21’171’0
") — —g(t) = =22,
90~ 5900 = S,

Specijalno za 2z, = x( posljednja diferencijalna jednadzba ima rjesenje

P R
g(t) =e2 :,ZO Q"n!t .
Dakle,
1
.’En:ﬁ, n:O,l,Q,... .

Na ovaj nacin dobili smo jedno partikularno rjesenje date jednadzbe. Kako je u pitanju jednadzba drugog reda,
neophodno je na¢i jo§ jedno njeno partikularno rjesenje koje ¢e biti linearno nezavisno dobijenom. Na taj nacin bismo
dobili fundamentalni skup rjesenja date jednadzbe. Kao prvo, datu jednadzbu napisimo u obliku

(3+2n)

_ = 2, =0, =0,1,2,...
Tn+2 2(n+2)xn+1+2(n+2)$’ n

Prema (5), imamo

W(n) = (H M) w(0),

=0

1
pa mozemo odabrati da je W (n) = 1) (budué¢i da je W (0) konstanta, to se moze se uzeti da je ona jednaka 1,
n !
jer trazimo drugo rjeSenje kao partikularno). Sada, prema (6), dobijamo trazeno drugo partikularno rjesenje
1
1 2n 1)! 1
Yo = AT (n+ 1) = AT (27 )
27! Tt T 27!
1 n—1
_ k+17,
= 5o > 2Rtk
k=0
Prema tome, opce rjesenje date jednadzbe je
c c n—1
— 2 k+1 —
Tn = e g SR n=0,1,2,..,
k=0

gdje su c¢1 i co proizvoljne konstante. &

Zadaci za vjezbu:
3.2.29-3.2.32
i

3.3.33-3.3.38



