Prof. dr. Mehmed Nurkanovié

Linearne diferentne jednadzbe s varijabilnim koeficijentima

Linearna diferentna jednadzba s varijabilnim koeficijentima je jednadzbi oblika

Totk +01(N)Tptk—1 + ... + pp(R)T), = T4 (1)

Vidjeli smo da se u slucaju linearnih diferentnih jednadzbi prvog reda moze doci do tacne formule za njihovo rjesenje,
¢ak i u sluc¢aju kad su te jednadzbe s varijabilnim koeficijentima. Medutim, u slu¢aju linearnih jednadzbi drugog i viseg
reda s varijabilnim koeficijentnima ne moze se uvijek tako nesto posti¢i. Zbog toga se u takvim slu¢ajevima koriste
neki specijalni metodi za njihovo rjesavanje. Tako su najcesée koristeni sljedeéi metodi: metod faktorizacije operatora,
metod varijacije konstanti, metod generirajucih funkcija, metod faktorijelskih redova i Z-transformacija.

Metod faktorizacije operatora

Ovaj metod je potpuno analogan istom metodu kao u sluc¢aju linearnih jednadzbi s konstantnim koeficijentima, gdje je
imao namjenu snizavanja reda diferentne jednadzbe. Dakle, ako budemo dobre srece da uspijemo diferentnu jednadzbu
(1) napisati u obliku

(E—A,)(E—=By) - (E—-Upp)xp =1n, (2)

i pri tome odredimo operatore A,,, By, ..., U,, moguée je toj jednadzbi sniziti red za jedan.

Primjer 1 Rijesiti PPV
Tnt2 — (M +2) Tp1 + ney, =n, 1 =0, 290 = 1. (3)

Rjesenje. Pokusat ¢emo datu diferentnu jednadzbu da napisemo u obliku (2), a s obzirom da je ona drugog reda, to

znac¢i u obliku
(E—-A,)(F—-Bp)z, =n, (4)

gdje su A, i B, operatori koje treba odrediti.
Lijevu stranu jednadzbe (4) sada moZzemo pisati kao

(E - An) (anrl - ann) = Tn+2 — Bn+1xn+1 - Ananrl + Aan:L'n
= Tp42 — (An + Bn+1) Tnt1 + Aanwn
Uporedivsi to s lijevom stranom jednadzbe (3), dobijamo

An+ Bpy1=n+2, A,B, =n. (5)

Iz druge jednakosti u (5) vidimo da mozemo probati sa ove dvije varijante: A, = nl,B, = [ ili A, = I,B,, = nl.
Uvrstavanjem u (4) i uporedivanjem s (3), zaklju¢ujemo da u obzir dolazi varijanta A, = I, B, = nl. Dakle, vrijedi

(E—-1)(E—nl)z, =n.
Uvedimo smjenu y,, = (E — nl) x,. Tada jednadzba (3) prelazi u diferentnu jednadzbu prvog reda
(E - I) Yn =N,

Cije je rjesenje
(2) 1
Yn=(E—I)""n=A"1nM = nT +c = in(nf D+a.

Sada imamo

1
(B —nl)xy = Yn & Tt :nxn+§n(n—l)+cl,



$to je linearna diferentna jednadzba prvog reda, ¢ije je rjeSenje dato sa

(H) +Z(H ) (bre-nve)

Ty =
1 r=1 \i=r+1
1 n—1 n—1 n—1
-l <r<r_1>H >+01Z<H )
r=1 1=r+1 r=1 \i=r+1
n—1 n—1
_(n=1) r(r—1) | 1
= z; " +Cl(n—1)'z;ﬁ’

jer je z1 = 0. Kako je zo = 1, za n = 2 odavde dobijamo
l=20=0+c¢c1 =c =1.

Prema tome, rjesenje datog PPV je

Metod faktorijelskih redova

U ovom metodu pretpostavljamo da je rjesenje diferentne jednadzbe u obliku tzv. faktorijelskog reda, odnosno, reda
padajucih faktorijela

oo

>

k=—o00

gdje su ¢ = 0, za k < 0. Uvrstavanjem u datu diferentnu jednadzbu, dolazimo do relacija iz kojih mozemo odrediti
nepoznate koeficijente ¢ (slicno metodu stepenih redova u diferencijalnim jednadzbama).

Primjer 2 Rijesiti diferentnu jednadzbu
(n+ 1D zpyo— Bn+2)zp41 + (2n—1)z, =0, n=0,1,2,..
Rjesenje. Datu jednadzbu mozemo pisati kao
(n+1)E?z, — (3n+2)Ex, + (2n— 1) 2, =
=+ 1) (A+D 2, —Bn+2)(A+ D, + (20— 1)z,

odnosno,
(n+1) A%z, — nAz, — 22, = 0. (6)
Pretpostavimo da je rjesenje te diferentne jednadzbe oblika
Ty = Z crn™, (7)
k=—o00

gdje su ¢, =0, za k < 0. Sada imamo

Z kepn®—Y), Z k(k—1)cpnt=2, (8)
k=—o00 k=—o0
Zamjenjujuéi (7)1 (8) u (6), dobijamo

Z kE(k—-1 cknn(k 2 + Z k(k —1)ckn(k_2)—

k=—oc0 k=—oc0



- i kepnnF=1 — i 2¢,n®) = 0.

k=—o0 k=—o0

Koristeti od ranije nam poznatu ¢injenicu
(™ = pmtD 4 pp(m),

(9) mozemo pisati kao

i kE(k—1)ck [n(k D4 (k—2)nk- 2)] Z k(k—1)cpnc=2

k=—o00 k=—o00

(oo}

=Y ke [0 4 (b— %] = 3 20 =

k=—o0 k=—o00
Promjenom indeksa u pojedinim sumama, nakon sredivanja, imamo

oo

3 {(k+2) (k+1)? cpyo — (k+2) ck}n(k) —0,

k=—o00

odakle slijedi
k+2)(k+1) 2 chas—(k+2) =0, k=012, ..,

odnosno,
(k+1)°cppn—cr=0, k=012 . .
Odavde je
1202 —co =0, 2203 —c =0, 3204 —co =0, 4205 —c3=0, ..
to jest
o Co - C1 - C2 - Co o C1
Q=@ BT 4T HEpT g ST mop
pa konac¢no se dobije opée rjesenje date jednadzbe
n( n® n(6)
In = Co {1"_124— 2,32+ 12.32.52 + }
(3) (5) (7)
1, " n n
+Cl|: "ttt et ®
Zadaci za vjezbu:
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3.3.33-3.3.38



