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REZIME

Cilj ovog diplomskog rada je vizualizacija dinamike diferentnih jednadzbi
prvog reda i Lynessove diferentne jednadzbe.

Diplomski rad se sastoji od dva poglavlja.

Prvo poglavlje predstavlja izlaganje o dinamici jednodimenzionalnih pres-
likavanja. Ono pruza mnoge ucinkovite testove za stabilnost fiksnih i peri-
odi¢nih tacaka. Koristi se paket Dynamica za vizualizaciju orbita stepe-
nastim dijagramom, vremenskim nizovima i grafikom tacaka. Osim toga,
prikazan je kratak pregled o bifurkacijama i bifurkacionom dijagramu.

Drugo poglavlje sadrzi neke osnovne definicije i neke poznate rezultate o
stabilnosti i periodi¢nosti rjesenja Lynessove diferentne jednadzbe

A+x,
Tpg1 = , n=0,1,....
Tn-1

Predstavljeno je koristenje paketa Dynamica za vizualizaciju orbita Lyne-

ssove jednadzbe kao sto su fazni portret, bifurkacioni dijagram i Poincareov
grafik.



SUMMARY

The goal of this work is visualization of dynamics of the first-order difference
equation and Lyness’ difference equation.

This work consists of two chapters.

The first chapter presents exposition of the dynamics of one-dimensional
maps. It provides many effective tests for the stability of the fixed and
periodic points.

It uses Dynamica package for visualization of orbits with stair-step di-
agram, time series plot and plot of points. In addition, it presents a short
review of bifurcation and bifurcation diagram.

The second chapter contains some basic definitions and some known re-
sults about the stability, and the periodicity of solutions of Lyness’ difference

equation

A+x,
Tnt+1 = y nIO,l,....
Tpn-1

It presents the usage of Dynamica package for visualization of orbits of
Lyness’ equation as well phase portrait, bifurcation diagram and Poincare’
plot.
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Geometrijska interpretacija dinamike diferentnih jednadzbi

Uvod

Teorija diskretnih dinamickih sistema i diferentnih jednadzbi se intenzivno
proucava u posljednjih tridesetpet godina, kako zbog znacajnih matematickih
rezultata i teorija, tako i zbog velikih primjena u biologiji, fizici, ekonomiji,
hemiji, drustvenim naukama itd.

Kada se proucava dinamika diferentnih jednacina, prije svega, radi se o
sljede¢em: odredivanje tacaka ekvilibrijuma i peroidiénih tacaka, analiza nji-
hove stabilnosti i asimptotska stabilnost te odredivanje haoti¢nog ponasanja.

Dynamica je paket razvijen na bazi poznatog racunarskog programa
Wolfram Mathematica, kao kolekcija gotovih alata i funkcija za proucavanje
diskretnih dinamickih sistema i diferentnih jednadzbi. Paket Dynamica su
razvili profesori M. R. S. Kulenovic i Orlando Merino, sa Univerziteta Rhode
Island (USA).

Dynamica sadrzi niz alata i tehnika algebarske, numericke i graficke pri-
rode: nalazenje tacaka ekvilibrijuma i periodi¢nih tacaka, klasifikacija stabil-
nosti ekvilibrijuma i periodi¢nih tacaka, analiza poluciklusa, izracunavanje i
vizualizacija invarijanti, izracunavanje i vizualizacija Lyapunovljevih funkcija
i Lyapunovljevih brojeva, generisanje bifurkacionih dijagrama, vizualizacija
stabilne i nestabilne mnogostrukosti, te izracunavanje box dimenzije.

Osim toga, izvorni kod unutar Dynamica se moze prilagoditi i prosiriti
od strane korisnika s programerskim iskustvom.

Konacno, Dynamica se moze koristiti za kreiranje vrhunske tehnicke do-
kumentacije za analizu diskretnih dinamickih sistema, kao i vrhunske grafike
koje se mogu onda iskoristiti u nekim drugim aplikacijama.

Dynamica paket, v. 3.0 (juli, 2009) za Wolfram Mathematica v. 6, 7 i
8, moze se besplatno preuzeti sa adrese:

http://www.math.uri.edu/Dynamica
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Geometrijska interpretacija dinamike diferentnih jednadzbi

1 Dinamika jednodimenzionalnih diskretnih
dinamickih sistema

Definicija 1.1 Jednadzba oblika

Tny1 = f(z,), n=0,1,... (1)

gdje je f: I — I (I interval realnih brojeva), se naziva diferentnom jed-
nadzZbom prvog reda, a ujedno éemo je zvati i jednodimenzionalni di-
namicki sistem.

Rjesenje jednadzbe (1) je svaki niz (x,)nen, koji zadovoljava jednadzbu
(1) zasve n=0,1,....

Definicija 1.2 Jednadzba oblika
Tpil = ApXy, +b,, n=0,1,..., (2)

gdje su (an)neng @ (bn)nen, POznati nizovi realnih brojeva, naziva se linear-
nom diferentnom jednadZbom prvog reda.

U slucaju kada je b, =0 (n = 0,1,...), jednadzba (2) se naziva homo-
genom, dok se inace, to jest kada je b, # 0 za bar jedno n € {0,1,...},
jednadzba (2) naziva nehomogenom.

Obic¢no se jednadzbi (2) dodaje takozvani uvjet pocetnih vrijednosti

Ty = Q. (3)

Diferentna jednadzba (2), zajedno s pocetnim uvjetom (3), ¢ini tzv. problem
pocetnih vrijednosti (skraceno PPV).

Za neke klase diferentnih jednadzbi, prije svega za neke linearne, moguce
je do¢i do opceg rjesenja. Medutim, u opcéenitom slucaju to je vrlo tesko
posti¢i. Zbog toga se, umjesto rjeSsavanja jednadzbe, paznja posvecuje ispi-
tivanju ponasanja njenog rjesenja u ovisnosti o po¢etnom uvjetu xg.

Univerzitet u Tuzli 2 Prirodno-matematicki fakultet
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Upoznajmo se sada s pojmovima ekvilibrijuma i periodi¢nosti rjesenja
diferentne jednadzbe (1).

Definicija 1.3
1. Skup svih (pozitivnih) iteracija {f"(zo): n > 0}, gdje je f°(xq) = w0,
se naziva (pozitivnom) orbitom od xq i oznacava se sa O(xg). Dakle,

O(x0) := {wo, 21, 22, - } = {@o, f(w0), f(f(20)),- - }-

2. Tacka ekvilibrijuma (fiksna tacka ili tacka ravnoteze) jednadzbe (1)
je tacka T € R, takva da je

f(z) ==z.

3. Eventualna tacka ekvilibrijuma jednadzbe (1) je tacka x* € R, za
koju postoji v € N tako da je

fra®)y=z @ fl(a")#.
4. Tacka p € R naziva se periodicnom tackom perioda k ako je
f* ) =p.

Ako je p periodicna tacka, onda O(p) zovemo periodiénom orbi-
tom. U tom slucaju, uobicajeno je predstaviti orbitu kao konacan skup
{zo,x1,...,2x}. Za orbite koje nisu periodicéne, kaZemo da su aperi-
odicne.

5. Tacka p € R naziva se peritodicnom tackom minimalnog perioda
k (ili prostog perioda k) ako je k najmangi broj za koji vrijedi

) =,
flip) #p zasve 1=1,2,...k—1.

6. Tacka p* € R naziva se eventualnom periodicnom tackom mini-
malnog perioda k, ako postojir € N i periodicna tacka p (minimalnog
perioda k) tako da je

ffe)=p i [ #p

Inace, simbol f"(x) predstavlja n-tu iteraciju preslikavanja f pocev od tacke
x.

Graficki, tacka ekvilibrijuma je apscisa tacke u kojoj grafik funkcije f
sijeCe pravu y = .

Univerzitet u Tuzli 3 Prirodno-matematicki fakultet
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Sljede¢im primjerom ilustrirat ¢emo nalazenje tacke ekvilibrijuma i peri-
odicnog rjesenja diferentne jednadzbe.

Primjer 1.1 Logisticka diferentna jednadzba
Tny1 = f(zn) = 42, (1 — ) (4)
ima dvige tacke ekvilibrijuma @ cetirt eventualne tacke ekvilibrijuma.

Rjesenje. Tacke ekvilibrijuma nalazimo rjeSavajuc¢i jednadzbu

= f(z) =4z(1 — )
odakle je
T(3—4x) =
pa dobijamo
=0 ili = Z
Dakle, tacke ekvilibrijuma su 0 i %.
Kako je
1 3
1 1 3
fFG+3va) = 7
1
FUGH = o
1 1
f(f(f(§ + Z\/i))) = 0,

to su eventualne tacke ekvilibrijuma: i, % + %\/3, %, % + %\/5
Jednadzba (4) takoder ima periodi¢no rjesenje perioda dva

5 1 5 1
{g-gﬁ,§+§¢5}

i dvije eventualno periodicne tacke perioda dva

11 11
Lolo-2vE i el o-avs
jer je
FUGE 10 -2vE) =24 v
| |
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1.1 Pojam stabilnosti

Definicija 1.4 (Stabilnost tacke ekvilibrijuma)

1. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (1) se naziva stabilnom, ili lokalno
stabilnom, ako za svako € > 0 postoji 6 > 0 tako da

lvg —Z| < 6 = |z, —Z| <e, zasven>D0.

2. Tacka ekvilibrijuma naziva se nestabilnom ako nije stabilna.

3. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (1) se naziva lokalnim atraktorom
ako postoji v > 0 takvo da

el i |xg—2Z|<y= limz, =7
n—o0

4. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (1) se naziva lokalno asimptotski
stabilnom, ili sinkom, ili atraktivnom fiksnom tackom preslikavanja f
ako je ona stabilna i ako je lokalni atraktor.

5. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (1) se naziva globalnim atraktorom
ako
r9 € I = lim x, = 7.
n—oo
6. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (1) se naziva globalno asimptotski
stabilnom ako je ona stabilna i ako je globalni atraktor.

7. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (1) se naziva odbijajuéom tackom,
il repelerom, ako postoji r > 0 takvo da, za svako xg € I, za koje je
0 < |xg — Z| <1, postoji N > 1 tako da je

ey — 2| > 1.
Teorem 1.1 (Teorem linearizirane stabilnosti) Neka je I interval real-

nih brojeva 1 f: I — I neprekidno diferencijabilna funkcija. Osim toga, neka
je T tacka ekvilibrijuma jednadzbe (1). Tada vrijedi:

(i) ako je
(@) <1,

ekvilibrijum T je lokalno asimptotski stabilan,

Univerzitet u Tuzli 5 Prirodno-matematicki fakultet
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(i1) ako je
|f'(@)] > 1,
ekvilibrijum T je odbijajuca fiksna tacka (repeler), tj. T je nestabilan
ekvilibrijum.

Za dokaz Teorema linearizirane stabilnosti vidjeti [N].

U slucaju kada je |f'(z)| = 1, Teorem linearizirane stabilnosti ne daje
nikakve indicije u vezi sa stabilnos¢u ekvilibrijuma z. Tada su potrebna
dodatna ispitivanja.

Definicija 1.5 Neka je I interval realnih brojeva i@ f: I — I neprekidno
diferencijabilna funkcija i neka je T tacka ekvilibrijuma jednadzbe (1).

1. T se naziva hiperbolicnom fiksnom tackom ako je
|f(@)] # 1,

2. T se naziva nehiperbolicnom fiksnom tackom ako je
|f(@)| = 1.

Slucaj nehiperboli¢nog ekvilibrijuma, ne samo kod diferentnih jednadzbi
prvog reda, nego i kod diferentnih jednadzbi bilo kojeg reda ili sistema di-
ferentnih jednadzbi, specifican je i mora se posebno razmatrati u svakom
slucaju pojedinacno. Pokazuje se da je to ispitivanje vrlo komplicirano i da
vrlo ¢esto, danas, ne mozemo sa sigurnos¢u doéi do potpunih rezultata.

Definicija 1.6 (Oscilacije)

(a) Zaniz{x,}2, kazemo da ima eventualno neko svojstvo P ako postoji
cigeli broj N > 0 takav da svaki ¢lan niza {x,}52 5 ima to svojstvo.

(b) Za niz {x,}°, kazemo da oscilira oko nule ili jednostavno oscilira
ako clanovi x, nisu eventualno svi pozitivni niti eventualno svi nega-
tivni. Ako je drugacije, za niz kaZemo da ne oscilira. Za niz {x,}2,
kaZemo da strogo oscilira ako za svaki ng > 0 postoje ni,ny > ng
takvi da vrijedi

Ty Ty < 0.

(c) Za niz {x,}2, kaZemo da oscilira oko T ako niz {x, —z}>°, oscilira.
Za niz {x,}5°, kazemo da strogo oscilira oko T ako niz {x, —T}5°,
strogo oscilira.

Univerzitet u Tuzli 6 Prirodno-matematicki fakultet
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Definicija 1.7 (Stabilnost periodi¢ne tacke) Za periodicnu tacku p jed-
nadzbe (1) minimalnog perioda k kazZemo da je stabilna, asimptotski sta-
bilna, nestabilna, ili globalni atraktor ako je p respektivno stabilna,

asimptotski stabilna, nestabilna tacka ekvilibriguma ili globalni atrak-
tor od f*.

Periodiénu orbitu mozemo predstaviti kao konacan skup {zg, x1,...,zx}.
U tom slucaju definiSemo mnozitelj (multiplikator) orbite kojeg oznacavamo
sa A

A= f(wo) f'(w1) - f ().

Specijalno, ako je {p, f(p)} periodi¢no rjesenje perioda dva jednadzbe (1),
na osnovu teoreme (1.1) ono je stabilno ako je

Al =1 ()f (fp)] <1

i nestabilno ako je

A= 1f'(p)f'(f(p)] > 1.

Definicija 1.8 (Bazen privlacenja) Neka je T lokalno asimptotski stabilna
fiksna tacka preslikavanja f. Bazen privlac¢enja od T, u oznaci B(x), se
definise kao maksimalan skup J koji sadrzi T, i jos vrijedi
lim f"(z) =2 V(z€J).
n—o0
Nalazenje bazena privlacenja fiksne ili periodi¢ne tacke je opcéenito tezak

zadatak. Ovdje ¢emo predstaviti jedno od osnovnih topoloskih svojstava
bazena privlacenja. Prije toga, moramo definisati invarijantni skup.

Definicija 1.9 Skup M nazivamo tnvarijantnim pod preslikavanjem f ako
je f(M) C M. Drugim rijecima, M je invarijantan ako za svaki x € M
elementi orbite O(x) pripadaju M.

Teorem 1.2 Neka je T atraktivna fiksna tacka preslikavanja f. Tada je
bazen priviacenja B(Z) invarijantan otvoren interval.

1.2 Vizualizacija orbita i vremenskih nizova

Tip grafika koji se najcesée koristi za vizualizaciju rjesenja jednodimenzi-
onalne diferentne jednadzbe (1) naziva se stepenasti dijagram. Stepe-
nasti dijagram je grafik u pravouglom koordinatnom sistemu, i sastoji se od
sljedeceg;:

Univerzitet u Tuzli 7 Prirodno-matematicki fakultet
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a) grafika funkcije y = f(x),
b) grafika prave y = z,

c¢) poligonalne linije koja se dobija spajanjem tacaka
(l’(), xl)a (xly l’l), (xla 1'2), (1'2, 1'2), (1'2, 1'3), (1'3, 1'3), R

Linijski segmenti poligonalne linije stvaraju dojam stepenica. Takoder, vazno
je primijetiti da su tacke ekvilibrijuma zajednicke tacke grafika y = f(x) sa
pravom y = x.

Primjer 1.2 Vizualizirati orbitu logisticke diferentne jednadzbe (4) stepe-
nastim dijagramom, sa pocetnim uvjetom xg = 0.4.

Rjesenje. U ovom prvom primjeru koristenja paketa Dynamica, rjeSenje Ce
biti nesto detaljnije.

Najprije ¢emo ucitati paket Dynamica u Wolfram Mathematica, nared-
bom:

<< Dynamica‘

Nakon toga, definisemo logisticku jednadzbu, pri ¢emu odgovarajucu funkciju
f jednadzbe (1) dobijamo funkcijom DEToMap [].

Logisticeq = x[n + 1] == 4 x[n] (1 - x[nl);
LogisticMap = DEToMap[Logisticeq];

Provjerimo sada da je LogisticMap[x] zapravo nasa funkcija f(z).

In[1] := LogisticMap[x]
Out[1]= 4 (1 - x) x

Da bismo nasli neku iteraciju (npr. 40-tu), sa nekim poéetnim uvjetom (npr.
xo = 0.4) potrebno je iskoristiti funkciju Iterate [LogisticMap, 0.4, 40].

In[2] := Iterate[LogisticMap, 0.4, 40]
Out [2]= 0.719059

Ukoliko Zelimo orbitu sa prvih n ¢lanova (uzet é¢emo 40), koristimo funkciju
Orbit[LogisticMap, 0.4, 40].

Univerzitet u Tuzli 8 Prirodno-matematicki fakultet
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In[3]:= Orbit[LogisticMap, 0.4, 40]

Out[3]= {0.4, 0.96, 0.1536, 0.520028, 0.998395, 0.00640774, 0.0254667,
0.0992726, 0.35767, 0.918969, 0.29786, 0.836557, 0.546917, 0.991195,
0.034909, 0.134761, 0.466403, 0.995485, 0.0179785, 0.0706211,
0.262535, 0.774441, 0.698727, 0.84203, 0.532063, 0.995888, 0.0163812,
0.0644512, 0.241189, 0.732068, 0.784578, 0.676061, 0.87601, 0.434465,
0.982821, 0.067536, 0.251899, 0.753784, 0.742374, 0.76502, 0.719059}

Kona¢no, funkcija StaircaseDiagram[] generiSe stepenasti dijagram.

In[4] := orb = Orbit[LogisticMap, 0.4, 40];
StaircaseDiagram[LogisticMap, orb, PlotRange -> All]

i dobijamo trazeni grafik (slika 1). m

10

0.8

0.6 -

02 / \\

Slika 1: Stepenasti dijagram orbite O(0.4) za ;41 = 42, (1 — x,).

Drugi tip grafika koji se koristi za vizualizaciju rjesenja jednodimenzi-
onalne diferentne jednadzbe (1) naziva se vremenski niz. Sastoji se od
reprezentacije varijable x,, kao funkcije od n. Obic¢no, horizontalna osa pred-
stavlja n i vertikalna osa predstavlja x,,. Obi¢no ga generisemo s obzirom na
odgovarajuce tacke ravnoteze.

Prvo nalazimo tacke ekvilibrijuma logisticke diferentne jednadzbe (4).

In[5] := Solve[LogisticMap[x] == x, x]
Out [6]= {{x -> 0}, {x -> 3/4}}

Dobili smo dvije fiksne tacke, te ¢emo ih imenovati kao ft[1] i £t[2]:

Inf6]:= {ft(1], ft[2]} = {x} /. %
Out [6]= {{0}, {3/4}}

Univerzitet u Tuzli 9 Prirodno-matematicki fakultet
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Na ovaj na¢in smo dobili vrijednosti varijabli £t [1] [[1]] = 01ift[2] [[1]]
= 3/4.
Za crtanje grafika vrmenskog niza koristi se Dynamica funkciju TimeSeriesPlot [].

Iskoristit ¢emo prethodno generisanu orbitu orb sa pocetnim uvjetom zy =
0.4:

In[7] := TimeSeriesPlot[orb, AxesOrigin -> {0, ft[2][[1]]}]

i dobijamo trazeni grafik (slika 2).

70 L S e s B

//\ ﬂ | /f\ A\/ / o //\ (VA\ / /
IR

02

p—
—
S —

0.0,

Slika 2: Grafik vremenskog niza za orbitu 0(0.4) za x,11 = 4z, (1 — z,,).

Slican grafik se dobija ako se izostave linije koje spajaju tacke na grafiku
2. Ovaj grafik se izvodi pomoc¢u Dynamica funkcije OrbitPlot []:

In[8] := OrbitPlot[LogisticMap, 0.4, 40]

i dobijamo navedeni grafik (slika 3).

WF T T T T e e T T e T T T T T
0.8}
0.6}
0,4}.

0.2

00k, I I I 17
0 10 20 30 40

Slika 3: Grafik tacaka za orbitu 0(0.4) za x,11 = 4x,(1 — z,,)
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Primjer 1.3 Posmatrajmo dinamicki sistem u zavisnosti od parametra A:
Tpy1 = 72 + A. (5)

Rjesenge.

In[1]:= << Dynamica‘

Nakon toga, definiSemo datu jednadzbu, pri cemu odgovarajuéu funkciju ¢
jednadzbe (5) dobijamo funkcijom DEToMap[].

In[2]:= eqn = x[n+1]==x[n]"2 + A;
In[3]:= q = DEToMap[eqn];

Parametru A ¢emo dodjeljivati posebne i konkretne vrijednosti za obavljanje
numericke simulcije.

In[4]:= A = -0.5;
Sada ¢emo generisati grafik vremenskog niza:

In[5] := TimeSeriesPlot[q, 0.1, 20]

o,of‘\‘ T

|

—o2f |

iy

o5l 1o ]

Slika 4: Grafik vremenskog niza za orbitu O(0.1) za z,, 1 = 22 + A

Tacke ekvilibrijuma diferentne jednadzbe (5) su:

In[6]:= Solvelqlx] == x, x]
Out[6]:= {{x -> -0.366025}, {x -> 1.36603}}

Grafik vremenskog niza (slika 4.) pokazuje da orbita konvergira ka tacki
ekvilibrijuma.

Generisat ¢emo i grafik tacaka za istu orbitu kao i za vremenski niz.
[ ]
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00—

—o1f

—03}F

_oal

-05 Lo+ S E—) S ) L]
0 5 10 15 20

Slika 5: Grafik tacaka za orbitu O(0.1) za 41 = 22 + A

1.3 Osjetljivost ponasanja rjesenja diferentne jednadzbe

Na primjeru preslikavanja f(z) = 2% + A, ¢emo uociti da “relativno male”
promjene parametra A mogu dati razli¢ito ponaSanje rjesenja.

Posmatrajuéi orbitu O(0.1) za A = —1.22 mozemo vidjeti da postoji
asimptotsko periodi¢no rjesenje perioda 2.

In[1]:= A = -1.22;
In[2]:= orb = Orbit [q, 0.1, 60];
In[3]:= Take [orb, {50, 60}]

Out [3]={-1.18667, 0.188187, -1.18459, 0.183243, -1.18642, 0.187597,
-1.18481, 0.183768, -1.18623, 0.18714, -1.18498}

Grafik vremenskog niza (slika 6.) pokazuje asimptotski karakter peri-
odi¢nog rjeSenja perioda 2.

02f
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-06 —

-0.8

-10

12f,
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Slika 6: Grafik vremenskog niza: TimeSeriesPlot [orb]

Grafik tacaka (slika 7.) za istu orbitu, odnosno Dinamyca naredba OrbitPlot []
daje istu informaciju u jasnijem obliku.
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Slika 7: Grafik tacaka: OrbitPlot [orb]

Drugi test, sa parametrom A = —1.3 ukazuje na postojanje asimptotske
periodi¢ne tacke perioda 4. Prikaza¢emo iteracije u rasponu od x5, . .., Zgo-

In(4]:= A = -1.3;

In[5]:= orbl = Orbit[q, 0.1, 60];

In[6] := Takel[orbl, {50, 60}]

Out[6]= {-1.29962, 0.389019, -1.14866, 0.0194303, -1.29962, 0.389019,
-1.14866, 0.0194303, -1.29962, 0.389019, -1.14866%}

Asimptotsko ponasanje moze biti tesko za vizaulizaciju pomocu grafika vr-
menskog niza (slika (8)).
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5
—
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Slika 8: Grafik vremenskog niza: TimeSeriesPlot [orb1l]

Na grafiku tacaka bolje uoc¢avamo asimptotska ponasanja.
Pomoc¢u naredbe FindMinimalPeriod[] mozemo odrediti minimalni pe-
riod periodi¢nih orbita.

In[7] := FindMinimalPeriod[Orbit[q, 0, 200]]
Minimal period = 4
Periodic orbit = {-1.29962,0.389019,-1.14866,0.0194303}

Univerzitet u Tuzli 13 Prirodno-matematicki fakultet



Geometrijska interpretacija dinamike diferentnih jednadzbi
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Slika 9: Grafik tacaka: OrbitPlot [orbi]

Finalni test ¢emo uraditi sa parametrom A = —1.38. Prikazac¢emo itera-
cije u rasponu od s, . . ., Tgo-

In[8]:= A = -1.38;

In[9]:= orb2 = Orbit[q, 0.1, 60];

In[10] := Take[orb2, {50, 60}]

Out[6]= {-1.3667, 0.487872, -1.14198, -0.0758786, -1.37424, 0.508542,
-1.12138, -0.122496, -1.36499, 0.48321, -1.14651}

Crtanje grafika tacaka (60 tacaka) sugeriSse na moguce postojanje periodéne
tacke perioda 4, koja je lokalno asimptotski stabilna.

T R A S

Lo
0.0
-05+

~10}

oo e e e e e e e ]
Slika 10: Grafik tacaka: OrbitPlot [orb2]

Medutim, crtanje istog grafika sa 600 tacaka daje drugaciju predstavu.
Rjesenje konvergira periodi¢noj tacki perioda 8.

Na kraju, mozemo korisiti i histogram za uocavanje periodi¢nosti rjesenja.
Histogram prvih 3000 ¢lanova orbite O(0.1) ukazuje da rjesenje konvergira
periodi¢nom rjeSenju perioda 8.
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Slika 11: Grafik tacaka: OrbitPlot[q, 0.1, 600]
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Slika 12: Histogram: Histogram[Orbit[q, 0.1, 3000], 100]

1.4 Brzina atrakcije orbita

Sada ¢emo pokazati kako mnozitelj periodi¢ne orbite odreduje brzinu atrak-
cije orbite. Udaljenost od fiksne tacke treba i¢i ka 0 eksponencijalno brzo.

Posmatrat ¢emo orbitu za A = —0.4.
In[11]:= A = -0.4;
In[12] := orb3 = Orbit[q, 0, 40];

In[13]:

TimeSeriesPlot [orb3, PlotRange -> All]

Generisimo i grafik tacaka orbite.

Sada ¢emo vidjeti kako je brzo iterativno priblizavanje tacki ekvilibrijuma
pomocu racunalne metode.

Odredimo fiksne tacke.

In[14]:
Out[14]

Solvel[qlx] == x, x]
{{x -> -0.306226}, {x -> 1.30623}}
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Slika 13: Grafik vremenskog niza pokazuje brzu konvergenciju niza tacaka

oot

—01fF
-02

-03

041 I b I I I I
0 10 20 30 40

Slika 14: Grafik tacaka orbite

Mogli smo dobiti razumnu aproksimaciju tacke ekvilibrijuma i velikim
brojem iteracija. Uzmimo npr. 1000 iteraciju.

In[15]:
Out [15]

fixpoint = Iterate[q, 0, 1000]
-0.306226

Sada oduzimamo ovu vrijednost (fixpoint) od svakog ¢lana orbite (orb3),
i dobijamo listu razlika koju mozemo iskoristiti kao ideju za brzinu konver-
gencije.

In[16]:= diff = orb3 - fixpoint;

Logaritamski grafik ove razlike (lista diff) mozemo iskoristiti za prikaz
priblizavanja nuli kao eksponencijalna funkcija od n.

In[17]:= ListLogPlot [Abs[diff]]

Lista omjera pokazuje da je svaka razlika odnosno svaki ¢lan liste diff,
aproksimativno 0.612 puta prethodni clan.

Univerzitet u Tuzli 16 Prirodno-matematicki fakultet



Geometrijska interpretacija dinamike diferentnih jednadzbi

01 .,
0001+
1075 L

1074

.
Le

Slika 15: Logaritamski grafik

In[18]:= ratios = Table[diff[[i + 1]]1/diff([[i]l], {i, 1, 30}]

out[18]= {-0.306226, -0.706226, -0.546226, -0.648626, -0.588988, -0.626271,
-0.603797, -0.617677, -0.609224, -0.614418, -0.611243, -0.61319,

-0.611999, -0.612729, -0.612282, -0.612556, -0.612388, -0.612491,
-0.612428, -0.612466, -0.612443, -0.612457, -0.612448, -0.612454,

-0.61245, -0.612452, -0.612451, -0.612452, -0.612451, -0.612452%}

Naredni grafik (slika 16.) pokazuje brzu konvergenciju liste ratio ka
njenoj granici.

In[19] := ListPlot[ratios, Frame -> Truel

-0.610
-0.612-

-0.614 -

-0.616 -

Slika 16: Grafik liste ratio

Funkcija Multiplier [] moze se iskoristiti za izracunavanje konstantnog
omjera. Ustvari, to je mnozitelj periodicne orbite, s tim da za periodi¢nu
tacku uzmemo fiksnu tacku.

In[20] := Multiplier[q, {fixpoint}]
Out [20]= -0.612452
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1.5 Bifurkacije. Bifurkacioni dijagrami
1.5.1 Bifurkacije

Najpoznatija nelinearna diskretna jednadzba koja se koristi za modeliranje
jedne vrste je logisticka diferentna jednadzba:

Tpi1 = fp(zn) =pr,(1 —2,), n=01,..., p>0, 0<z<1. (6)
Da bismo nasli tacke ekvilibrijuma dovoljno je rijesiti jednadzbu:

folw) = pa(l — ) = .

In[21]:= Logisticeq = x[n + 1] == p x[n] (1 - x[nl]);
In[22] := LogisticMap = DEToMap[Logisticeq];

In[23]:= Solve[LogisticMap[x] == x, x]

Out [23]= {{x -> 0}, {x -> (-1 + p)/p}}

Stoga su tacke ekvilibrijuma 0 i pp%l. Ispitajmo stabilnost svake od navedenih
tacaka. Izracunajemo prvi izvod preslikavanja f,.

fo(@) = (pr(1 —x))" = (pr — pa®)’ = p — 2px.

(a) Tacka ekvilibrijuma je 0. Kako je f;(0) = p, na osnovu teorema 1.1
imamo:

(i) 0 je lokalno asimptotski stabilna fiksna tacka za 0 < p < 1,

(ii) O je nestabilna fiksna tacka za p > 1.
(b) Tacka ekvilibrijuma je p;fl. Zbog

p—1 p
fy <—) =p—2p-——=p-2p+2=2—p,
p p

na osnovu teorema 1.1 imamo:

(i) p%l je lokalno asimptotski stabilna fiksna tacka za 1 < p < 3,

(ii) ’%1 je nestabilna fiksna tacka za p > 3.

Da bismo odredili periodi¢no rjesenje perioda dva, dovoljno je rijesiti jed-
nadzbu:

Folfp(@)) = p(pr(1 — 2))(1 - pz(1 — 2)) = p*z(1 — 2)(1 — pa(l — z)) = .
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In[24] := Solve[LogisticMap[LogisticMap[x]] == x, x]
Out[24]:= {{x -> 0}, {x -> (-1 + p)/p},

{x > (p+p"2 -pSqrt[-3 -2p + p21)/(2 p"2)},
{x > (p +p"2 +pSqrt[-3 - 2 p + p~2])/(2 p~2)}}
In[25] :=FullSimplify[%]

Out [25]={{x -> 0}, {x -> (-1 + p)/p},

{x > (1 + p - Sqrtl(-3 +p) (1 +p)1)/(2 p)},

{x > (1 + p + Sqrtl(-3 + p) (1 + p)1)/(2 p)}}

Dobili smo ¢etiri rjeSenja, od kojih su nam dva rjeSenja ve¢ bila poznata,
naime, tacke ekvilibrijuma su ujedno i periodi¢ne tacke bilo kojeg perioda.
Preostala dva rjesenja su:

1+p— \/p 3)(p+1) l+p++/(p—-3)p+1)
D2 = .
2p

p1 =

Tako postoje dvije periodi¢ne tacke minimalnog perioda dva kada je p > 3.
Odredimo i uslov pod kojim su ova dva periodi¢na rjesenja lokalno asimp-
totski stabilna.
Prema teoremu 1.1, uslov je

‘(f;(pl))/‘ <1 i ‘(fg(pz))" <1

Uvrstimo py i p u izvod funkcije f2(z):
(f5(2)) = —p*(=1+22)(1 + 2p(~1 + 2)x)
i dobijamo:
(fip)) =4+2p—p° 1 (fi(p) =4+2p—p°.
Rjesavajuéi nejednadzbu |4 + 2p — p?| < 1 dobijamo skup
(1—+v6,-1)U(3,1+6).

S obzirom da je p > 0 uzimamo samo interval (3, 1+ +/6). Konaéno, za svaki
parametar p iz tog intervala periodi¢na rjesenja p; i ps perioda dva su lokalno
aspimptotski stabilna.

Generalno, bifurkacija (razdvajanje) predstavlja dogadaj u kojem dolazi
do nekog razdvajanja, odnosno bifurkacija (udvostruc¢avanje perioda) pred-
stavlja trenutak u kojem iz jedne atraktivne fiksne tacke logisticke jednadzbe
nastaju dvije vrijednosti.
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Nije tesko primijetiti kako se razmatranje karakteristika logisticke jed-
nadzbe svodi na proucavanje nekih specificnih tacaka same funkcije i njezina
parametra p.

Dakle, kada parametar p promijeni svoju vrijednost, ponasanje rjesenja
se takoder mijenja. Oznacimo sa by vrijednost paramatra p u kojoj se javlja
promjena ponasanja u k-toj posmatranoj tacki. Tada imamo sljedec¢u tablicu.

Interval parametra p | Vrsta ponaSanja rjesenja Kriticna  vrijednost
paramtera p
O<p<l1 Tacka ekvilibrijuma 0 je lokalno asimp- | bg = 1
totski stabilna
1<p<3 Tacka ekvilibrijuma ijl je lokalno | b1 =3
asimptotski stabilna
3<p<14+6 Periodi¢na rjesenja p; i ps su lokalno | by =1+ /6

aspimptotski stabilna

Vrijednosti b, se nazivaju bifurkacione vrijednosti parametra.

Nastavljajuc¢i ovaj proces, mozemo naci sljede¢u bifurkacionu vrijednost
bs koja ne odgovara periodicnom rjesenju prostog perioda tri, ali odgovara
periodi¢nom rjesenju prostog perioda cetiri.

Sljedeca bifurkaciona vrijednost b, odgovara periodi¢nom rjesenju perioda
osam. Osim toga, moze se dokazati da je za p € (bg, b3), periodiéno rjesenje
prostog perioda cetiri stabilno, a periodicno rjesenje perioda dva postaje
nestabilno.

Isto tako, moze se dokazati da je za p € (bs, by), periodi¢no rjeSenje pros-
tog perioda osam stabilno, a periodi¢no rjesenje perioda cCetiri postaje nes-
tabilno.

Nastavljajuéi ovaj proces, mozemo vidjeti da postoji niz {b; }>2, bifurka-
cionih vrijednosti parametra sa sljedeé¢im svojstvom: za p € (b, byr1) peri-
odi¢no rjesenje prostog perioda 2* je stabilno, a periodi¢na rjesenja svakog
od perioda 2, ...,2*"! postaju nestabilna.

Ovaj fenomen se naziva put u haos udvostrucavanjem perioda bi-
furkacije.

Ovo znaci, ako se parametar p poveca iznad by, tacka ekvilibrijuma se
grana na periodi¢no rjeSenje perioda dva; a iznad vrijednosti by periodi¢no
rjeSenje perioda dva se grana na periodi¢no rjesenje perioda cetiri, itd.

Niz bifurkacionih vrijednosti parametra tezi broju by, = 3.56994 ... gdje
jednadzba (6) ima periodi¢na rjesenja svih perioda kao i neka neperiodiéna
rjeSenja. Ovakva situacija se cesto opisuje kao haotiéno ponasanje ili haos.
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Niz {by}°°, bifurkacionih vrijednosti parametra ima izuzetno svojstvo:

lim U s g 66920
k—o0 bk—i—l — bk
Broj 6 = 4.66920... se zove Feigenbaum-ov broj, a naziv je dobio po
njegovom otkrivacu, fizicaru Mitchell Feigenbaum.
Ustvari, Feigenbaum je napravio mnogo vece otkri¢e. Broj d je univerza-
lan i nezavisi od oblika familije preslikavanja f,. Medutim, broj b, zavisi od
familije preslikavanja koja se razmatraju.

1.5.2 Bifurkacioni dijagrami

Ve¢ smo vidjeli, barem sto se tice logisticke diferentne jednadzbe, da razlicite
vrijednosti parametra mogu dati kvalitativno razli¢ita rjesenja. Posebno nas
zanima promjena prirode rjeSenja kada se parametar mijenja, a za ispitivanje
takvih promjena koristiti ¢emo bifurkacioni dijagram.

Bifurkacioni dijagram pokazuje mnoge iznenadne kvalitativne promjene
u atraktivnoj fiksnoj tacki kao i u periodi¢noj orbiti.

Jedna od prvih otkrivenih bifurkacija je bifurkacija udvostrucavanja pe-
rioda koja se pojavljuje u slucaju jednodimenzionalne logisticke jednadzbe
(6).

Dinamyca funkcija za generisanje bifurkacionog dijagrama je
BifurcationPlotND.

BifurcationPlotND[funkcija,{p, pmin, pmax},{seed},
Steps -> brojl, Iterates -> broj2, FirstIt -> broj3];

Bifurkacioni dijagram generisemo ponavljajuci sljede¢i postupak, gdje su
Firstlt, Iterates, Steps, pmax, pmin unaprijed dati brojevi.

(a) Izaberemo vrijednost parametra p, pocevsi sa incijalnom vrijednosti
pman.

(b) Izaberemo pocetnu tacku seed = xy u promatranom skupu.
(¢) Izracunamo orbitu u .

(d) Odbacimo prvih Firstlt — 1 iteracija i crtamo orbitu pocevsi sa itera-
cijom Flirstlt i zavrSavajuéi nakon Iterates iteracija.

(e) Povectamo p za vrijednost (pmax — pmin)/Steps i ponovimo postupak.

Najprije ¢emo definisati logisticku diferentnu jednadzbu sa parametrom, a
zatim generisati bifurkacioni dijagram kroz paket Dynamica.
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In[1] :=logisp = x[n + 1] == p x[n] (1 - x[n]);

In[2] :=logispmap = DEToMap[logisp];

In[3] :=BifurcationPlotND[logispmap, {p, 2.5, 4.0}, {0.5},
FirstIt -> 450, Iterates -> 200, Steps -> 350]

I I I I I I I I
26 28 30 32 34 36 38 40

Slika 17: Bifurkacioni dijagram za 2.5 < p < 4.0

Konac¢no dobijamo bifurkacioni dijagram logisticke diferentne jednadzbe za
parametar 2.5 < p < 4.0. Na ovom dijagramu, horizontalna osa predstavlja
parametar p a vertiklna osa rjesenje x,,.

Broj presjeka sa vertikalnom linijom u bilo kojoj tacki daje period atrak-
tivnog rjesenja za odgovarajucu vrijednost parametra p.

Moze se vidjeti rjeSenje perioda dva, perioda cetiri i perioda osam.

Ovo je pocetak puta u haos udvostru¢avanjem perioda.

Na dijagramu se takoder vide “bijeli prozori” za vrijednost parametra
nesto veéu od 3.8, sto sugerise na postojanje periodicnog rjesenja perioda 3
blizu 3.8.

Bifurkacione vrijednosti za periodi¢na rjesenja perioda 2, 4 i 8 mogu se
preciznije odrediti na dijagramu za 3.4 < p < 3.6.

Neki bijeli vertikalni prozori smjesSteni izmedu p = 3.58 i 3.59 su jasnije
vidljivi.

In[4] :=BifurcationPlotND[logispmap, {p, 3.4, 3.6}, {0.5},
FirstIt -> 450, Iterates -> 200, Steps -> 350]
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Slika 18: Bifurkacioni dijagram za 3.4 < p < 3.6

1.6 Lyapunovljevi brojevi

Drugi na¢in za mjerenje slozenosti ponasanja rjeSenja defirentne jednadzbe
se racuna sa Lyapunovljevim brojem. U sluc¢aju jednodimenzionalnog di-
namickog sistema

Tpi1 = f(zn), n=0,1,...; f:(a,b) = (a,b) (7)

“Lyapunovljev eksponent” je mjera odstupanja dviju orbita koje pocinju sa
neznatno razli¢itim pocCetnim uvjetima xg i xo £ dg, dp > 0.

Ako je xy periodi¢na tacka perioda k dinamickog sistema (7), i ako
zapoctnemo orbitu sa bliskom tackom xy £ dy, onda nakon prve iteracije,
gdje je 1 = f(xo) 1 ) = f(xo £ dp) razlika medu njima je priblizno

x1 — ) = f(20) = f(zo £ do) = f'(20)do.

Oznac¢imo sa
0 = |z —ai|, My =|f"(x:)|.

(2

Iz
01 = |oy — 2| = [f(20)do| = | f'(20)]00 = Moydy

vidimo da je M, faktor uve¢avanja za prvu iteraciju.
Nakon druge iteracije, dobijamo

0y ~ |f’(1'1)|51 = M6y = MyM,do,

gdje je M, faktor uvecavanja za drugu iteraciju.
Nastavljajuci dalje na ovakav nacin, mozemo zakljuciti da je ukupni fak-
tor uvecanja za periodi¢nu orbitu perioda k (tokom jednog ciklusa) jednak

proizvodu:
MoMy ... M.
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Bududi da je ovaj proizvod akumulacija faktora uvec¢anja, ima smisla uzeti
u obzir neku prosjecnu vrijednost. Najpovoljniji je geometrijska sredina:

(MoM ... My_1)"* .

Ako uzmemo logaritam prethodne geometrijske sredine, i onda to oznac¢imo
sa A dobijamo:

A = In(MyM, ... Mu_)"*
A= %(th()—‘—lan...lan_l)
]‘ / / /
A= g (I [f'(xo)| + In | f'(z1)] ... In[f"(2x-1)])

Intuitivno, uvjet za stabilnost periodi¢ne orbite je da prosjecni faktor
uvecanja bude manji od 1, sto je ekvivalentno sa

A < 1 stabilna
A > 1 nestabilna.

Sada ¢emo ovaj pristup (sa periodi¢nom orbitom) iskoristiti kako bi ga prosirili
na proizvoljnu orbitu.

Definicija 1.10 (Lyapunovljev eksponent) Neka je f neprekidno dife-
rencijabilno preslikavanje na R i neka je x¢ data pocetna tacka. Lyapunov-
ljev eksponent \(xy) preslikavanja f se definise kao

Azo) = Jim 2 (In|f/(ao)l +In|f'@)] Il ) (®)

ukoliko limes postoji. U slucaju kada je bilo koji od izvoda jednak nuli, tada
uzimamo da je N(xg) = —oo. Lyapunovljev broj L(xy) se definise kao
eksponent Lyapunovljevog eksponenta, ukoliko postoji:

L(ZL’Q) = 6>\(x0) .

Definicija 1.11 (Asimptotski periodi¢na orbita) Za orbitu {x;, x5, x3,...}
kazemo da je asimptotski periodiéna ako postoji periodicna orbita {y1,y2,ys, - . .}
takva da vrijeds

lim |z, — y,| = 0. 9)

n—

Sada mozemo definisati i haotiénu orbitu.
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Definicija 1.12 (Haoti¢na orbita) Neka je f preslikavanje na R i neka
je {xo, x1, o, ...} ogranicena orbita od f. Za orbitu kaZemo da je haoticna,
ako

1. nije asimptotski periodicna
2. Lyapunovljev eksponent A(xqg) > 0.

Sada ¢emo generisati grafik Lyapunovljevih brojeva, kao grafik tacaka.
Prije toga, moramo odrediti Lyapunovljeve brojeve. U tu svrhu ¢emo korisi-
titi Dynamica funkciju LyapunovNumbers, ¢ija je sintaksa

LyapunovNumbers [f,varsO,niter]

koja nalazi priblizne Lyapunovljeve brojeve od niter iteracija preslikavanja
f sa pocetnom tackom vars0. Uzet ¢emo logisticko preslikavanje sa parame-
trom p = 3.9 za generisanje grafika Lyapunovljevih brojeva, sa 500 iteracija
(tacaka).

In[1]:= << Dynamica‘

In[2]:= Logisticeq = x[n + 1] == p x[n] (1 - x[n]);
In[3]:= LogisticMap = DEToMap[Logisticeq];
In[4]:=p = 3.9;

In[56]:= 11 = LyapunovNumbers[LogisticMap, {0.2}, 500];
In[6]:= ListPlot[11, Joined -> True]

Sto daje sljedec¢i grafik.

175

170 "{

165

160

Slika 19: Grafik Lyapunovljevih brojeva sa 500 iteracija

Uzimajudi vise iteracija (tacaka), dobijamo vise precizan grafik logisticke
jednadzbe. Na grafiku (19) vidimo da je orbita sa pocetkom u zy = 0.2
haoti¢na, jer je njen Lyapunovljev broj oc¢ito veéi od 1.
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2 Lyness-ova diferentna jednadzba

2.1 Osnovni pojmovi

Neka je I interval realnih brojeva, i neka je
fiIxI—1T

neprekidno diferencijabilna funkcija. Tada svaki skup pocetnih uvjeta xg, x_1 €
I diferentne jednadzbe

Tpi1 = f(Tn,Tn1), n=0,1,... (10)
ima jedinstveno rjesenje {z,}>2 ;.
Tacka ekvilibrijuma jednadzbe (10) je tacka = € I, takva da je
f(z,2) =12

odnosno
T, =2 zasvako n >0

je rjesenje jednadzbe (10), ili ekvivalentno, Z je fiksna tacka preslikavanja f.

Lyness-ova diferentna jednadzba je racionalna diferentna jednadzba

drugog reda oblika
A+z,

Tn—1

(11)

gdje je paremetar A nenegativan realan broj i pocetni uvjeti x_; i xy pro-
izvoljni pozitivni realni brojevi takvi da je

Tp41 = f(xna xn—l) =

rn >0, zasvako n > 0.

Definicija 2.1 (Stabilnost tacke ekvilibrijuma)

1. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (10) se naziva stabilnom, ili lokalno
stabilnom, ako za svako € > 0 postoji 6 > 0 tako da

ro,x_1 €1 i |xog—Z|+|r_1—Z%| <0 = |v,—T| <e, za svakon> —1.

2. Tacka ekvilibrijuma naziva se nestabilnom ako nije stabilna.

3. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (10) se naziva lokalnim atraktorom
ako postoji v > 0 takvo da

ro, 1 €1 1 |rg—Z|+|r_y —Z <y= lim z, =7.
n—o0
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4. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (10) se naziva lokalno asimptotski
stabilnom, ili sinkom, ili atraktivnom fiksnom tackom preslikavanja f
ako je ona stabilna i ako je lokalni atraktor.

5. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (10) se naziva globalnim atrakto-
rom ako
X, T_1 € I = lim Ty = XT.
n—oo
6. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (10) se naziva globalno asimptotski
stabilnom ako je ona stabilna i ako je globalni atraktor.

7. Tacka ekvilibrijuma T jednadzbe (10) se naziva odbijajuéom tackom,
ilt repelerom, ako postojir > 0 takvo da, za svako xg,x_1 € I, za koje
je 0 < |xg — |+ |z_1 — Z| < r, postoji N > 1 tako da je

ey — 2| > r.

Jasno, repeler je nestabilna tacka ekvilibrijuma.

Neka of of
:%(x,x) 1 q:%(x,x)

oznacavaju parcijalne izvode od f(u,v) izracunate u ekvilibrijumu z jed-
nadzbe (10).
Tada se jednadzba
Ynt1 = PYn T QYn-1, N = 0717"' (12>

zove linearizirana jednadzba pridruzena jednadzbi (10) u tacki ekvilibri-
juma .
Pretpostavimo da rjesenja jednadzbe (12) imaju oblik

Yy =A", n=0,1,...

gdje vrijednost A\ # 0 treba odrediti. Zamjenom ove vrijednosti u jednadzbu
(12) dobijamo:
)\n—i—l — p)\n + q)\—l

odakle dijeljenjem sa A"~! £ 0, slijedi
M =p\+q (13)

Ova jednadzba se naziva karakteristicnom jednadzbom diferentne jed-
nadzbe (10), a njeni korijeni A se nazivaju svojstvenim vrijednostima.
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Teorem 2.1 (Teorem linearizirane stabilnosti)

(a)

(b)

(c)

(d)

()

Ako oba korijena karakteristicne jednadzbe (13) leze u otvorenom je-
dinicnom disku || < 1 onda je ekvilibrijum T jednadzbe (10) lokalno
asimptotski stabilan.

Ako je barem jedan od korijena karakteristicne jednadzbe (13) po apso-
lutnoj vrijednosti veéi od jedan, onda je ekvilibrijum T jednadzbe (10)
nestabilan.

Potreban i dovoljan uslov da oba korijena karakteristicne jednadzbe (13)
leze u otvorenom jedinicnom disku || < 1, je

pl<1—q<2. (14)
U ovom slucaju, T je sink.

Potreban i dovoljan uslov da oba korijena karakteristicne jednadzbe (13)
imagu apsolutnu vrijednost vecu od jedan, je

gl >1 @ pl <|1—gql
U ovom slucaju, x je repeler.

Potreban © dovoljan uslov da jedan korijen karakteristicne jednadzbe
(18) ima apsolutnu vrijednost veéu od jedan, i da drugi ima apsolutnu
vrigednost manju od jedan, je

pP+4g>0 i |p|>1|1—q¢q|
U ovom slucaju, nestabilni ekvilibrijum se zove sedlasta tacka.

Potreban i dovoljan uslov da korijen karakteristicne jednadzbe (13) ima
apsolutnu vrijednost jednaku jedan, je

lp| =11 —¢

i
g=-1 i |p|<2

U ovom slucaju, ekvilibrijum T se zove nehiperboliéna tacka.
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Definicija 2.2

[e.e]

(a) Za rjesenje {x,}5° _, jednadzbe (10) kaZemo da je periodiéno sa pe-

riodom p ako je

Tnip = Tn 20 SVako n > —1. (15)

(b) Za rjesenje {x,}2 | jednadzbe (10) kaZemo da je periodiéno sa
prostim periodom p, ili p-ciklicno ako je ono periodicno sa pe-
riodom p i ako je p najmangi prirodan broj za koji vrijedi (15).

Vazan alat za ispitivanje stabilnosti i asimptotskih ponasanja nekih dife-
rentnih jednadzbi je proucavanje njihovih invarijanti.

Definicija 2.3 Nekonstantno neprekidno preslikavanje I: R? — R se naziva
tnvarijanta za (10) ako vrijeds

I(xpi1,20) = [(Tp, Tpq) za svako n=0,1,....

Specijalan slucaj jednadzbe (11), za A = 1, Lyness je otkrio 1942. go-
dine radeci na problemima iz Teorije brojeva. U ovom speciajlnom slucaju,

jednadzba postaje

1+,
PP . S (16)

n—1

a svako njeno rjesenje je periodicno sa periodom pet. Zaista je rjeSenje jed-
nadzbe (16) sa pocetnim uvjetima xy i x_; 5-cikliéno:
1—|—£L'0 l—l—l’_l—l—l’o 1+ZL'_1

T_1, o, ) ) Yt
Tr_1 T_1Tg ZTo

Jednadzba (11) posjeduje invarijantu

1 1
I(xp, xpq) = (1 + —) (1 + ) (A+x, +x,_1) = constant
Tn Tn—1

iz cega slijedi da je svako rjesenje jednadzbe (11) ograni¢eno odozdo i odozgo
sa pozitivnom konstantom.

U posljednjih nekoliko godina Lynessova jednadzba (11) je privukla ve-
liku paznju strucnjaka iz oblasti diskretnih dinamickih sistema i diferentnih
jednadzbi. Jedan od razloga za taj interes je bogata dinamika koju posjeduje
ova jednadzba

Sada ¢emo razmotriti problem pronalazenja i analize tacaka ekvilibrijuma
Lynessove jednadzbe. Lynessovo preslikavanje ¢emo definirati u zavisnosti od
parametara A, na sljede¢i nac¢in:
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In[1]:= L[x_, y_]1 = (A + x)/y;
Odredimo fiksne tacke.

In[2]:= Solvel[L[x, x] == x, x]
Out[2]= {{x > 1/2 (1 - Sqrt[1 + 4 A}, {x > 1/2 (1 + Sqrt[1 + 4 A])}}

In(3]:= {ft1, ft2} = {x, x} /. %
Out[3]= {{1/2 (1 - Sqrtl[1 + 4 Al), 1/2 (1 - Sqrt[1l + 4 AD)},
{1/2 (1 + Sqrt[1 + 4 Al), 1/2 (1 + Sqrt[l + 4 Al)}}

Vidimo da imaju dvije fiksne tacke. U varijable ft1 i £t2 smo pohranili prvu
i drugu fiksnu tacku.
Odredimo parcijalne izvode po objema promjenljivim.

In[4]:= p = D[L[x, yl, x]
Out [4]= 1/y

In[5]:= q = D[L[x, y], y]
Out[6]= -((A + x)/y"2)

Odredimo vrijednost p i ¢ u fiksnoj tacki ft1,

In[7]:= {x, y} = ft1;
In[8]:= pl = p
Out[8]= 2/(1 - Sqrtl[1 + 4 Al)

In[9]:= ql = q
Out[9]= -((4 (A + 1/2 (1 - Sqrtl[l + 4 A]1)))/(1 - Sqrt[1 + 4 A])"2)

a zatim i u fiksnoj tacki £t2.

In[7]:= {x, y} = ft2;

In[8]:= p2 = p

Out[8]= 2/(1 + Sqrt[1 + 4 Al)

In[9]:= g2 = q

Out[9]= -((4 (A + 1/2 (1 + Sqrt[1 + 4 A])))/(1 + Sqrt[1 + 4 A])"2)

Odredimo karakteristi¢nu jednadzbu.

In[10]:= kp = \[Lambdal "2 - p \[Lambda] - q == 0;
In[11]:= kp = FullSimplify[kp]
Out[11]= (\[Lambda] + Sqrt[1 + 4 A] \[Lambda] + 2 A (1 + \[Lambda]~2))/(2 A)

Univerzitet u Tuzli 30 Prirodno-matematicki fakultet



Geometrijska interpretacija dinamike diferentnih jednadzbi

Izracunajmo karakteristicnu jednadzbu u ft1,

In[12]:= {x, y} = ft1;
In[13]:= kpl = kp;

In[14]:= kpl = FullSimplify[kpl, A > 0]
Out[14] = (\[Lambda] + Sqrt[1 + 4 A] \[Lambda] + 2 A (1 + \[Lambda]~2))/(2 A)

a zatim izracunajmo svojstvene vrijednosti karakteristicne jednadzbe u ft1.

In[15] := Solvelkpl == 0, \[Lambda]]
In[16] := {sv1l, sv2} = \[Lambda] /. %
Out[16] :=

{(-1 - Sqrt[1 + 4 A] - Sqrt[2 + 4 A - 16 A"2 + 2 Sqrt[1 + 4 A]])/(4 A),
(-1 - Sqrt[1 + 4 A] + Sqrt[2 + 4 A - 16 A"2 + 2 Sqrt[1 + 4 A]])/(4 A}

In[17]:
Out [17]

FullSimplify[svi*sv2, A > 0]
1

Vidimo da je proizvod svojstvenih vrijednosti u ft1 jednak jedan.

Da bismo utvrdili jesu li svojstvene vrijednosti realni ili kompleksni bro-
jevi, posmatrajmo znak diskriminante karakteristicne jednadzbe kp1.

In[18] := discl = Discriminant[kpl, A];
discl = FullSimplify[disc1l]

_ 142A—8A%4/14+4A
Out[18]= A2

Grafik diskriminante (20) pokazuje da ona moze biti pozitivna ili nega-
tivna u zavisnosti od parametra A.

In[19] := Plot[discl, {A, 0, 4}, PlotRange -> {-5, 5}]
Odredimo nule diskriminante.

In[20] := Solve[discl == 0, A]
Out[20]= {{A > -(1/4)}, {A -> 3/4}}

Diskriminanta je nula u tim vrijednostima parametra A. Sa grafika (20)
uocavamo da je diskriminanta negativna na intervalu (%, +00), odnosno da
su u tom intrvalu korijeni karakteristi¢cne jednadzbe kompleksni brojevi.

Razmotrimo slucaj kada je A = %. Tada su obje svojstvene vrijednosti u
ft1 jednake —1.
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Slika 20: Grafik diskriminante karakteristi¢ne jednadzbe kp1

In[21]:= svl /. A -> 3/4
Out[21]= -1
In[22]:= sv2 /. A -> 3/4
Out[22]= -1

Fiksna tacka ft1 za A = % je —%.

In[23]:= ft1 /. A -> 3/4
Out[23]= {-(1/2), -(1/2)}

Sada ¢emo dati glavni zakljucak u pogledu svojstvenih vrijednosti u smislu
teorema (2.1). U tu svrhu, kreira¢emo grafik svojstvenih vrijednosti u fiksnoj
tacki ft1 u zavisnosti od parametra A.

In[24]:= egqn = kpl == 0;
sol = Solveleqn, \[Lambdall;
{sol1, so0l2} = {\[Lambdall} /. %;

gl = Plot[soll, {A, 0, 3/4}, PlotRange -> {-3, 1}, PlotStyle ->
g2 = Plot[sol2, {A, 0, 3/4}, PlotRange -> {-3, 1}, PlotStyle ->
g3 = ListPlot[{{3/4, 0}}];

Show[gl, g2, g3]

Koristeci sve prethodno rec¢eno kao i grafik (21) zakljuéujemo da ako je
A< % onda postoje dvije realne svojstvene vrijednosti, jedna je po apsolutnoj
vrijednosti manja od jedan (zeleni grafik) a druga je veéa od jedan (crveni
grafik). U tom slucaju, fiksna tacka koju smo oznacili sa fp1 je nestabilna, i
to sedlasta tacka.

Generisimo orbitu Lynessovog preslikavanja sa 100 tacaka, i pri tome
uzmimo da je (1, 2) pocetna tacka. Uzet ¢emo da je A = 2, i prikazati prvih
deset clanova orbite.
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Slika 21: Grafik svojstvenih vrijednosti za ft1 u zavisnosti od A

In[25]:= A = 2;

In[26] := orb = Orbit[LynessMap, {1.0, 2.0}, 100];

In[27]:= Takelorb, {1, 10}]

Out [27]= {{1., 2.}, {2., 4.}, {4., 3.}, {3., 1.25}, {1.25, 1.08333},

{1.08333, 2.46667}, {2.46667, 4.12308}, {4.12308, 2.48233%},
{2.48233, 1.08713}, {1.08713, 1.24364}}

Nacrtajmo grafik tacaka prethodne orbite sa 100 rjesenja.

T .
4f o

() i I I I I 17
0 20 40 60 80 100

Slika 22: Grafik tacaka orbite Lynessove jednadzbe

Generisimo odgovarajuci grafik vremenskog niza za prethodni grafik tacaka.
Fazni portret pokazuje da je orbita sadrzana u zatvorenoj krivoj.
Fazni portret je generisan sljede¢om Dynamica narednom:

In[28]:=
f1 = PhasePortrait[orb, PlotRange -> {{0, 5}, {0, 5}},Colors -> {Red}]

Sada ¢emo generisati jos dva fazna portreta za druge dvije orbite Lynesove
jednadzne, i prikazati sva tri fazna portreta na jednom grafiku.
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Slika 23: Grafik vremenskog niza orbite Lynessove jednadzbe

5~

o 1 2 s y 5
Slika 24: Fazni portert orbite Lynessove jednadzbe

In[29] := orb2 = Orbit[LynessMap, {1.0, 1.0}, 200];

In[30]:=

f2 = PhasePortrait[orb2, PlotRange -> {{0, 5}, {0, 5}}, Colors -> {Blue}];
In[31] := orb3 = Orbit[LynessMap, {1.2, 2.5}, 200];

In[32]:=

f3 = PhasePortrait[orb3, PlotRange -> {{0, 5}, {0, 5}}, Colors -> {Greenl}];
In[33]:= Show[f1l, f2, £3]

Generisimo grafik invarijante Lynessove diferentne jednadzba. Lynessove
diferentne jednadzba je veé¢ definisana u paketa Dynamica.

In[34] := Lyness
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Slika 25: Fazni porterti orbita Lynessove jednadzbe

Out[34]= x[1 + n] == (A + x[n])/x[-1 + n]
Za nalazenje invarijante, koristicemo Dynamica naredbu RationalInvariant[].

In[35] := invLyness = RationalInvariant [Lyness]
Out[35]= c[1] + ((1 + A) c[8])/x[-1 + n] + c[8] x[-1 + n] + ((1 + A) c[8])/
x[n] + (A c[8])/(x[-1 + n] x[n]) + (c[8] x[-1 + n])/x[n] +

cl8] x[n] + (cl8] x[nl)/x[-1 + nlc[1] + ((1 + A) c[8])/

x[-1 + n] + c[8] x[-1 + n] + ((1 + A) c[8])/

x[n] + (A c[8])/(x[-1 + n] x[n]) + (c[8] x[-1 + n])/x[n] +

cl8] x[n] + (c[8] x[n])/x[-1 + n]

In[36] := invLyness = invLyness /. {c[8] -> 1, c[1] -> A + 2}
Out[36]= 2 + A + (1 + A)/x[-1 + n] + x[-1 + n] + (1 + A)/x[n] + A/(
x[-1 + n] x[n]) + x[-1 + n]/x[n] + x[n] + x[n]/x[-1 + n]

In[37]:= invLyness = invLyness /. {x[n] -> x, x[n - 1] -> y}
Out[37]=2 + A+ (1 + A)/x+x+ (1 +A/y+A/(xy) +x/y+7y+y/x

In[38] := invLyness = Factor[invLyness]

Out38]= ((1 +x) L +y) (A+x+y))/(xvy)

In[39]:= A = 2.0;

In[40] := Plot3D[invLyness, {x, 0.001, 5}, {y, 0.001, 5}, PlotRange -> {0, 100},

PlotPoints —-> 30]
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Slika 26: Grafik invarijante Lynessove diferentne jednadzbe za A = 2

Kompleksno ponasanje Lynessove jednadzbe za razlic¢ite vrijednost ipa-
rameta A moze se vidjeti iz bifurkacionog dijagrama.

In[41] := Clear[A]
In[42] := BifurcationPlotND[LynessMap, {A, 0.95, 1.05}, {1.2, 1.0},
Steps -> 300, Iterates -> 150, FirstIt -> 400]

0.96 0.98 100 102 1.04

Slika 27: Bifurkacioni dijagram Lynessove jednadzbe za A € (0.95,1.05)

Ranije smo rekli, da je za A = 1 svako rjesenje Lynessove jednadzbe
periodi¢no sa periodom pet, a vizualnu potvrdu toga nam daje bifurkafioni
dijagram, kojeg ¢emo uvecati u blizini tacke A = 1.

In[43] := BifurcationPlotND[LynessMap, {A, 0.99, 1.01}, {1.2, 1.0},
Steps -> 300, Iterates -> 150, FirstIt -> 400]
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Slika 28: Bifurkacioni dijagram Lynessove jednadzbe za A € (0.99,1.01)

Koriste¢i Dynamica funkciju PoincarePlot2D[] za generisanje Poincare-
ovog grafika mozemo takoder vizuelno pokazati da Lynessovo preslikavanje,
sa parametrom A = 1, ima sva rjeSenja periodi¢na sa periodom 5.

U Dynamica paketu je definisano i Lynessovo preslikavanje LynessMap [{x,y}].

In[44] := PoincarePlot2D[LynessMap, 20]

1 2 s s 5
Slika 29: Poincareov grafik Lynessovog preslikavanja za A = 1

Ovdje smo primijenili 20 puta PoincarePlot2D na pocetnu kruznicu da
pokazemo evoluciju ove kruznicu pod Lynessovim preslikavanjem. Pocetna
kruznica je definisana u centru sa koordinatama (1,1) i pre¢nikom 1. Na
grafiku vidimo samo pet razlicitih oblika, zato Sto je svako rjesenje periodi¢no
sa periodom pet.
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