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1. Uvod

Da bi se odredila neka suma, konac¢na ili beskona¢na, potreban je ogroman
racun dok je u nekim slucajevima to izracunavanje mozda ¢ak i nemoguce. Zbog
toga se javila potreba da se pronade neko jednostavnije rjeSenje za odredivanje
konacnih i beskonacnih suma koje se pronaslo u operatorima. U narednom izla-
ganju ¢e biti objasnjeno kako su to operatori pomogli pri odredivanju konac¢nih i
beskonacnih suma. Kao sto u rjesavanju i analizi diferencijalnih jednadzbi znacajnu
ulogu igra diferencijalni i integralni ra¢un, tako isto u rjeSavanju i analizi (posebno
linearnih) diferentnih jednadzbi vrlo znacajno mjesto zauzima diferentni racun, koji
predstavlja diskretni analogon diferencijalnog i integralnog racuna. U diferentnom
racunu bitna su dva operatora, koja ¢emo u prvom dijelu ovog rada definirati i za
koje ¢emo navesti neke osnovne osobine. Rije¢ je o diferentnom (diferencijskom)
operatoru 1 translacijskom operatoru. Prvo ¢emo preko ova dva operatora objasniti
koje su slicnosti i razlike izmedu diferentnog i diferencijalnog racuna, te navesti naj-
vaznije definicije i teoreme koji ¢e nam biti neophodni kasnije za izracunavanje sume
reda. Vazno je uociti da se diferentni operator moze primjenjivati i na funkcije dvije
ili vise promjenljivih, ali je potrebno u indeksu operatora naznaciti koja ¢e varijabla
biti translatirana za jednu jedinicu. Takoder je vazno napomenuti da su i diferentni i
translacijski operator linearni operatori. Nakon toga ¢emo definisati pojam stepena
padajuceg faktorijela, te objasniti kako na osnovu njega izra¢cunavamo sumu reda.
Zatim ¢emo uvesti pojam antidiferentnog operatora kao inverznog operatora dife-
rentnog operatora. Navest ¢emo najvaznije definicije i teoreme, kao i formule koje ¢e
nam koristiti za izracunavanje suma, te ¢emo pokazati na koji nacin se izra¢unavaju
sume pomocu antidiferentnog operatora. Zatim ¢emo navesti Monmortov teorem i
objasniti kako na osnovu njega mozemo izracunati sume beskonacnih redova.



2. Diferentni operator

Definicija 2.1 Neka je x(t) funkcija realne ili kompleksne promgenljive t. Dife-
rentni operator (ili razliku prvog reda) definisemo jednakoSéu

Az(t) =z(t+1) — x(t). (2.1)
Ubuduée ¢emo smatrati da je domen funkcije x skup uzastopnih brojeva. U tom

slucéaju promjenljivu ¢ zamijenit ¢emo oznakom n, a izraz z(n) sa x,, pa ¢emo
jednakost (2.1) pisati u obliku

Az, = T, — Ty.

Uoc¢imo da velicina koraka od jedne jedinice realno gledajuéi nije nikakva re-
strikcija. Naime, promatramo li diferentni operator y(s + h) — y(s), s veli¢cinom
koraka h > 0, i uvedemo li smjenu z(t) = y(th), imaéemo

y(s+h) —y(s) =y(th+h) —y(th) =zt + 1) — x(t) = Ax(t).

Uoc¢imo da se diferentni operator moze primjenjivati i na funkcije dvije ili vise pro-
mjenljivih, ali je potrebno u indeksu operatora naznaciti koja ¢e varijabla biti tra-
nslatirana za jednu jedinicu. Razlike viSeg reda se definiraju pomocu kompozicije
diferencijalnog operatora sa samim sobom. Tako je razlika drugog reda

Ax(t) = A(Ax(t)) = Azt + 1) — 2(t))
= (z(t+2)—xz(t+1) = (x(t+1) —z(t))
= x(t+2)—2x(t+ 1)+ x(t).
Razlika reda n definira se indukcijom:
A'z(t) = A(A™ 12(t)) (n=2,3,..),
to zakljucujemo da vrijedi

n(n+1)
2

— S (-1 <Z>x(t +n—k). (2.2)

k=0

A'z(t) = z(t+n) —nx(t+n—1)+ z(t+n—2)+ ..+ (—1)"z(t)
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Definicija 2.2 Translacijski operator (ili shift operator) definiramo jednakoséu

Ex(t) =x(t+1). (2.3)

U slucaju da je domen funkcije z skup uzastopnih cijelih brojeva, formula (2.3) se
moze pisati u obliku
Exn - $n+1.

Ako sa I ozna¢imo identicni operator, tj. I(t) = ¢, tada imamo
A=FE—1, (2.4)
odnosno
E=A+1. (2.5)

Relacije (2.4) i (2.5) su vrlo znacajne i koriste se kada jedan od dva operatora,
A ili E, treba izraziti preko onog drugog. Tako jednostavnije dolazimo do relacije
(2.2):
A"g(t) = (B — I"z(t) = @ (—D)FE"*a(t)

k=0

i: () (t+n—Fk) (2.6)

k=0
Sli¢no, koristenjem formule (2.5), dobijamo relaciju

Ea(t) = (A+ )" ():i@u)w—w

£

Osim toga, vrijedi zanimljiva osobina da operatori A i £ medusobno komutiraju,
tj. vrijedi

AEx(t) = EAz(t).
Teorem 2.1
1. AMA™z(t)) = A™(A"z(t)) = A"z (t), za sve pozitivne cijele brojeve m i n.
A(z(t)+y(t) = Az(t)+ Ay(t).
A(Cz(t)) = CA(z(t)), ako je C' konstanta.
4 Alz)y(t) = =(H)Ay(t) + Ey(t)Ax(l)
= y(t)Ax(t) + Ex(t)Ay(t) = x(t)Ay(t) + y(t)Az(t) + Ax(t)Ay(t).

o0\ y(OA() — 2O Ay(t)
A( ) OO
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Primjedba 2.1 Osobina 4. se moZe poopciti i za slucaj razlike n-tog reda te dobit:
tzv. Letbnitzovu formulu za razlike (diferencije):

n

Aale(t) = 3 () @k arute + 1) 1)

k=0

Definirajmo operatore F; i Es koji djeluju, respektivno, na x(t) i y(t), tj.

Er(z(t)y(t)) = x(t + 1)y(), Ex(z(t)y(t)) = x(t)y(t +1).

Iz jednakosti
BBy (z(t)y(t)) = x(t + Dyt + 1),

slijedi da je E' = E1FE,. Definirajmo jo$ i operatore Ay i Ay tako da vrijedi
A =E —1 (i=1,2).
Zbog toga je

A:E—]:ElEQ—]:(]+A1)E2—I:E2+A1E2—I:A2+A1E2

A(x(t)y(t) = (Ag + ArEy)" (x(1)y(1))-

Koriste¢i binomni razvoj, kona¢no dobijamo

Nuwwnz(i()N*Mﬁy<mw>

:i<> ) (A" Fy(t + k).

Navedimo sada neke formule za izracunavanje diferencija nekih posebnih
funkcija (nesto $to podsjecéa na tablicu izvoda osnovnih funkcija).

Teorem 2.2 Neka je a konstanta. Tada vrijedi

1. Aa =0.
. Ad' = (a—1)d*
. Asinat = 2sin%cosa(t + 3).

2

3

4. Acosat = —2singsina(t + 3).
5. Alogat =log(1+ 7).
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6. AlogI'(t) = logt.

Dokaz:
Prvih pet osobina se jednostavno dokazuju.

D(t+1) t0(¢)

6. AlogI'(t) =log'(t +1) —logI'(t) =1 =1 = logt.
og'(t) =logI'(t + 1) —logI'(t) = log XD 8 Tpy 8
|
Teorem 2.3
n—1
1. Z Axy = Ty — Tp, (2.8)
k=no
n—1
2. A( > A:L’k> = Ty. (2.9)
k=ng
Dokaz:
n—1 n—1
1. Z Al’k = Z (.CEk_H - .CEk)
k=ng k=mng
= (xno-H - Ino) + (xno+2 - $n0+1) + ot ((In - xn—l) = Tn — Tng
n—1 n n—1
2. A( > Axk> = > A= Az =z,
k=ng k=ng k=ng
|
Znamo da u diferencijalnom ra¢unu vrijedi
d
— " = nt" L, 2.10

Nazalost, diferencija stepena je komplicirana i kao rezultat nije mnogo upotrebljiva:

A" = (t4+1)" ="

Ipak je moguée doéi do formule za diferencije koja je analogna formuli (2.10),
ali je umjesto stepene funkcije t" potrebno uvesti jednu posebnu funkciju. Sljedeca
definicija uvodi takvu funkciju koja ¢e zadovoljiti neku verziju uloge stepene funkcije

za konacne razlike.
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Definicija 2.3 Stepen padajuéeg faktoriela t™) (¢ita se "t na r padajuéi”)
definiramo, u ovisnosti o vrijednostima varijable v, na sljedeci nacin:

1. Ako jer =1,2,3, ..., tada t'") =t(t — 1) -+ (t — 7 +1).
2. Ako jer =0, tada t©© = 1.

. r) __ 1
3. Ako jer = —1,-2,=3,..., tada t) = ey
4. Ako r nije cio broj, tada t") = Ff;(fﬁ)l).

Definicija 2.4 Opéeniti binomni koeficijent (i), (t,r € R) se definira kao

o) =i

Binomni koeficijenti zadovoljavaju mmnoge korisne identitete, od kojih su za nas
posebno znacajna sljedeca tri.

<t> ( t ) . g

= stmetrya,

r t—r

t t(t—1

( ) = ( ) 1zvl. ispred zagrade,
r r\r—1

t t—1 t—1
( > = ( ) + ( ) adiciona formula.
r T r—1

Dokaz: Ovi identiteti se dokazuju na osnovu prethodne dvije definicije.

L(t+1)
<t> _ Tern  TE+1) ) 1 — (=), _ = < t >

Lema 2.1

r I'(r+1) TI'(r+1) T't—r+1) I't—r+1) t—r
Ny ot D(t+1) 1t ['(t) 1
<r> T I(r+1) Tl—r+1) oI(r) r Tt—r+1) rT(r)

!

|

Sljedeci teorem daje rezultate u slucaju primjene diferentnog operatora na

stepen padajuceg faktorijela, slicne rezultatima diferenciranja stepena, te i rezultate
primjene operatora A na opcée binomne koeficijente.
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Teorem 2.4
1. At = =1,
2 M) =(1)  (r#£0).
(7)) = ().

Dokaz:
1. Pretpostavimo prvo da je r € Z7.

A" = (t4+ D) 0 =t 4 D)t (t—r+2) —t(t—1)---(t =7+ 1)

=tt—1)--(t—r+2)t+1)—(t—r+1)
= 7,

Neka je sada r proizvoljan realan broj. Koriste¢i Definiciju 2.3 4., imamo

5 rie+1)  TI(t+2) Lit+1)
Att()_AtF(t—r+1)_F(t—r+2)_F(t—r+1)
C+DD(E+1) (E—r+DDE+1) T(E+1)
T(t—r+2)  T({t-r+2)  T({t-r+2)
= Y,

2. Koristedi rezultat pod 1., sada imamo

A, (t) () rtr=1 rtr=1 t(r=1)

‘T(t+1) T{+1)  T(r) T(r)

- (Tf1> (r £0).

3. Ova se jednakost dobija kao posljedica adicione formule:
r+t r+t+1 r+t
At — -
()= ) -0
<r+t> <r+t> <r+t>
= + —
t+1 t t
_(r+t
o \t+1)
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Posljedica 2.1 Za fiksne k € Zt i x € R, vrijedi

1. Az = kg1

2. A"z =k(k—1)--- (k—n+ Datk),

3. AFgk) = [
Ve¢ od ranije znamo da je diferencija stepena komplicirana i kao takva nije mnogo
upotrebljiva. S druge strane, stepen padajuceg faktoriela ima jako lijepe osobine

pri djelovanju diferentnog operatora. To nas, u slucajevima izracunavanja konacnih
razlika, navodi na potrebu prevodenja obi¢nog polinoma stepena k

Pu(n) = agn® + an™ 1 + .+ ap_in + ay
u tzv. faktorielski polinom
or(n) = aon® + a;n®V + .+ ap_n + a.

U tu svrhu potrebne su nam formule za predstavljanje stepena padajuceg faktoriela
pomocu obicnih stepena varijeble n, kao i obrnuto.

Razvijanjem odgovarajuc¢ih izraza, a na osnovu definicije stepena padajuceg
faktoriela, imamo

n® =1,

nV = n,

n® = n%—n,

n® = n® —3n%+ 2n, (2.11)
nW = pt —6n®+ 11n% — 6n,

n® = n® —10n* + 35n° — 5002 + 24n,

Jednostavnim preracunavanjem, dobijamo

1= n(o),

n =nW,
n? = n® 4 n0,
n® = n® +3n® 4 n) (2.12)

nt = n® 4 7® +6n@ + W),
n® = n® 4+ 15n® 4 250® + 10n® + o),
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Izrazi (2.11) i (2.12) mogu biti jednostavnije zapisani u sljedecoj formi, respe-
ktivno

n®) = 3" sk’ (2.13)
i=1
i
k .
nt=3%" Skn@, (2.14)
i=1

Koeficijenti s¥ se nazivaju Stirlingovim brojevima prve vrste, a koeficijenti S¥ Sti-
rlingovim brojevima druge vrste. Zanimljive su rekurentne relacije koje zadovo-
ljavaju ovi brojevi.

Teorem 2.5

1. Stirlingovi brojevi prve vrste zadovoljavaju sljedecu rekurentnu relaciju

shtl = gF ksF

i i—1 i

(2.15)
gdje je, zak >0, sk =1,sF=0(i <0,i >k+1).
2. Stirlingovi brojevi druge vrste zadovoljavaju sljedecu rekurentnu relaciju
Skl — gk Sk, (2.16)

gdje je, za k>0, Sk =1, SF=0(i <0,i > k+1).

Dokaz:
1. Koristeéi ¢injenicu da za k > 0, sf = 1, sf =0 (i < 0,4 > k + 1), formula
(2.13) moze biti napisana u obliku

+0oo
n® = 3 sk, (2.17)
Odavdje slijedi
+oo
ntth = 37 ghript (2.18)

Prema definiciji stepena padajuceg faktorijela, imamo
nF ) = (n — k)nk. (2.19)

Zamjenom jednakosti (2.17) i (2.18) u (2.19) dobija se

+oo ) 400 ) +o0 ) +o0 )
Nttt = (n—k) Y sinf= Y shnttt = > kshaf

i=—00 1=—00 i=—00 i=—00
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400 ) +00 )
= > sin' = Y ksin'
1=—00 1=—00
400 )
= Z (Sﬁfl_ksé?)nl?
1=—00

odakle neposredno slijedi formula (2.15).

2. Analogno prethodnom, koristeéi ¢injenicu da za k > 0, SF = 1, S¥ = 0
(1 <0,i > k+1), formula (2.14) moze biti napisana u obliku

+00
= 3" Sknl) (2.20)
odakle slijedi
+oo
= 3 gk, (2.21)
Kako je
nkFt = nnk, (2.22)

to, zamjenom (2.20) i (2.21) u (2.22) dobija se

) 400 +o0
3 50— % sta0 = § shunt) (229

1=—00 1=—00 1=—00

Medutim,
nm'=nnn—1) - n—i+)=m—i+i)n(n—1)---(n—i+1)

=l 4 in). (2.24)
Koristedi relaciju (2.24), iz (2.23) imamo

+o00 +oo oo I
Z SlkJrln(l) _ Z Sf(n(erl)‘i‘an) — Z Slkn(ﬂrl)_i_ Z ZSan(Z)
+o0 . too .
— Z Sf,ln(z)—i- Z Z'an(z)
+oo .
= 3 (SF, +iShHn®,

1=—00

odakle slijedi formula (2.16). |



3. Antidiferentni operator

U prethodnom dijelu definirali smo diferentni operator A, te uveli pojam ste-
pena A" (n € Ny) i istakli njihove osnovne karakteristike. Logitnim se namece
pitanje da li se stepen A™ moze promatrati opéenito, u smislu da je n bilo koji cijeli
broj, a da pri tome odredene osnovne osobine sa slucaja n € N budu zadrzane.
Naravno da je to moguée i da je nuzno prvo uvesti pojam operatora A~!, koji je
ustvari pravi inverzni operator diferentnog operatora A i koga ¢emo zvati antidife-
rentnim operatorom. Zato ¢emo zahtjevati da operator A~! bude definiran na nacin
da vrijedi

AlA T z(t)] = A ta(t) = A% (t) = x(t), (3.1)

za sve t iz domena funkcije x.
Drugim rije¢ima, A~z definirao bi se kao funkcija ¢ija je razlika prvog reda
upravo funkcija x.

Definicija 3.1 Ako je X bilo koja funkcija ¢ija je razlika prvog reda funkcija x,
tada se X naziva antidiferencijom ili neodredenom sumom od x i oznacava
sa A7z ili Yz, to jest

ako je AX(t)==x(t), tada je A'z(t)=X(t).
U skladu s ovim razmatranjem definirajmo sada opéenito A™" (n € N):
A"z (t) = ATHATTEX(1)).

Uocimo da je antidiferentni operator ustvari analogan neodredenom intagralu iz
diferencijalnog racuna. Jednostavno se vidi da neodredeni integral igra slicnu ulogu
u diferencijalnom racunu, jer vrijedi

d
%(/ w(t)dt) = z(t).

Medutim, znamo da neodredeni integral nije jedinstven, na primjer
/costdt =sint + C,

gdje je C proizvoljna konstanta. Kao sto se vidi iz narednog primjera, ni antidifere-
ncija nije jedinstvena.
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Primjer 3.1 Odrediti antidiferenciju A tat.

Rjesenje:
Prema Teoremu 2.2, osobina 2., imamo Ad’ = (a — 1)a’, tako da je

a—1 a—
C(t) funkcija istog domena kao i funkcija a i takva da je AC(t) = 0. Tada vrijedi

(5 vow) (o)

at

at at
A( = a'. To znaci da je ] antidiferencija od a'. Medutim, neka je

tako da je funkcija

T+ C(t), takoder, antidiferencija od a. Dakle, ako je f(t)
a/ j—
proizvoljna antidiferencija od a', tada je

t

a t

)—A<f<t>>—A( - )—at—at—o’

a—1

A(f(t) -

a—1

at at

pa je f(t) — 1= C(t), odnosno f(t) = 1
a— a—

koju je AC(t) = 0. Iz ovoga zakljucujemo da smo odredili sve antidiferencije od a

i da su one oblika

+ C(t), za neku funkciju C(t) za

at

Aflat —

1 + C(t),

a —

gdje je C(t) bilo koja funkcija sa istim domenom kao i funkcija a’ i za koju vrijedi

AC(t) = 0. *

Teorem 3.1 Ako je y(t) antidiferencija od x(t), tada je svaka antidiferencija od
x(t) data sa

A7'z(t) = y(t) + C(t), (3.2)
gdje je C(t) funkcija istog domena kao i funkcija x i takva da za nju vrijedi
AC(t) = 0.

Dokaz:
Neka je z(t) proizvoljna antidiferencija od x(t). Tada vrijedi

Alz(t) —y()] = Az(t) — Ay(t)

= x(t) — z(t)
=0
= AC(t).

Odavdje slijedi z(t) — y(t) = C(¢), to jest z(t) = y(t) + C(t). |
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Primjedba 3.1 [z prethodnog teorema slijedi jedna vrlo vazna osobina o vezi
1zmedu diferentnog i antidiferentnog operatora. Naime, uz pretpostavku tog teorema
imamo da je

Ay(t) = z(t). (3.3)
Zamgenom veze (3.3) u (3.2) dobijamo

A7lz(t) = A Ay(t) = y(t) + C(t).

Dakle, opcenito vrijedi
ATIAL(t) = f(t) + CO(1), (3.4)

gdje je C(t) funkcija istog domena kao i funkcija f i takva da za nju vrijeds
AC(t) =
Prema tome, poredeéi relacije (3.4) i (3.1)zakljucujemo da je

AA Y =T i ATAA£I,

to jest zakon komutacije za operatore A i A~ ne vrijedi.

Teorem 3.2 Neka je a konstanta i neka je C(t) funkcija za koju je AC(t) =
Tada vrijedi

1. A lat = 2+ C(t), (a #1).

1

2. A lsingt = — 24 2) + C(t), (a # 2nm).

a
2sin 5

3. A~lcosat = Snat=z) + C(t), (a # 2nm).

251n
4. A tlogt =1logT'(t) + C(¢), t > 0.
5. ATH@ = B2 O(f), (a# —1).

a+1

6. A1) = (1) +C).

7ATH(T) = () + C).

Primjer 3.2 Rijesiti jednadzbu

z(t+2) —2zx(t+ 1) + ()

(é) (t=1,2,3,..).
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Rjesenje:

Kako je, dakle, A%z(t) = (é), to imamo
t
Ax(t) = <7> +C

() = @ +Ct+D,

gdje su C'i D proizvoljne konstante. s
Osobine antidiferentnog operatora (linearnost i dr.) iskazane su sljedeéim te-
oremom.

Teorem 3.3

+y(t) = A a(t) + A7 1y(2).

x(t), ako je a konstanta.
P(H)AY(1)) = 2(Dy(t) — A (By(t)A()).
z(t)y(t) — A7 (y(H)Ax(t)).

\S)

>
L

Q

8

S ~—
I

)

g

A~
>
L
&
8
—~ ~—
=
>
<
=
Il

Definirajmo sada inverzni operator translacijskog opratora.

Definicija 3.2 Ako je X funkcija za koju je EX upravo funkcija x, tada éemo
pisati B~z = X, to jest

ako je EX(t) = x(t), tada je E 'z(t) = X(t). (3.5)

U praksi je operator £~! manje interesantan i manje je u upotrebi od operatora
A~! ali ée ipak igrati vaznu ulogu pri rjesavanju nekih diferentnih jednadzbi, §to
¢emo vidjeti kasnije.

Ocito iz (3.5) direktno slijedi

B a(t) = ot — 1), (3.6)

jer vrijedi Ex(t — 1) = z(t). Ako je funkcija x data i ako treba odrediti drugu
funkciju X takvu da je EX = x, onda je taj problem u potpunosti i trivijalno
rijesen sa (3.6).

Uoc¢imo da mozemo opéenito definirati operator E~" (n € N). Naime, £~ "z
je funkcija za koju je E"(E~"xz) = x. No, kako je E"xz(t —n) = z(t), to ée vrijediti

E7"z(t) = x(t — n).
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Ubuduce ¢emo mi uglavnom smatrati da je domen funkcije x
prirodnih brojeva N = {1,2,3, ...}, tj. da ustvari imamo niz. Dakle,

= x(t) skup
2(t) = {zn}

(n € N).
Smatrat ¢emo da je

b
> k=0,
k=a

kad god je a > b. Primijetimo da, za fiksno m i n > m, imamo

n—1
An( Z [Ek) = Tn,
k=m
azafiksnopip>n

p
An< Z xk> = —T,.
k=n
Sada imamo

-1
A" x, =

n—1

Z xp+C (m <n),
k=m

za neku konstantu C', i alternativno

(3.7)

p
A'e, =Y x4+ D (p >mn), (3.8)
k=n
za neku konstantu D. Jednakosti (3.7) i (3.8) daju nam vezu izmedu antidiferencije
(neodredene sume) i odredene sume.

Primjer 3.3 [zracunati odredenu sumu

n—1 4 k
O
RjeSenje:

Koristeci jednakost 3.7 i Teorem 3.2, imamo

(- -

1 +C=-5(-] +C (n=2,3,...).
:—1 5
Da odredimo konstantu C, uzmimo n = 2:

4

4 2
5 5<5> +C=C



3. ANTIDIFERENTNI OPERATOR 15

Dakle,

§<§>k=4—5<§>n (n=2,3,..). &

k=1
Sljededi rezultat je poznat kao fundamentalni teorem za izracunavanje odredenih
suma, koji je analogan fundamentalnom teoremu diferencijalnog ra¢una.

Teorem 3.4 Ako je y, antidiferencija (neodredena suma) niza x, in > m+1, tada
vrigeds

n—1
>z = [Yklp = Yn — Y-
k=m

Primjer 3.4 [zracunati

SR
k=1

Rjesenje:
Kao prvo, k? treba izra¢unati pomoc¢u stepena padajuéih faktoriela:

B =k(k—1)+k=k® + k0.

Zbog linearnosti antidiferentnog operatera, imamo

2 3
AT = AT L AT = k;) + k;)

Prema Teoremu 3.4, vrijedi

> T3, 2 3 2 3

_(n+Dn  (n+1nn—-1) nr+1)2n+1)
N S 3 B 6 - 4

[k@) k(?))r“ (n+1)<2>+(n+1)<3> 1@ 10

Sk =
k=1

Sljede¢i teorem daje nam jednu verziju metoda parcijalnog sumiranja za
odredene sume.

Teorem 3.5 Ako je m < n, tada je
n—1

”i Ry = [eayly, — D (Azg)yp. (3.9)

k=m k=m
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Dokaz:

Uzmimo z(n) = x, i y(n) = y, u Teoremu 3.3 :
Afl(anyn) = TpYn — Afl(Axn)ynH_
Zbog jednakosti (3.7) imamo

n—1 n—1
> arAyr = 2oy — Y, (Axp)yes + C.
k=m k=m

Uzmemo li n = m + 1, posljednja jednakost postaje
T AYm = Tms1Ymi1 — (AT Y1 + C. (3.10)
No, s druge strane vrijedi
T AYm = AT Ym) — (AT Y- (3.11)

Iz jednakosti (3.10) i (3.11) slijedi C' = —x,, Y, ¢ime je dokaz zavrsen. [

Primjedba 3.2 Jedan ekvivalentni oblik Teorema 3.5 je Abelova sumaciona fo-
rmula

n—1 n—1 n—1 k
DTy =Tn D Yk — Y (Aask > yl> (3.12)
k=m k=m k=m i=m

Naime, zapisimo formulu (3.9) u obliku
n—1 n—1
Z akAbk = anbn - ambm - Z (Aak)ka (313)
k=m k=m

i izvr§imo zamjene: a = xp, Abr = Y. Zbog toga Ce biti

n—1 n—1
Zyk: ZAbk:bn_bma
k=m k=m

odnosno
n—1

by =bm + > Uk (3.14)

k=m

Jednakost (3.13) sada postaje (zbog (3.14))

n—1 n—1 n—1 k
k=m

k=m k=m i=m
n—1 n—1 k
= T > Yk + Tnbm — Tinbm — (T — Tin)bim — (Al‘k > y,)
k=m k=m i=m

n—1

n—1 k
=Tn > Yp— ) (Ameyz)
k=m i=m

k=m
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Postoji jedan specijalni metod sumiranja koji je baziran na jednakosti (2.6) za
n-tu diferenciju funkcije:

k=0

> (-1 ()60

(2

Aa(0) = (-1 Jatn -1
—1)n

Odavde slijedi

Rjesenje:
Neka je x(i) = (Z + a)) imamo A" (Z + a) = ( rha >, tako da sada slijedi
m

m m-—-n

S G0 =or(t) s



4. Izracunavanje konacnih suma

[lustrirajmo prvo primjenu Teorema 3.5 na izracunavanje konac¢nih suma.

n—1
Primjer 4.1 Izracunati »_ ka* (a # 1).
k=1
RjeSenje:
k
Prema Teoremu 3.5, uzimajuéi , = k, Ay, = a* (odnosno y, = A™'a* = a4 1),
a E—

imamo

_Za—l.

1 k=1

n _
CLk n—1 ak+1
a—1

n—1
> ka* = [k
k=1
Na osnovu Teorema 3.4 i 3.2, vrijedi
k n

., a a a a” —a
k=1

a—1 1

Zbog toga je

n—1 n n
na" —a a a" —a

E ka* = — .

= a—1 a—1 a-1

_ (a—Dna"—a" +a
N (a—1)2 ' s

Neke algebarske transformacije koje ne ukljucuju stepene s necijelim raciona-
Inim eksponentima mogu biti primjenjene na operatore £ i A. Na primjer, proma-

trajmo
2" —1

l+z+422+.. . +2" =2
z—1

Neka je sada z — 1 =t. Tada je

o1 (D=1

- S ("),
z—1 t = \k
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Dakle, postoji algebarska ekvivalencija polazne jednakosti
1+z+z2+...+z”_1zz<n>tk_1, (4.1)

pri cemu jet =z — 1.
Uzmemo li sada da je

imacéemo

t=A,
pa se jednakost (4.1) moze pisati u obliku

1+ E+E* 4. +E =Y (Z)M—l.
k=1

Pustimo sada da obje strane posljednje jednakosti djeluju na xy:

$1+$2+l’3+l’nzzwkzz (Z)Ak_llj (42)
k=1

k=1
Uocimo sljedece: ako su diferencije od x; u gornjoj jednakosti, pocev od

odredenog reda, jednake nuli, tada se konac¢na suma Zxk od n ¢lanova moze
k=1
prikazati u zatvorenoj formi ¢iji broj ¢lanova ne ovisi o n.

Primjer 4.2 [zursiti sumiranje Z B =134+224+33+ .. +nd
k=1

Rjesenje:

Ovdje je x1 = 1, x50 = 8, 3 = 27, x4 = 64,Axy =7, Axy = 19, Axg = 37,
A?xy =12, A’ry = 18, A%z = 61 A'zy = 0, itd. Primjenom formule (4.1), na ovaj
slucaj, dobi¢emo

n 4 n
Z kg = Z ( >Ak_1.’13'1
k=1 k=1 k

:n+n(n2!—1)'7+n(n—13)!(n—2).12+n(n—1)(n4'—2)(n—3)'6
B n(n+1)]°
S H

[zracunajmo sada Primgjer 3.4 na sljede¢i nacin.
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Primjer 4.3 Izracunati

Yo =12422+3"+... +n’.
k=1
RjeSenje:

Ovdjejex1 =1, 29 =4, 25 =9, Ax; = 3, Azy =5, A’z =21 Adx; = 0 itd.
Primjenom formule (4.1), na ovaj slucaj, dobi¢emo

n 3 n
SK = Z( )Ak‘lxl
k=1 k=1 k

:n+W-3+n<n_g)!(n_2> »)
_ n(n+ 1)6(2n—|— 1)' Iy

Promatrajmo sljede¢u kona¢nu sumu

gdje je f(k) data funkcija od k. Pokaza¢emo kako se izra¢unavanje ove sume moze
jednostavno svesti na rjeSsavanje odgovarajuce linearne diferentne jednadzbe prvog
reda. Naime, vrijedi

n+1 n

Sni =y flk) =Y f(k)+ f(n+1) =S, + f(n+1),
k=0

k=0

odnosno,

Sn+1 _Sn = f(n+1)7

Sto i jeste jedna nehomogena linearna diferentna jednadzba prvog reda koja zado-
voljava pocetni uvjet

So = f(0).
Rjesenje diferentne jednadzbe, koje zadovoljava pocetni uvjet, daje zbir naSe pro-
matrane kona¢ne sume.

Izracunajmo sada prethodni primjer koriste¢i ove pretpostavke.

Primjer 4.4 Odrediti konacnu sumu Z k2.
k=0
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Rjesenje:
Data suma zadovoljava jednadzbu

Sn+1 — Sn = (TL + 1)2,

odnosno

AS, = (n+1)%
Odavde slijedi

S, = AP+ 2n+1)=A"(n(n—1)+3n+1)
= A7 (n® 430 4+ 1)

®3) (2) —1(n-2 -1

LA P Gl | k) B U Ul S
3 2 3 2

_ n(n+1)6(2n+1) Lo

Koristedi ¢injenicu da je So = 0, imamo da je C' = 0, pa se kao rezultat dobije

S5 - n(n + 1)6(2n + 1). Iy

Uvedimo sada pojam Bernoullijevih polinoma i Bernoullijevih brojeva na
sljedec¢i nacin.

Definicija 4.1 Bernoullijevi polinomi B, (t) su definirani jednakoséu

zel®

£ je eksponencijalna generirajuca funkcija za niz By (t).

drugim rijecima,

Definicija 4.2 Bernoullijevi brojevi B, su vrijednosti Bernoullijevih polinoma
B,(t) ut =0, to jest B, = B,(0).

Prvih nekoliko Bernoullijevih polinoma su

1 3, 1
Bs(t) :tz—t+6, Bs(t) :t3—§t2—|—§t,...

By=1 B =—- By=-, B;=0.
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Posljedica 4.1 Ako jen=0,1,2,..., tada je

L ]

A_ltn _
n+1

gdje je AC(t) =

Iz ove posljedice slijedi da je

n—1 - n 1 n 1
Z Zk = lAltk] = [M3k+1(t)] = m lBk+l(n) - Bk+1] .
i=1

1 1

Primjenimo ovo za izradu zadataka.

n
Primjer 4.5 Izracunati konacnu sumu Z k.
k=1

Rjesenje:
Imamo
n+1 n+1
& _ 1 1 n(n+1)(2n+1)
= AT =Byt =-|B 1)— B3| =
e A P e L ;

Primjer 4.6 Izracunati

dD(2k—1)=1+43+5+...+(2n—1).
k=1

Rjesenje:
Ovdje je z1 = 1, w3 = 3, Axy = 2 i A%z, = 0 itd. Primjenom formule (4.1),
na ovaj slucaj, dobi¢emo

n 2
SEk-1) =3 (A,
k=1 k

k=1

Primjer 4.7 Izracunati

Y(2k—1P=1"+34+5+...+(2n—1)"
k=1
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Rjesenje:
Ovdje je o1 = 1, 29 = 9,23 = 25, Ax; = 8,Axy = 16, A%z = 8 i Az = 0 itd.
Primjenom formule (4.1), na ovaj slu¢aj, dobi¢emo

S 17 = 3 () as

k=1 k=1
B n(n —1) n(n —1)(n — 2)
=n+ o 8 a0 -8
n(4n® + 1

Primjer 4.8 [zracunati

Y Bk—1=22+5+8+...+(3n—1)%
k=1

RjeSenje:
Ovdje je 1 = 4, 19 = 25,03 = 64, Ax; = 21,Axy = 39, A2z, =181 Az, =0
itd. Primjenom formule (4.1), na ovaj slu¢aj, dobi¢emo

i:%k—l i()A’“

k=1 k=1
:4n+n(n—1).21+n(n—1)(n—2)‘18
2! 3!
n(6n®+3n —1
LIS T RN

Primjer 4.9 Izracunati sumu

> k(k+1)=1-2+2-3+3-44...+n(n+1)
k=1
Rjesenje:
Prvo trebamo k(k 4 1) izracunati preko stepena padajuéih faktoriela:
k(k+1) =k + k= k® 42k

Zbog linearnosti antidiferentnog operatora imamo

EG3)
A7k +1) = A7%® 4 A2k = = k@ 4 C.
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Sada vrijedi da je

n lk“ r“ (n+1)® 1®

dok(k+1) = | + kO =t (n+1)® - — 1@
k=1 3 3

(n+ 1)n(n —1)

n(n+1)(n+ 2).

3 L

Primjer 4.10 Izracunati sumu

Z (2k+2)=2-4+4-6+6-8+...+2n(2n +2)

Rjesenje:
Prvo trebamo 2k(2k + 2) izracunati preko stepena padajuéih faktoriela:

2k(2k + 2) = 4k? + 4k = 4k® + 8k
Zbog linearnosti antidiferentnog operatora imamo

4kB)

AT12k(2k 4 2) = AHE® 4 ATI8EW = L4 Lo

Sada vrijedi da je
n+1 4(n + 1)(3)

n 4k3)
Z (2k +2) :[ 3 +4k<2>] =+ 4n+ 1)@~
1

_ 4(n+1);z(n—1) A+ ) =

Primjer 4.11 [zracunati sumu

WE

2k —1)2k+1)=1-3+3-545-T+...+(2n—1)(2n +1)

k=1

Rjesenje:
Prvo trebamo (2k — 1)(2k + 1) izracunati preko stepena padajucih faktoriela:

(2k —1)(2k + 1) = 4k? — 1 = 4k@ 4 4k® — O
Zbog linearnosti antidiferentnog operatora imamo

4k®)

AN 2k —1)(2k + 1) = A74E@ 4 AT4ED - ATTEO = 1 ok@ _ ) 4 o
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Sada vrijedi da je

— 2. 1(2) + 1(1)

(n+1)(4n® + 2n — 3).

n (3) n+1
STk—-1)2k+1) = AT ok )
k=1 3 1
4 1)® 4.10
= (m;) +2n+ 1)@ — (n4+ 1)WY — ;
4 1 —1
= (n+ );Lm )+2(n—|—1)n—(n+1):

Primjer 4.12 [zracunati sumu

3

> k(k+1)(k+4)=1-2-54+2-3-6+3-4-7T+...+n(n+1)(n+4)
k=1

Rjesenje:

Prvo trebamo k(k 4+ 1)(k + 4) izracunati preko stepena padajucih faktoriela:

k(k+1)(k +4) = k> + 5k + 4k = kO + 5@ 4 1060,

Zbog linearnosti antidiferentnog operatora imamo

kD 8k®)

A7k 4 1) (k +4) = ATED 4+ AR + AT0RY = == 4 = 4 5k + O

Sada vrijedi da je

n JRCARYRE) i

Sk D)k 4) = | BT 50

2 4 3 .
)@ 8+ 1)® o 10 810 @
— 7 + 5 +5(n+1) 1 3 5-1
SR IUES A UL

~ (n+1n(n+2)(3n +17)
B 12 - b

&



5. Monmortov
teorem 1 beskonac¢no sumiranje

Sljededi teorem omogucava koristenje metoda operatora za izra¢unavanje sume
redova.

Teorem 5.1 Pretpostavimo da je apsolutno konvergentan red
S(t) =ag+ait +agt> + ... +a,t" +..., (5.1)
gdje su a,, date funkcije po n. Tada S(t) moze biti predstavijen u obliku

Qo tA(IO tz AQCLO

S(t):1—t+(1—t)2+(1—t)3+“'

(5.2)

Ovaj je rezultat poznat kao Monmortov teorem o beskonacnom sumiranju. Pri-
mijetimo sljedece: ako je a, polinom po n stepena k, tada bi A™aq bilo nula za sve
m > k i u redu bi se pojavilo samo kona¢no mnogo ¢lanova.

Dokaz:
Koristeci se vezama izmedu operatora £ i A imamo
S(t) = a0+a1t+a2t2—|—...+ant”+...
= (1 +tE+2E* + .. +t"E" 4+ .. Dag
= (1 +tE) ag = [a —t(I + A)]ag

1 t -
= 1— A
1—t( 1—t ) o
1 ) tA N t2A? N
= — R K07
1—t¢ 1=t (1—t)? 0
ao tAag t2A%q
T BT B R
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Primjer 5.1 Odrediti sumu reda
St)=t+22+ 3+ ... +nt"+...
Rjesenje:

Uocimo da je a, =n (n > 1), paje Aa, =11 A™a, =0 za (m > 2). Osim
toga, ap =0, Aag = a1 —agp =11 A™a, =0 za (m > 2). Prema (5.2), imamo

0 t-1 0
S(t) = o0+
O =1 Yaom Taog T 0T
t
T 4
Uvedimo sada jednu drugaciju tehniku za izracunavanje sume reda oblika
ait  ast? a,t"

gdje su a,, date funkcije po n, pretpostavljajuci da je taj red apsolutno konvergentan
u nekom podrucju vrijednosti od t. Koristeéi translacijski operator, imamo

a, = E"aq (n=1,2,...),

pa se jednakost (5.3) moze napisati kao

tE  t*E? tnEn
S(t):<l+++...+ +...>a0

1! 2! n!
= Fay = !UH2) gy = efe®ay (5.4)
ot tA(IO tzAQGO
=e|ayg+ 1 + ol + ... .

Ako je a,, polinom po n stepena k, tada je A™a, = 0 za sve m > n i desna strana
jednakosti (5.4) ima samo kona¢no mnogo clanova.

Primjer 5.2 Odrediti sumu reda

3t 8% 157
“n Tt
Rjesenje:

Ovdje je a, = n(n+2) = n*+2n (n = 1,2,...), odnosno Aa, = 2n + 3,
A%a, =21i A™a, = 0za m > 2. Osim toga, ag = 0, Aag = 3, A%qy =21i A™a, =0
za m > 2. Zamjenom ovih rezultata u jednakost (5.4), dobija se

t- 2.2
S(t) = et<0+3+

1! 2!
=te'(t+3). &

+0—|—...+0+...)
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Teorem 5.2 Za \ # 1 i polinom Py(n) stepena k vrijedi

A_l [/\”Pk(n)] =

A" <1_ M NAT A8

P S S R S SR S

s taénoscéu do na konstantu.

Dokaz:
Neka je F'(n) neka funkcija po n. Tada je

AN"F(n) = X" F(n 4+ 1) — \"F(n)
= N EF(n) — \"F(n)
= \N'"(AE —1)F(n).
Uzmimo sada da je (AE — I)F(n) = Py(n), odakle slijedi
F(n) = (AE — I)"'Py(n).

Zbog toga iz (5.5) imamo
AN'"F(n) = X" Py(n),

odakle je

AN P(n)] = A"F(n) = \"(AE — I) "' Py(n)

1

— A" P
N T ay =1
A 1

— : e
A—1 1+ 24 ()
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5.1. Primjena operatora na slozene redove i na
probleme obrnute sumiranju redova

Neka je
_ fit | fot?
f(t)—fO‘f‘T‘f—?—l—...
i 2
_ g1t got
g(t)—QO"‘T'f‘?—f—...

Promatrajmo red

t t?

za koji ¢emo pretpostaviti da je apsolutno konvergentan. Koriste¢i osobine operatora

E i A, imamo
tE t2E?
Sz(go—i-gl 42 +...>f0

1! 2!
= g(tE)fy
= gt +tA)fo

2
= g(0fo+ 10 O+ g (A o+ .,

ili alternativno
t ! t2 " 2
= f(t)go + Ff (t)Ago + Ef (t)A%go + ...

Primjer 5.3 Odrediti sumu reda

g3 Tt 1180
T T
Rjesenje:
Neka je
- A &
g(t):smt:t—g—l—a—...

Dakle, go=0,¢91 =1, g3 =—1, g4 =0, g5 = 1. Sada je, iz S,

fogo =0, figi = 3, fag2 = 0, f393 = =7, fag4 = 0, f595 = 11.

Odavdje je f1 = 3, f3s =7, f5 = 11, f; = 15,... gdje su fo, f2, f4, f6 proizvoljno
uzeti. U skladu s tim mozemo uzeti

f0:17f1:37f2:57f3:77f4:97f5:117"'7
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pri cemu je Afy =2, A%fi=0=A3fy = ASfy =

Konacéno,

3t T3 110
IS TR TR

= g(t)fo+ f!g’(t)Afo

t
= sint+icost~2
= sint + 2t cost. [ 3

Promatrajmo sada u neku ruku obrnuti problem. Naime, pretpostavimo da nam je
dat red

u(t) = v(t) + At +1) + ot +2) +...

= i N (t 4 k),

k=0
koji konvergira i ¢ija nam je suma poznata. Treba odrediti funkciju v(t). Naravno,

ovo je moguce kada je |A\| < —, gdje je uvijek funkcija v ogranic¢ena, to jest vrijedi

M
m < v(t) < M.
Zbog toga vrijedi
s 1
t) =Y (NEMu(t) = t).
ult) = SO0 = =30 0)

Odavdje je trazeno rjesenje
v(t) = (1 = AE)u(t) = u(t) — Au(t + 1)

koje se jednostavno provjerava direktnom zamjenom u polazni red.
Sli¢no, ako promatramo red

u(t) = v )+3v(t+1) ;\?v(t+2)+

( )\QEQ +...>v(t)

v(t) = e u(t)
< AE+ A;Ez ...)u(t)

2

= u(t) — f\'u(t +1)+ ;u(t +2)—

imacemo
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Odavdje se vidi da imamo sljedece dvije recipro¢ne transformacije

u(t) = i ;\'U(t + k)
k=0 "
o) = Yo (1) Nult + )

—=> k!v(t+ k),
k=0
tada imamo
s 1
t) = —1)*
v(t) ;}( ) s
1 1 1 1

T TR T o R T TR

Lzvrsimo provjeru:

o0 [e.o]

1 1
ng(t—l—k) = Z/o e TR () T da
k=0 V* k=0
[ g
= e " — |dx
0 = k!

1

ako svi redovi apsolutno konvergiraju. s

Primjer 5.5 Ako je u(t) polinom stepena r po t, onda se moze naci konacni izraz
za v(t) da bude zadovoljen uvjet
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Kako je
u(t) = e*u(t),

odnosno

v(t) = e Mu(t) = e e M ult)

_ AA NZA?
6)‘[1—1!+ 51 —1u(t)

_ Au(t)  N2A%u(t
:e)‘[u(t)— T )+ 51 )—...],

gdje je red na desnoj strani konacan, to je v(t) takoder polinom stepena r pot. &




6. Zakljucak

Sto se tice diferentnih jednadzbi kao posebne oblasti matematike, treba ista-
knuti da se ona intenzivnije pocela proucavati u posljednjih trideset godina. Kako
na nasem prostoru nema velikog izbora literature u kojoj su detaljnije objasnjene
diferentne jednadzbe to je i jedan od razloga sto sam odabrao analizu, odnosno njen
dio, diferentne jednadzbe. Kako je oblast diferentnih jednadzbi dosta velika i kao
takva zahtijeva dosta vremena za proucavanje, fokusirao sam se na jedan njen dio,
odnosno na diferentni ra¢un ili preciznije na izracunavanje konacnih suma i suma
beskonac¢nih redova pomocu diferentnog racuna.

U rjesavanju i analizi diferentnih jednadzbi vrlo znac¢ajno mjesto zauzima dife-
rentni racun. Vidjeli smo da diferentni racun predstavlja diskretni analogon difere-
ncijalnog i integralnog racuna. U diferentnom racunu bitna su dva operatora, koja
smo definirali i za koje smo naveli neke osnovne osobine. Rije¢ je o diferentnom i
translacijskom operatoru. Uocili smo da se diferentni operator, pored ostalog, moze
primjenjivati na funkcije dvije ili vise promjenljivih, uz naznaku u indeksu opera-
tora koja Ce varijabla biti translatirana za jednu jedinicu. Nije bilo tesko pokazati
da operatori A i E medusobno komutiraju i da su oba operatora ustvari linearni
operatori. Mogli smo se uvjeriti u odredenu sli¢nost diferentnog ra¢una kako sa
diferencijalnim tako jos vise sa integralnim ra¢unom i to upravo preko operatora.
Pored ostalog smo uveli i stepen padajuceg faktorijela kao zamjenu za neku verziju
uloge stepene funkcije za konacne razlike i pokazali primjenu diferentnog operatora
na stepen padajuceg faktorijela. Pokazalo se da stepen padajuceg faktorijela ima
jako lijepe osobine pri djelovanju diferentnog operatora. Nakon $to smo uveli po-
jam diferentnog operatora slijed je bio logican, da se pokusa uvesti i antidiferentni
operator u oznaci A™!. Samim tim uvodenjem dosli smo u poziciju da sada umjesto
pronalaska pokojeg rjesenja date diferentne jednadzbe, mozemo u nekim slucajevima
u potpunosti rijesiti takvu jednadzbu, to jest nacéi njeno opce rjesenje. Doslo se do
zakljucka da neke algebarske transformacije, koje ne ukljucuju stepene s necjelim
racionalnim eksponentima, mogu biti primjenjene na operatore E i A. Jos jedna
znacajna primjena jeste i Monmortov teorem koji je omogucio koristenje metoda
operatora za izracunavanje sume redova. Kako se sada mogla izracunati suma reda
ako nam je dat red, pomoc¢u funkcije v(t) koja je jasno odredena, bilo je logi¢no da
se pokusa i obrat, odnosno, da se na osnovu datog reda i sume odredi funkcija v(t)
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i to se pokazalo kao jako efikasno. Tako se pokazalo da je izracunavanje konacnih
suma i suma beskona¢nih redova mogucée na jedan potpuno nov i moglo bi se sa
sigurnoséu reé¢i zanimljiviji i jednostavniji nacin, a to je upravo preko diferentnog
racuna.
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