Prof. dr. Mehmed Nurkanovié

Sistemi linearnih diferentnih jednadzbi - I

Do sada smo se bavili diferentnim jednadzbama koje su imale samo jednu nezavisnu i samo jednu zavisnu varijablu.
Buduéi da vetina zivotnih situacija ipak nije tako jednostavna, sada ¢emo se posvetiti proucavanju sistema diferentnih
jednadzbi sa vise od jedne zavisne varijable. Pri tome ¢emo se ograniciti na sisteme diferentnih jednadzbi prvog reda.
Ovakvim sistemima se Cesto izrazavaju neki diskretni modeli iz prakse, kao §to su modeli u matematickoj biologiji
(proucavanje kompeticije izmedu pojedinih vrsta u populacionim dinamikama), modeli u fizici (proucavanje kretanja
tijela u interakeiji) i tome slicno. Ovi se sistemi jako puno primjenjuju i u proucavanju sistema upravljanja, neurologij,
elektrotehnici itd. U ovom poglavlju bite pokazano i kako se svaka linearna diferentna jednadzba viseg reda moze
transformirati u sistem diferentnih jednadzbi prvog reda (analogno istoj situaciji u teoriji diferencijalnih jednadzbi),
kao i obrnuto

Autonomni sistemi diferentnih jednadzbi

Homogeni autonomni (vremenski invarijantni) sistem k linearnih diferentnih jednadzbi prvog reda ima oblik

x511+)1 = auxgzl) + a12$512) +...+ alkxgzk)
(2) _ (1) (2) (k)

Tpi1 = A21Tn “+ agoxy,’ + ...+ aopn

(n=0,1,...) p. (1)
5555421 = amx%l) + ak2$512) +...+ akkxgzk)
Rije¢ je o tzv. homogenom sistemu diferentnih jednadzbi. (
Sistem (1) moZe se napisati u matri¢nom obliku
X1 =AX,, (n=0,1,..) (2)
gdje je X,, = (x%l),xg),...,z%k))T € R* i A = (a;;) je k x k realna nesingularna matrica. Sistem (1) se smatra
autonommnim ili vremenski invarijantnim, posto su svi elementi matrice A konstante.

Rjesenge sistema (1) je svaki niz vektora X, = (xﬁf), x&?), o ,x%k))T

Ako za neko ny > 0 specificiramo da je X,,, = a = (a1, as, ...,ak)T, tada se sistem (1) zove problemom pocetnih
vrijednosti (skr. PPV). Stavige, jednostavnim iteriranjem (ili pak direktnom zamjenom u jednadzbu), moze se pokazati
da je rjesenje takvog PPV dato sa

€ R* koji zadovoljava taj sistem.

X, = AV g, (3)

gdje je A° = I, k x k jedini¢na matrica. Mi ¢emo uglavnom koristiti da je ng = 0. U tom slucaju imamo da je rjesenje
promatranog PPV dato sa

X, = A"X, = A"a. (4)

Iz jednakosti (4) vidimo da je jedini problem da se dode do rjesenja sitema diferentnih jednadzbi (1) ustvari izra¢unavanje
n-tog stepena matrice A. Iz linearne algebre je poznato da se taj problem moze rijesiti na razli¢ite nacine (s manje ili
vige napora). Mi éemo sada demonstrirati tri takva nacina: neposrednom primjenom Hamilton-Cayleyjevog teorema,
tzv. diskretni analogon Putzerovog algoritma i primjenom binomnog obrasca za matrice.

Neka je, dakle, A kvadratna matrica k-tog reda. Poznato je da jednadzba

AX = \X, (5)

gdje je A parametar, uvijek ima trivijalno rjesenje X = 0. Ako jednadzba (5) ima i netrivijalno rjesenje X za neko A,
tada se to A naziva svojstvenom (karakteristitnom) vrijednoséu matrice A, a X se naziva odgovarajuéim svojstvenim
(karakteristicnim) vektorom. Svojstvene vrijednosti matrice A zadovoljavaju tzv. karakteristi¢nu jednadzbu

det (A — AI) = 0. (6)



Polinom

Kk (A) =det (A — )
= (=D A £ p N A +

nazivamo svojstvenim ili karakteristicnim polinomom matrica A.

Teorem 1 (Hamilton-Cayleyjev teorem) Svaka kvadratna matrica A zadovoljava svoju karakteristicnu jednadzbu,
to jest

r(A) =0, (7)

gdje je 0 nula-matrica.

Hamilton-Cayleyjev teorem pokazuje da se matrica A¥ moze prikazati kao linearna kombinacija matrica I, A, A2, ..., AF=1,

Medutim, uo¢imo da jednadzba (7) moze posluziti za izra¢unavanje bilo kojeg stepena n matrice A. Naime, iz (7),
odnosno

(1) AF 4 p A 4 L pr A =0,
slijedi
(—1)F APFE o AR g AT ppAn = 0,
§to je linearna diferentna jednadzba k-tog reda s konstantnim koeficijentima, koju znamo rijesiti. Jedino treba voditi

ra¢una da su konstante, koje se dobiju pri formiranju opéeg rjesenja te jednadzbe, ustvari konstantne matrice, koje se
odreduju koristenjem pocetnih uvjeta, to jest prvih k stepena matrice A. Ilustrirajmo to sljedeéim primjerom.

Primjer 2 Odrediti A™ (n € N), ako je

1 2 -1
A=10 1
4 —4 )

Rjesenje. Odredimo prvo karakteristi¢ni polinom matrice A.

1—-\x 2 -1
det (A—X) = 0 1-X 0
4 —4 55—
= 1=-)B-N
= M4+ -151+0.

Njene svojstvene vrijednosti su A\; =1, A2 3 = 3. Prema Hamilton-Cayleyjevom teoremu imamo
A" _TAMT? L 154 — 94 = 0.

Posljednja jednadzba je homogena linearna diferentna jednadzba treteg reda s konstantnim koeficijentima, ¢ije je opée
rjesenje, kao sto znamo, dato sa

A" = Ol <17 + (02 +nC’3) . 3“,
gdje su C, Cy, C3 konstantne matrice. Odredimo te matrice. Naime, iz
n=0 = A0:C’1+C’2,

n=1 = A1201+(02+03)~3,
n=2 = A2201+(02+203)'32,

slijedi
2 1 1
0 -5 0 1 50 -3 —3 ~3
=10 10|,co=l0 00|, c5=| 0o 0o o],
4 2
0 20 0 -2 1 &0 2



odnosno

3n—2p .37t 34 1.3l p.3nl —p.gntt
A" = 0 1 0 Y )
4n - 3n—1 2-2.3" 3" 4 2n-3"7!

Vidimo da je, kada je kvadratna matrica A reda k, potrebno izracunati k£ konstantnih matrica, $to u sluc¢aju veceg
broja k moze da predstavlja poteskoctu zbog glomaznosti racunanja. Zbog toga temo navesti jo§ jedan metod za
ra¢unanje matrice A” (n € N), koji se takoder zasniva na Hamilton-Cayleyjevom teoremu. Rije¢ je o tzv. diskretnom
analogonu Putzerovog algoritma. Ideja dolazi iz teorije diferencijalnih jednadzbi pri rjesavanju Cauchyjevog problema

=AX, X (to) = Xo,
gdje je A = (a;;) matricareda k x k ,a X € R*. Rjesenje je odredeno sa
X (t) = eA(titO)Xo,

pri ¢emu se za ra¢unanje matrice e* koristi Putzerov algoritam.
Neka su A1, Ag, ..., A\, svojstvene vrijednosti kvadratne matrice A, pri ¢emu se svaka svojstvena vrijednost pojavljuje
onoliko puta kolika je njena viSestru-kost. Definirajmo

My = I, (8)
M; = (A-NDM;_y,  (j=1,2,...k). (9)

Ocito je, primjenom Hamilton-Cayleyjevog teorema,
k
H (A= )\I)=r(A) =0.

Prema tome, M,, = 0 za sve n > k.
Iz prethodnog zaklju¢ujemo da se bilo koji stepen A™ matrice A moze predstaviti kao linearna kombinacija od
M(),Ml, ...,Mj zaj = 1,2, ,k? — 1. Dakle,

Zc] My, n=01,.. . (10)

Uoc¢imo jednu vaznu ¢injenicu koja slijedi iz (10). Naime, za n = 0, dobija se
A =T =1¢; (0)1 + ¢y (0) My + ... + cx (0) My_1,
odakle, na osnovu definicije jednakosti dviju matrica, slijedi
c1(0)=1,¢(0) =¢3(0) =... = ¢, (0) =0. (11)

Kako je A"t1 = A" A, na osnovu (10), imamo
k k
ch (n—|—1) Mj,1 = Al = AA" = A ch (’I’L) Mjfl
Jj=1 j

= ZCJ AMJ 1.

Zamjenom AM;_; iz (9) slijedi

k
S+ 1) My =Y c;(n)[M;+ XM (12)

j=1 j=1

w



Uporedivanjem koeficijenata lijeve i desne strane u (12), vodeéi rac¢una o (11), dobija se

a(n+1)=Aea(n), c1(0) =1,

. 1
¢;i(n+1)=Xcj(n)+ci—1(n), ¢ (0)=0, j=2,3,..k. (13)
Rjesavanjem diferentnih jednadzbi (13) (koje su linearne prvog reda), imamo-
n—1
a (n) = AT, ¢j(n) = Z )\?7171%71 (1), i=2,3,...,k. (14)
i=0

Jednakosti (9), (10), i (14) zajedno ¢ine algoritam za izracunavanje matrice A", kojeg ¢emo ubuduée kratko zvati
Putzerovim algoritmom.

Primjer 3 Putzerovim algoritmom izractunati A™ (n € N), ako je

1 2 -1
A=10 1 0
4 —4 5
Rjesenje. Kako je A =1, A2 3 = 3, prema (9), imamo
0 2 -1
M, = A-MI=A-1=|0 0 0],
4 —4 4
My = (A=Xl)M;=(A-3I)(A—1)=A*>—-4A+3I
-4 -2 =2
= 0 0 0
8 0 4

Iz (14) slijedi
cr(n) = AT =1,

n—1 n—1 n—1
co(n) = Z /\3717102_1 (i) = Z gn—l-ic, (i) = Z gn—1-i
=0 =0 i=0

3n—1_ 3" 1
2 2 2

nt n-1 n—1 )
C9 (n) = E )\571710371 (Z) = E Sn—l—z02 (Z) _ 2 :Sn—l—z (2>

i=0 i=0 i—0

n—1

31 1S
= X 2 75;3 1

=0

n 1 1
_ 7.3n—1_7_3n -
2 4 +4

Na osnovu toga, prema (10), imamo

3
A" = ch(n)Mj—l
Jj=1

3n—2n.3n7t 34 lognfl_p.3nml _p.3ntt
= 0 1 0 X
4n - 371 2-2.3" 3" 4 2n - 371

Demonstrirajmo sada izraCunavanje n-tog stepena matrice A u sluc¢aju kada ta matrica ima imaginarne svojstvene
vrijednosti.



Primjer 4 Ako je

izratunati A™ (n € N)
a) Putzerovim algoritmom,
b) neposrednom primjenom Hamilton-Cayleyjevog teorema.

Rjesenje. a) Matrica A ima svojstvene vrijednosti Ay 2 = 1 £ 4. Zbog toga je

MO = Ia
. 2—1 1
My, = A-MI=A-(1+4+49)I= [ _s5 _2_2.].
S druge strane imamo
ci(n) = N=(1+i)"=2% (cosﬁ—l—isin@)7
4 4
n—1 n—1
am) = YT Fa® =Y 0 )
k=0 k=0
n—1 n—1-—k n—1 n—1 -\ 2k
2 K 2 (1+74)
= An—1—k (1 +Z) = An—1 2k
= (1+1) (1+14) P

Kako je
n _ LT P % ) W B 1 S T 1 nm
1—4" = 1—cos5F —isin it = 2sin 4 (sm T —1cos 4),
\n—2 n—2 -2 . -2
(1—4)" = 27z (cosw—i—zsm W)
n=2 . nm . nm
= 272 (SHIT‘FZCOST),

vrijedi

er(n) = (1—i") (1 —i)" % = 2% sin 27,

Kona¢no dobijamo

A" = C1 (n) I+ Co (n) M1
. |cos B + 2sin U sin “F
— 25
3 nm nim 3 nm
—5sin “F cos “F — 2sin °F

b) Prema Hamilton-Cayleyjevom teoremu imamo
A? —2A+2I =0,
odnosno
A2 AL L 24" = 0,
odakle je

A" =23 [Cl cos % + Cy sin %ﬂ} ,

gdje su C i C5 konstantne matrice koje treba odrediti koriste¢i pocetne uvjete. Dakle,
n=0= A0201:>01=I,

n=1= A=2% {01‘§+02\é§}:>c2:f4_]:[§ ;}’



pa se dobije

. |cos B 4 2sin °F sin =F
A" =22 Y
s NI nw o s T
—5sin cos “fF — 2sin 7

Korisno je, ponekad, znati i sljede¢i nacin izrac¢unavanja n-tog stepena matrice A, koji se zasniva na upotrebi
binomnog obrasca za matrice.

Teorem 5 Ako matrice A i B komutiraju, to jest ako je AB = BA, tada vrijedi
" /n
A+B)" = An—kpF,
(avBr =3 ;)

Ideja je da se matrica A napiSe u obliku zbira A = af + B («a € R), gdje je B relativno jednostavna matrica u smislu
da je B¥ = 0, za neki ne veliki broj k. Kako matrice I i B komutiraju, moze se primijeniti prethodni teorem.

Primjer 6 Rijesiti sljedeti sistem diferentnih jednadzbi

:'35114)-1 = 2z$z1) + ‘7‘122)7 xél) =5
xfﬁl = 21;512) + xf’), :cE)?) =0,
N

Rjesenje. Dati sistem se moze napisati u matri¢cnom obliku

1
Xnt1 = AX,,, Xo = 01,
-1
gdje je
ay 2 1 0
X,= 221, 4=1]0 2 1
2@ 00 2

Prema jednakosti (4), imamo
X, = A" Xy, n=20,1,2,..,

te je dovoljno naé¢i matricu A™. Ovdje se uspjesno moze primijeniti metod zasnovan na binomnom obrascu za matrice.
Naime, A = 21 + B, gdje je

010 0 0 1
B=10 0 1|, B*=1|0 0 0|, B*=B*=..=0.
0 0 0 0 0 0
Zbog toga je
" —1
A" = @I+B)"=Y <Z) gn=kpk — onf 4 pon-1p 4 %2"*232
k=0
2n p2nt p(n—1)2"73
= (o 2» n2n—t
0 0 on

Prema tome,
omn n2n—1 n (n _ 1) 2n—3



odnosno

:1:511) gn—3 (8 —n?+ n)
37512) _ _pon—1
xgl?)) —2m

Zadaci za vjezbu:
4.2.7-4.2.10, 4.2.12-4.2.14
i

4.3.4-4.3.17

)



